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Three-f1uid systemにおける内部波の対流不安定|

金成誠一

北海道大学理学部地球物理学教室

(昭和 57年8月2日受理)

Convective Instahility of Low-frequency Internal 

Waves in A Three-fluid System. 

By Sei-ichi KANARI 
Department of Geophysics， Faculty of Science， Hokkaido University. 

(Received August 2， 1982) 

Eigen solutions of vertical velocity of low-frequency internal waves with 7.3 hr period are 

derived for a three-fluid system model. Unknown amplitude coefficients are determined 

from 池田rvedtemperature data by means of the least-square fitting method. Horizontal 

water partic1e velocities of the internal wave and local Richardson number are also estimated 

from the determined vertical velocity. It is shown that although the internal wave of 7.3 hr 
period is in a stable condition for shear instability， the same wave reveals unstable status for 

the convective instability criterion of low-frequency internal waves. 

I まえが‘き

TURNER and STOMMEL (1964)は高温・高塩分水の上に低温・低塩分水が層重しているとき，

その境界でホlayerinピと呼ばれる現象が起こることを初めて実験的に示した.すなわち，下層か

らの比較的速い熱伝導によって境界近くの低温・低塩分水の水温が上昇し，昇温による密度低下

のために対流が発生する.この対流は，より上層の安定な塩分傾度のために，あるレベルで抑制

され，結果的に局所的な laminar layerが形成されるというものである.一方， STERN and 

TURNER (1969)は，密度の大きい低温・低塩分水の上に高温・高塩分水が層重している場合，

"Salt Finger"が発生することを見出した.この現象もホlayering"と同様，塩と熱の拡散率の

違いに基づく現象 (DoubleDiffusive Process)で，海洋中の塚分及び水温分布のステップ構造

の主たる原因と考えられている.一方，海洋のフロント域では相隣る異水塊聞のlateralconvec-

tionもステップ構造の原因のひとつと考えられる.すなわち，異なった成層状態のふたつの相隣

る水塊の間で，個々の層あるいはレンズ状の水塊が水平に変位することにより密度平衡を達成し

ようとするプロセスがそれである.このょっな lateral convectionの考えは STOMMEL and 

FEDOROV (1967)によって明らかにされたものである.
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ORLANSKI and BRYAN (1969)及びORLANSKIand Ross (1973)は，海洋のステップ構造

の原因となり得る第 4の可能性を提唱した.この説は，有限振巾の内部波の砕波が特定の層にメ

カニカルな混合を誘発し， density gradient-driven convectionを起こしステップ構造を形成する

というものである.一般に，波の砕波は波峰での水粒子速度が波の位相速度を超えるときに起こ

るが， ORLANSKI and BRY ANは内部波の対流不安定で・は水平波数ん，鉛直波数んの波に対し

て

R i <f.. 1 十 k~1拡

が砕波の十分条件となることを理論的に示した.

塩分を含まない淡水域でも海洋と同様な水温のステップ構造が観測されている (SIMPSONand 

WOODS， 1970; DILLON et aL， 1975)が，このような淡水域では DoubleDiffusive Processは起

こり得ないから，ステッブ形成因子としては， lateral convectionもしくは内部砕波による局所層

のmixingに原因を求めざるを得ない.通常，このような内部波の砕波は stabilityfrequency近

傍の高周波帯で起こり，水温微細構造の一因となっているカミ比較的大規模の内部波で同様な現

象が起こり得るものかどうか大変興味ある問題である.そこで，本論文では 1970年5月に琵琶湖

北湖中央部で行なわれた 24時間水温観測のデータを用い，淡水域の比較的長周期の内部波によっ

ても，このような局所成層不安定が十分起こり得るかどうかを検討してみた.

ここで用いる three-fluidmodelは，すでに著者が発表したもの (KANARI，1968)と同じもの

であるが，今回適用水深を 70m (観測点水深)として固有解を求めたので固有値が以前の解と若

干異なっているのと，上記論文には含まれていない最小二乗法による固有解の係数決定ならびに

水粒子速度分布の決定をあらたに行なったので，これらをあわせてここに紹介する.

II Three fluid model 

水面に原点を持つ水平x，Y軸と鉛直下向きの z軸を考え，各座標軸方向の流速成分をそれぞ

れ U.，v.，ω'とし，また水の密度を〆圧力をρ*とする.一般流は無く，波動に起因する流速

成分U， V， Wのみと仮定し，さらに，密度及び圧力はそれぞれzだけに依存する平均場と波動

による擾乱部分ρ(x，Y， z， t)及びρ(x，y， z， t)の和によって表わされるものと仮定す

る.すなわち，

O u(x， y， z， t) 

。 v(x，y，z，t) 

w* I 。+ w(x， y， z， t) I (1) 

p(z) ρ(x， y， z， t) ;:j u(Z)J Lρ(川久 t)
戸(Z)に関しては静水圧の条件が成立つことを考慮し， (1)式右辺第2項目の微小量に関する二次

以上の項を省略すると U， V，ωに関する運動量ならびに非圧縮の質量保存式はそれぞれ次のよ

うに表わされる.



Theree-fluid systemにおける内部j皮の対流不安定

au 1 ap 
-一一一一一ー '"一一一一一一・at J'ノ両 ax

。U ーんよみ
一一一一 -at ノ山 戸 ay 

2笠土 ρ ー 1 aρ 
at P 5 P az 

au θv aw 
一一一+~V +一一一二 O
θx ay' OZ 

ap ム dp_" 
at 'W  dz -V 

ここに gは重力の加速度，fはコリオリのパラメータでf=2 Osin<pである.

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(2)-(6)から U， V，ρ，ρの4変数を消去すると次のようなWに関する方程式が導ぴかれる.

I r-7? ，，( a
2
w¥ N2( a2 ，.c2¥ aw 

~â (172ω) + 1 2 ( ~ _ ~ ) + ~ ( ~， 2 + 12) ~ W + N 2 17 J w二 o (7) 
at ¥az2 !' g ¥at2 ノ

) az 

、こに 172三27十2二+1L FJ三 F2 2L N2ニ K.dp である.
ax2 ' ay2 'az2 

• n -
• 
az2，"' P dz 
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x y方向の水平波数をそれぞれん，んとし ωに対して次のような harmonicsolutionを仮

定する;

w(x， y， z， t) =W(Z) eilkxX+刷 ωtl (8) 

(8)を(7)に代入すると W(z)についての2階の常微分方程式が得られる.

d2ω N2 d;ωK2(N2 ω2) 
+一一一一+ ..2 .c2 W=O dz2' g dz ω2_ 1 

(9) 

ただし，K2三ん2+k/で，Kは水平波数ベクトルを表わす.

(9)式は stabilityfrequency， N (z)の分布が具体的に与えられない限り解けないが，湖水のN

の分布は水温分布だけで決まるので，ここでは 1970年の水温観測結果に基づいてNの分布を決

定する.

Fig.1は 1時間毎の水温プロファイルの24時間平均値に基づいて計算した琵琶湖の 5月の

N (z)の分布であるが，実線で示したように表面から 15m， 15 mから 25m及び25m以深の三

つの分布構造によって近似することができょっ.すなわち，三つの層のNの値は同一で、はないが，

各々の層内では一定のNを仮定している.これは，それぞれの層内でPoeViZlg(i = 1， 2， 3) 

のような密度分布を仮定したことに相当する.

きて，後述のように，水温観測から推定きれた鉛直流速変動には周期5-11時間の波動が含ま

れており，このうち 7.3時間の周期成分がほぼ全層にわたって存在している.このような周期変

動は基本周期数十時間の内部静振の第8次前後の高調波成分と考えられる.したがって，角周波

数及び水平波数は ω-1O
-
4s-¥K -1O-5cm-1のオーダーと考えることができる.このようなオー
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Fig.1. Vertical profile of stability fre-

quency of Lake Biwa estimated from 

24-hours average temperature profile， 

May， 1970 

50 
。

夕、ーのスケールの波に対しては，(9)式の左辺第2項及びコリオリの効果は無視することができる.

また，(N2jω2) > 1となることに注意すると(9)式は次のように簡略化される.

77+(乎Yw=o 、‘，
F

A
り
噌

E
i(
 

自由表面の平均水面からの変位を Cとするとき wに対する表面条件は

dW K2g 
一一一f'--W==o az αr 

at z= -s (ll) 

で与えられるが，やはり考えている波のスケールでは(11)の左辺第 1項はほとんど無視できて(11)の

かわりに

w=o at z""o 

で近似できる.

また水底条件は簡単に

W二O at z=H 

で与えられる.

(12) 

(13) 
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きて， (1的式を前述の三層構造に適用するにあたり，各層の境界での条件が必要で、ある.

もうひとつの条件は，上下の層の解の値が等しいこと，ひとつの条件は層聞の境界で W(z) 

3 層とし，各層内の(10)式の解を~，2， が境界で滑らかにつながることである.各層を各々 1，

mとすると上記の境界条件は次のように書ける.協今，

O 三二 z 三三h1 〕
旬
E
A
r--、

N(z)=N1 

W=Wdz) 

z=o ~=o 

dlVl dlV2 
dz dz 

Z =h1 

z=h1 W1=協も

N(z)=N2 

W=院(z ) 

h1三三Z三三h，;( 2 ) 

dlV2 dlV3 
dz dz 

z=ん

z-ん"も=肌

h，s.z壬-;，H;( 3 ) 

N( z) =凡

W=W3(Z) 

: z=H 院 =0

解有固I
 
I
 
I
 

以上の境界条件を満足する(10)式の解は

(n)/ ¥ _TTT(n)/ '-¥ Sln(~nNIZ) Win)(z) =W2(n)( hl) 
sin(ιNlhl) 

(14) 。三三zs.，h1

w2(n)( h1 )sin[~nN2( h2-z)] 十 W2(n)(h2)sin[~nN2(Z-hl)] 

sin[~nN2(h2 九))
w
2
(n)(z) 

(15) ; hl 三三z三三 h2

- n[~nN3(H z)] 
W~刊z)= W2(n)( h2) 

in[~nN3(H- h2)] 
(16) ; h2三二z三三H

(17) W2(n)(ん)三S川

で与えられる.
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で， ξnは次の分散方程式の第 n番目の根として与えられる.

(荒川川九)+叫 Dl) -cosec c N2D， 

==0 (18) 

cosec CN2D， 一(走c川 3D2+∞tCN2Dl) 
ここに，D，-(ん-h，)， ~三 (H 一九)， ~= K/ω。
したがって，解(14)~(16)の係数岡崎 (h， ) 及び同町ん)は各々分散式(18)の第 n 番目の根ふが与え

られれば(17)によって一義的に決まるので解(l4)~仰の末定係数としては問坤(ム)だけが残り，これ

は後述のように観測値から決定することができる.

IV 分散方程式の根

分散方程式聞は次のように書き替えることができる.

-IZ--tan X1tan X2tan xヌ
N，N2八九 州且日 & 山

一{走tanX，+ιtan X2+丸tanX3}==0 (9) 

ここにあ三ξN，h" X2 三 ~N2D" 均三 ξ凡~である.

(19)は解析的に解けないので，図式解法によって根を求めた.(19)の左辺第 1項式を y"残り h と

:v : 

1.0 

ま

4.0 

3.0 

2.0 

0.0 
0.3 

1.0 

2.0 

-3.0 

-4.0 

l
i
l
1
1
1」

nv 
R
》

円
f¥ 

>'1 _tan{: SC) tan{ 20( )tan( 36ι} 

Y2~O .4tan{36巴)・O.2tan(20t)+O.5tan(15t)

Fig_ 2. Graphycal solution of dispersion equation (19) in the text. 
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おくと， ξに対する Ylとhのグラフの交点が

根らを与える.

Fig.2はO三三ξ三0.3に対する Yl，Y2のグラフ

であるが，原点を除くふたつのグラフの交点の

ξ座標が根ふを与える.図式解法によって求め

たn=1-6に対するキ艮を Table1に示す.

w~n)(hl) は観測データから決定されるべき末

定係数であるが， Fig.3は U1n)(h1)=1.0として

計算した，各国有値に対応する鉛直流速の分布

である.図中各曲線に附きれた 1-6の番号は

それぞれの固有値のモードを表わしているが，

図に示されているそれぞれの固有解の振巾は，

この段階では単なる相対値を表わすに過ぎない

ことに注意すべきである.

V 最小二乗法による未定係数

の決定

10' W(z)/W，，(h.J 
.7 ・6 '5 '4 '3 '2 

BOTTOM 
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m
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1
4
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l'" hz 
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pH 

1970年 5月10日14時から 11日14時まで

の24時間にわたり，琵琶湖北湖の水深約 70m

のIe点(京都大学大津臨湖実験所定点)で1時

間毎の水温プロファイル観測が行なわれた.得

られた水温プロファイルから偶数時のものを抜き出してプロットした結果を Fig.4に示す.水温

プロファイルの時間変動が内部波の鉛直運動にのみ依存し，移流及び熱拡散の影響は無視できる

と仮定すると水温の平均鉛直傾度及び時間変化から内部波起因の鉛直流速が次式で求められる.

Fig.3. Relative profiles of eigen soIution 
of verticaI velocity of internaI waves 
for the first to sixth modes. 

県
w

(20) 

側式によって推定した各層の鉛直流速変動のうち 4m層毎の変動をプロットした結果を Fig.

5に示す.このような各深度層毎の鉛直流速の変動曲線から調和分解によって各深度の卓越周期

を調べた結果，ほぽ全層にわたり周期 7.3時聞の変動が含まれ， 40m以深では 4.5時間の変動が

卓越していることが明らかになったが，ここでは 7.3時聞の振動だけに注目して解析を進めるこ

とにする.

調和分解から求めた 7.3時間周期の深度tにおける鉛直流速振巾を Wi( i = 1， 3， 5，…， 49) ， 

位相角を乱(i=l， 3， 5，…， 49)とする.一方，固有解の第nモードに対する末定係数 vy'n)

(ム)を改めて An(n = 1， 2，…， 6) と書くと，任意の深度 iに対し
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Table 1. Roots of dispersion equation. 

Mode number，n 2 3 4 5 6 

~n 0.0361 0.0866 0.1383 0.1803 0.2185 0.2604 

MA'( 10，1970 MAY 11 

1400 1600 1800 2000 2200 2400 0200 0400 0600 .0800 1000 1200 1400lhrl 

Fig.4. Variations of vertical temperatur巴profileof Lake Biwa in May， 1970. 

wi.sin θi=~ AnW{叫(i)
n=l 

(21) 

が成立つ.(21)式の関係は w，が求められているすべての深度(i=l，3， 5，…， 49)について

成立つから，結局 6個の未定係数 Al-A6に関する 25本の 6元連立方程式が得られる.これらの

お個の方程式から正規方程式を作り，最小二乗法により A1- んの係数を決定した結果を Tab!e

2に示す.

Tab!e 2のAnを用い， (22)式によって全深度にわたる W (z)を計算した結果を Fig‘6に示す.

Table 2. Coefficients An determined by the least-square method. 

Mode number，n 1 2 3 4 5 6 

An -0.996 l.127 -0.878 l. 428 0.136 -l. 276 

W(z)=~ Anw{n)(Z) (22) 

Fig.6中の白丸は(21)式左辺の実測水温から求めた鉛直流速の推定値であり，実線は仰式によっ

て計算した固有解である.
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Fig.6. Estimated profiIe of vertical velo-
city (0) and analytical eigen solution 

of vertical velocity (solid line). 

Fig. 5. Variations of vertical velocities in 

various layers in Lake Biwa estimated 

from hour1y temperature profiIes. 

水平流速分布と Ri数VI 

この波動の水平水粒子速度成分考えている内部波は 2次元波動に近いものと考えられるから，

と仮定すると連続の式から

~ 1 d防r(n)
Rd v(z)} =~-T-A 一一一一

n"';;-'1 kn L1n dz 

をV(z) 

(23) 

ここに，んはモード nに対する水平波数で，によって水平水粒子速度分布が評価できる.



E 
v 

48 金成誠一

ら =(~t=す
T 

の関係から

kn二 3ttn;T=73U

によって与えられる.

また，闘で与えられる流速フ。ロファイルからは，

N2(z) 
九(z)==-7'-一寸アloV¥ 

¥ OZ / 

によって局所リチャードソン数，Riが評価される.

(24) 

(25) 

Fig. 7は， (23)式によって計算きれた n=1-6までの各モードの水平流速プロファイルを表

面流速 Iv<n)( 0) Iで正規化して示したものである.各々のモードの合成流速分布は Fig.8の

右側に示されている.

(n) 川
V (z)/IV (u)1 

10 _~O __  -10 10 20 10 20 10 -10 10 __  20 _ -10 __0__10___1。

'0 

30 

I 40 

ト
a 

包'0

{門 .1) (内-2) (n~3 ) ( n.4) (n:51 (n・6)

Fig.7. Normalized horizontal velocity profiles for the first to sixth modes. 

VII考察

分散方程式の根らの逆数はモードnの内部波の位相速度を与える.すなわち第nモードの内

部波の位相速度を Cpnとすると

Cb" 
::::ω1 
Pn-
Kn一石 (26) 

の関係が成立つ.(26)式に基づいて周期 7.3hrの波の各モードの水平波数並びに位相速度を求めた

結果をTable3に示す.

低周波内部波では群速度ベクトルと位相速度ベクトルは直交し，水平面と群速度ベクトルの成

す角，。の正接は鉛直波数と水平波数の比で表わされる.
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Fig.8. Estimated horizontal velocity profile (left) and vertical profile of local Rich. 

ardson number Ri (right). The vertical broken line shows shear instability 

criterion， and the vertical dash.dot line shows the criterion of convective instabil. 
ity. 

Horizontal wave numbers and phase velocities Table 3. 

6 5 4 3 2 Mode number，n 

6.22 

3.84 

5.22 4.30 3.30 2.06 0.86 1(，，( X 10-5 1 /cm) 

Cpn(cm/sec) 4.57 5.55 7.23 11.55 27.69 

N 
αJ W=iT= 

すなわち，

(27) 

周期 7.3時間の波ではN=N" 1も，N与に対する群速度ベクトルの方向を求めると，

。13=88.1r。~=89.240，。11=88.490，
したがって，水粒子のいずれの層においてもほぼ鉛直下向きのベクトルとなっている.となり，

明らかに水平2次元波動として伝振動面すなわち波の位相速度ベクトルはほぼ水平面内にあり，

このような水平に伝播する波では水平水粒子速度が位相速度を上まわf番していることがわかる.

るとき，i皮は不安定波となり砕波する.Fig.8に示したように，局所リチャードソン数はいずれの

層でも臨界値以上であり，シアー不安定は起こり得ないように見える.しかしながら， ORLANSKI



50 金成誠一

and BRYAN (1969)によれば，対流不安定はシアー不安定におけるリチャードソン臨界値以前の

ところでも十分不安定が起こり得る.これは，内部波の局所非線型効果によるもので，局所的に

大きな水粒子速度により温度フ。ロファイルの局所移流が起こり，そこで不安定な温度傾度層もし

くは逆転層が形成されるというものである.この現象の発生条件は，シアー不安定の条件に比べ

ではるかにゆるく， ORLANSKI and BRY ANによれiま

Riζ1十(長r (28) 

で与えられる.ここに，んは内部波の鉛直波数，Kは水平波数を表わす.これは，仰の関係から

Riζ1十(%r (29) 

と書ける.考えている水域の Nは高々 2X lQ-2y-ad/sであり，周期 7.3hrの波の角周波数は 2X

1Q-4rad/sのオーダーであるからこの場合，Ri< 1であれば対流不安定の十分条件が満たされる

ことになる.このような観点から Fig.8の Riの分布をみてみると， 5 -9m 層， 47 m層，及び

57m以深では Ri<1の条件 (dash-dotline)を満足しており，このような層では対流不安定が起

こり得ると考えられる.実際， 5-9m 層は水温フ。ロファイルからみて表層混合層内部に属し，

また 47及び57m 層は比較的安定な水温躍層から十分離れた深層の低温度勾配層に属している.

したがって，対流不安定が生起し易い条件である不安定温度傾度(温度傾度が小さい)の条件に

近いことと矛盾しない.

VIllむすび

Three-fluid system modelにより比較的長周期の内部波の固有解を求め，淡水域の水温データ

の併用により，内部波動に伴う水平水粒子速度フ。ロファイル並び‘に局所 1)チヤードソン数を推算

した.この結果に基づいて内部波動による局所不安定を検討した結果， 7.3時間周期の内部波動

は，シアー不安定のcriterionに関しては十分安定な条件を備えているが，比較的等温に近い層で

は局所的に強制対流不安定が発生し得る条件に在り，このような内部波が淡水域におけるステッ

プ構造の主要な agentとなり得る条件を十分備えていることが明らかになった.残念ながら，検

討に用いた水温データは 1970年にとられたもので，水温は 1m毎の観測値であるために，対流不

安定条件下の層で期待されるであろうステッフ。構造が水温フ。ロファイルとして記録し得なかっ

た.しかしながら，計測手法の進歩により，現在，このようなステッフ。構造の観測が比較的容易

に行なわれるようになったので，今後，こうした問題の観測面からのより詳しい検討が進められ

る必要があろう.
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