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In order to discuss the energy partition of various waves， the energy flow is to be delt 

with. At the first two sections in the present paper， fundamental matters for the kinematics 

are looked at again， starting from Hamilton's variation principle. As to the energy flow in 

the isotropic medium， then， the invariant of the energy is investigated. Removing the 

invariant， the expressions of the potential energy as well as of the energy flow become very 

simple. Thus at the fourth section the energy partition of spherical waves in the isotropic 

medium is discussed. The basic property of the motion of the elastic body is resemble to the 

motion of a simple pendulum. The energy partition of the simple pendulum is looked back at 

the fifth section. The energy flow must encounter with various boundaries. Energy flows 

passing through planes which enclose a line source are found at the sixth section to be equal to 

the original ones. As is well known， there exist only the normal modes in an elastic plate. This 

problem is discussed at the seventh section from a view point of the energy flow. The rate 

of the energy flow is originated from the seismic source and is equal to the rate of the energy 
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given by the force at the source. Taking no account of poles in the integrand， the displace-

ment in the plate can be also obtained by the use of a result of Schwartz's distribution theory. 

His theory seems to be favourable to the modal solution. 

Dirac's de!ta function is exhibited at Appendix A and energy partitions of a string 

are considered at Appendix B. The present paper will be followed by the discussions on 
energy partitions of elastic surface waves in general. 

1. Hamiltonの変分原理

弾性体の運動方程式は，力の釣合，熱力学第 1法目IJおよび運動量の保存則など，極々な方面か

らみちびかれる.ここでは Hamiltonの変分原理からみちびく道をたたどる.

変位成分を Ui とし， AKI and RICHARDS (1980)にならってテンソル記号を用いると strain

テンソルの成分は次のように定義される

eij三ート (Ui，j+Uj，i) (1.1) 

さらに strainとstressとの関係を求めるために，弾性定数を Cijpqとすると，一般化された

フックの法則により， stressテンソルの成分は次のように表わされる

rij = Cijpqeρq (1. 2) 

ただし，

Cijpq = CjiPq = Cijqρ= Cpqij・ (1.3) 

これらの記号を用いると，運動エネルギー密度およびポテンシャル・エネルギー密度 (strain-

energy関数)はそれぞれ次のように表わされる.

1 
ωkin==三一ρUiUi・ (1. 4) 

1 1 
Wpot=ヲ-rij eij = 2 rij Ui，j・ (I.5) 

ただし， (1. 4)の ρは媒質の密度， ドットは時間 tに関する微分を意味する.一方，弾性定

数の対称性(I.3)により

CijρqepqUi，j =CijpqeρqUj，i 

なので， (1.5)の等号が成立する.

次に Lagrange密度

L三 W削 n-Wpot (1. 6) 

を用い，
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2"[U;]三10
tl111:; L (川 Ui，い i，j)ω x2dx3dt (1‘7) 

とおし上式のめは空間座標である.この式のrに限らず，一般の関数に対し Uiの変分を

δUiとし，

δUi (10) =δUi (tl) =δUi (aj) =δUi (bj) =0 (1.8) 

の条件付きで

δ2"[ u;] =0 (1. 9) 

を満たす Ui( t， Xj)を求めるのが一般の変分法である.

Hamiltonの主張によると:定積分(1.7)の上下限の中間において考えられる無数に多い運

動 Uiの中で，力学的に実現される運動は(1.6)-0.9)を満たすものだけである.この主張は

Hami1tonの変分原理と呼ばれ，熱力学第 1法則と同様な内容を持っている.

力学的に実現される運動を求めるために， (1.7)の変分を考えると，変分記号 δは Uiに関す

る変分なので，媒介変数 (1， Xj)には無関係である.ゆえに，

MM]=fiufδLdx1dx2dx3dt (1.10) 

および， 0.1)-(1.5)により

δWkin==ρムo(du;)/ot， (1.11) 

δWpotこすω (euO epq叫んυ)

=c出 qeρqδeij= ru o(δU;)/OXj. (1.12) 

次に， (1.11)， (1.12)についての定積分に対し部分積分を行うと

Lt1δωkindt = [同九]:;fρ必dUidt， (1.13) 

fMA=IMZ42]:-fufJJMXJ (1.14) 

これらの演算結果を用い， (1. 6)を(1.10)に代入すると，

げ [U;]二 lUvIMM]::dv-fdtdIMuz]:dS 

1，tl dt 11fv(Piu-ru.j)川 (1.15) 

上式の Vは弾性体の体積であり， Sはそれの表面積であって，各面に対する法線はお方向

に等しいとしている. ここで条件(1.8) を採用すると上式右辺の第 1項および第2項は Oに
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なる. しかるに，定積分の上下限の中間においては δUiは勝手な値を持つことができるので，

(1.9)が成立するためには

ρUiニ r仏 J (1.16) 

でなければならない.逆に(l.16)と (1.8)とが与えられると. (1.9)を証明することができ

る

式(l.16)は外力 (bodyforce) fiがない場合の弾性体の運動方程式である.外力 fiが作用

する場合の運動方程式は(l.16)ではなくて， 次のようになる

ρUi = rU.i + fi・ (l.17) 

運動方程式は力の釣合を意味している.式(1.9)は変位紛がある値からわずかに変化して

も2"[Ui ]は変化せず一定の値を持ち続けることを意味し， そのある値は(l.16)によって与え

られる.

次に(l.17)の両辺に dUiを乗じ， 0から Ui( t)まで積分すると，

1
Ui
同 dUi二 f山 tzdt=tj:会(仰いん)dt=す[PUi仏];=Mini

j:dz tuJdZ42=j;tutzdt=f(MELdt-fMZJdt，j;utAdド 1
t
fiUid 

しかるに(1.2). (1.3)により

r ij Ui.i == CijρqepqUi.j = CUpqeρq Uj. i = Cijpq eρqeij 

a ( 1 ¥ 
二τ at(ωqepqeij )二百{τTijeij ) 

=aWρot!θt. 

また， めを面素 dSの法線方向に対するんの方向余弦とすると.Gaussの定理により

グ~(rijUi ).j dV= f1nj rij Ui dS 

ゆえに， 以上の計算結果をまとめると，

[fffv(ωkin+仰 ot)dV]:= 1
t 
dt f1T(n)' udS+ 1

t 
dt fffvf. udV (1.18) 

あるいは

3t fffv(跡内向t)dV= f1 T(n) . 1idS十万vf ttdl/ (1.19) 

ただし， 上式においては
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T( n) . u = nj rij Ui ， f. u = fi Ui (1.20) 

によって，テンソル記号がベクトル記号に書き変えられている.

式(1.19)は外力 fとS面上の tractionT( n)とが作用している場合の熱力学第1法則に

他ならない.

surface traction T( n)は弾性体の表面 Sに作用する単位面積当りのカベクトルであって，

図1.1のように，dSに立てた単位法線ベクトル nの足を着力点とする.

n 

Fig. 1. 1 The relation 
between the body 
force and the surface 
traction. 

fi心i

Fig.1. 2 The first law of 
the thermodynamics， 
neglecting the heat 
energy. 

弾性体に bodyforce fが作用すると，弾性体の体積 V内に変位 U を生じ，このために t=O

から tまでの聞に fは(1.18)の右辺第2項の仕事をする.換言すると V内にこれだけのエ

ネルギーが与えられる.そのために弾性体の境界面 Sが変形すると，体積 Vの弾性体は T(n)

により S面を通して外部に 0，18)の右辺第1項の仕事をする.すなわち，V内から外部へエ

ネルギーが流出する.body force fが存在しない場合でも，体積 Vに隣接する媒質側から

T(n)が与えられ，境界面 Sを通して V内にエネルギーが流入することもできる.結局(1.18) 

の右辺の代数和が左辺の量を与えるものと解釈される.式(1.19)を図示すると図1.2のように

なる.

境界面 Sを通り，体積 Vの弾性体の内外に出入する弾性エネルギーの密度を Wflowとし，

ρIj=riJUi 

とおくと， (1.19)の右辺第 1項は次のように表わされる

~nj ρjdS= it fffv助 10却 d収

しかるに dV=njdxjdS なので，

ぷ{it1tj dt-lJbJ WflOwdxj }めかO

(1.21) 

(1.22) 

さらに，上式内の tおよびめに関する積分の被積分間数の積分区間内における平均
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上式の左辺は単位時間内に S面を通るエネルギー量すなわちエネルギ一流量であり，

U == nj Xj / t = I x I / t (1. 24) 

はエネルギーの伝播速度である.

式(1.21)のあは rateof energy flow density (areal)ベクトルpの成分であるが，あは

時間的平均値あとしてしか(1.23)のような具体的表現に現われない.媒質内の波面の種類又

は波形のいかんによっては 2媒質の境界面上においてあは必らずしも連続ではない.

II. Lagrangeの積分関数2'[u;]の性質

式(1.4)，(1.5) と(1.11)，(1.12) とを見くらべると，前者は後者に比し δ記号が落ちて

いる代りに 1/2の係数が付いているだけである.ゆえに， (1.7)の右辺に部分積分を施こすと，

(1.15 )の代りに次式が得られる

山;]= fff)pUi Ui ( d V一fdtI1haJUa];dS

-JO
t

l dt ffi(ρiii じj，j)Ui d V (2.1) 

しかるに， (1.16)が満たされていると，上式右辺の最後の項は Oである.その代り， (1. 9)に

対応する条件はないので，他の項は Oとは限らない.

ただし，運動 Uiが exp(-iωt)に比例する場合に

tl=to+2π/ω (2.2) 

のように選ぶと， (2.1)の右辺第 1項は Oになる.すると， (2.1)は次のようになる

22'[ Ui]二一50+2π/ωdtZiuz]:dS (2.3) 

上式の rijUiは時間 tにおける S面上のエネルギーの面密度である Xj=ぬとんあとの

中聞のん =Cj面において弾性媒質が不連続な場合にも，エネルギーの面宮、度はお=。面上に

おいて連続でなければならない.さもないと，Xj = Cj面上においてエネルギーの生滅が起る.

CJ+O 

・.[rij Ui ] = o. 
Cj-O 

(2.4) 

しかるに， stress成分日と変位成分 Uiとは元来は互いに独立なので，上式が常に満たされ

るためには， stressとstrainとの関係のいかんによらず，次の 2条件が成立しなければならな

し、，
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(2.5) 

これが弾性体の境界条件であって，不連続面の有無に関せず，弾性体の内部において条件(2.5)

は常に満たされている.エネルギ一保存の見地に立つと，弾性体の境界条件としては (2.5)以

外の条件は考えられない.しかも，

_ bJ _ bj 

[ Tij ud . = [ Tij u;]' + [ Tij Uj]" = [ Tij Ui ] 一[Tij u;] -_ 
aj aj Cj+O aj CJ-O 

ゆえに ajとんとの中間に不連続面 G があると否とに関せず (2.3)が成立する.

きて，弾性体の自由表面上においては日=0，剛体に接した面上においては Ui=O.

ゆえに，弾性板のように，Xj =ajおよび biがそれぞれ自由表面又は剛体に接する面である

と，

bl 

[TUU;]-=O. 
aj 

(2.6) 

上式は弾性板内を伝播する波の特性方程式と同等で、あって，その波は表面波の 1種である.

半径んの弾性球が自由表面を持っか，剛体に接していると

( Tij Ui) Xj ~aj = O. (2.7) 

これは弾性球の自由振動の方程式と同等である.

弾性板内には (2.6)の特性を持つ表面波しか存在せず，弾性球には (2.7)の特性を持つ自由

振動しか存在しない.いずれの場合にも実体波が存在しないのは一見不都合のように思われる.

しかし，有限な大きさを，その中の I部にでも，持つ弾性体内の実体波は境界面において反射を

繰り返し，ついに定常波 (2.6)又は定常振動 (2.7)を形成する.

次に，直角座標 (X，y，z)の z=Oを自由表面とし，z=∞まで等方均質な弾性媒質が存在する

半無限弾性体を考える.式 (2.7)の記号と対比すると，Xj→ z，→ X，Y，z である.すると，

( Tiil:Ui)Z~O=O (2.8) 

一方 z=∞面に関しては次のような radiationconditionが考えられる:

r z=∞面からの反射波は存在しない」

しかも，

r z=∞面上のエネルギー密度目 Uiは無限大にならないJ.

ただし，条件 (2.9)が満たされても，なお次の 2つの場合がありえる.

11 ( Tiz Ui) z~oOd 5キ0，

11 (riZui )z=dS =0  

(2.9) 

(2.10) 

(2.11) 
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しかるに， (2.8)と (2.11)とが満たされると， (2.6)が成立したことになるので， (2.3)の

右辺は Oである.すなわち，

.2"[ud =0. (2.12) 

さらに(1.6)の1周期聞の平均値 Lを用いると， (l. 7)により

ffi(Wkin-仇oddV=O (2.13) 

以上の考察結果によると， (2.5)と (2.6)とが連立する波の位相速度を C とすると，この波

は次のような特性を持つ，

M(ω， c)=0. (2.14) 

しかも， (2.14)と (2.13)とは， (2.12)を仲介として，同じ内容を持つ.

一方，無限に広い弾性媒質内の平面波においては，たとえば‘ AKIand RICHARDS (1980)によ

り，

Wkin( t， X) =ω'Pot ( t， x) . (2.15) 

ゆえに， (2.13)は満たされるが，平面波の場合は (2.11)が成立しないので， (2.14)のよう

な特性をf寺つことはできない.

条件 (2.11)を満たす波は z方向に伝播しない inhomogeneouswaveに限られる.

皿.等方体のエネルギーに関する不変量

等方体の stressテンソルの成分(1.2)は，ラーメの定数を..1， μとすると，次のように表わ

される:

rij二 λδijekk十2μeij・

すると，

r山二(..1+山J，ii十μUi，jj=(..1 +μ)去(ω)+μ内
次に，

θ三ekk=/7. U， !J三/7xU 

とおき，直角座標 (Xl，X2， X3)の各座標軸方向の単位ベクトルを(ム， %2， %3)とすると，

!J=XI ( ~U3 θ~)+X?( θUI θU3 ¥十 - Iθl!L_ ~u ， ) 
=x， ¥百万一百万/十X2¥θx;--ax; )十X3¥ ax; a五/

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 
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コハ aQ2 aθ 
ふ・ (rx.Q)=石?一石工=百了-r2UI 

すなわち，

。θ
(rx.Q);二Uj・ji- Ui，ii ==ォコァー - r2Ui 

"し

ゆえに， (3.2) と (3.4) とから r2Ui を消去すると，

θθ 
rij，j =(，1 +2μ)百五 μ(rx.Q);. 

これを(1.16)に代入すると，等方体の運動方程式は次のように表わされる:

θθ 
ρUi =(，1+2μ)百五7一μ(rx.Q);

あるいは

ρu=(λ+2μ)rθ-f.Jrx.Q. 

上式の両辺に U をスカラー乗積すると，

ρu' u=(λ十2μ)u・(rθ)一μU・(rx.Q).

しかるに， ベクトル演算の公式(伊藤， 1948)によると，

u' (rθ)= r ・(uθ)θr.u= r・(uθ)-θθ，

-u ・(rx.Q)=r・(ux.Q)-.Q・ (rxu)=r・(ux.Q)-.Q・.Q.

ゆえに，

ρU' u=(1I+2μ){r・(uθ)-θθ}+μ{r・(ux.Q)-.Q・.Q}• 

1 a 
・3一吉子{ρU'u+(1I +2μ)θ2+μ0・.Q}

ニ F・{(λ+2μ)(uθ)+μ(ux.Q)}• 

しかるに， 一般のベクトルを K とすると， Gaussの定理により

fffvr. KdV~ fln' KdS 

なので， (3.7)の両辺を体積 Vについて積分し，

ω協0)== +{(1I+2μ)θ2+μ。.Q}，

p(iSO)三(，1+2μ)uθ+μux.Q 

とおくと，

59 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 
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tt fffv{ωkin + wþ~~帥 }dV=ff n' p(吋 S (3.10) 

上式は (=0の場合の(1.19)に対応する.

一方. (l. 5)に (3.1)を代入し， (3.3)を用いて整理すると，

的 otニす(ell十ezz十e33)2 +μ( e~l 十 elz 十 el3)+2μ(め +ell十erz)

=ωlþ~~O) +ωinv， (3.11) 

I JU3 JU2 JU2 JU3 ¥ 
Winv/( 2μ)寸石子百十五?百子)

(3U1伽 JU3 コu¥ fJU2 JUl JUl Jlい
百τ石了一万τ石十)+~万了石τ 一石了百7) (312) 

しかも， (3.12)の右辺は直角座標変換に対する不変量である.

一方， (l.19)に戻ってこれに (3.11)を代入し， (3.10)と比較すると， (l.21)により

T(n) . u=n . p (3.13) 

なので，

tt fffv山
= f1 n . pd S -t t fffv Wpot d V 

= f1 n . p(;80) dS -tt fffv似，)dV (3.14) 

すなわち，等方体の同じ運動方程式から (ωρot，n'p)又は(Wþ~~O) ， n . p( i80) )のいずれかの組合

せが得られる.後者の方が Winvを含まないので単純であるが，前者の方が従来の定義 (3.11)

に合っている.

LOVE (1934)によると，変位 Uiに関する変分記号 δを用いると，

sgv(37fj??33fjr)d日

δfffvzω dV==O (3.15) 

ゆえに， 0.9) において (3.11) の ωpot の代りに ω，~~~O) を用いても(l. 16)又は(l.17)と

同じ結果が得られる.表面条件の違いに従って wρot と144Lio)とを使い分けるべきである，と

LOVEは述べている.しかし，使い分けの具体例は乏しい.

なお， (3.11)と (3.14)とから，
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11 n' (p-p<川
ゆえに， (3.11)に対応する次の関係が得られる:

F・(p_p(iSO) )二37ω，nv
次に， (3.12)の不変量を球座標 (r，8，ψ)で表わすと，

OU3 OU2 OU2θU3 1 (θU'" oUo θUo OU'" ¥ 
百五百万一百五百石一子弓in8 ¥ ae oq; -----ae orp ) 

宣笠L立笠~-~笠王立並 1 一/宣生立並 立生宣笠ι1
OX3 OXl OX3 OXl - rsin 8 ¥θψ or - oq; or ) 

。U2 OUl OUl θU2 1 (ouθ OUr OUr oUo ¥ 
百五百五 百五百五ーヲ-¥否r----ae -ar ----ae j 
等方体なので，

。/o8=0

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

の現象に着目すると， (3.17)の第2式の右辺以外は Oになる. しかも，球面 Pi皮の場合は

U"，=O，球面 S波の場合は Ur=Oなので，結局いずれの球面波に対しでも不変量は Oである‘

不変量を円筒座標 (r，θ， z)で表わすと，

OU3 OU2 OU2θU3 _ 1 (OUzθUo oUo OUz ¥ 
百五百王子一石工百五-7L3F7Z-7Z77Zj'

。Ul OU3 OU3 OUl _ OUr OUz θUz OUr 
百五百五了 百五百五 oz ar-oz ar' 

。U2 OUl OUl OU2 _ 1 (ouo OUr OUr θUo ¥ 
百王了百五一百五百五二r¥ar----ae -arae j 
line sourceの場合は

。/oz=O

(3.19 ) 

(3.20) 
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である. しかも P波の場合は仙=0，S波の場合はめ=0なので，結局いずれの円筒波に対し

ても不変量は Oである.

直角座標においても

。/OX2=0 (3.21) 

とすると， SH波に対しては仙 =U3=0なので， SH波に関する不変量はOである.一方， P i皮，

SV波の変位ポテンシャルをゆ， ψとすると，



62 田治米鏡ー

1-款+託 U3=款-jf (3.22) 

と表わされる.ゆえに，

Ul( P)ニ θrt/8Xl，U3(P)=θrt/ 8X3， rt = ei(k， x， +k3 X，) 

とおくと，

亘並立l~並立L_~並立L 立生巴1 -f¥ 。X3 8Xl 8X3 8XI-
V 

ゆえに，平面 P波の不変量は Oである.平面sv波の不変量も p波と同様に oである.
不変量 (3.12) が O であると wρot と Wþ~~O) および p と p(iSO) の区別をする必要はない.

IV.等方体内の球面波のエネルギー

媒質内の P波の速度を

Uρ 三 {(A+2μ)/ρ}t (4.1) 

とおき， Diracのデルタ関数δ(x)を用い，外力を

f= f7φ，φ=4πAρVsδ(x)e-iwt (4.2) 

とすると，(1.17)の解は次式によって与えられる (AKIand RICHARDS， 1980)， 

ドf7rt，ゅ=A長reiW(ザ 1) (4.3) 

すなわち， (4.2)によって S波は発生しない.

換言すると. (4.2)は P波の点振源である.この場合は. (3.3)の記号を用いると，

。=f7X u=O. (4.4) 

これを (3.6)に代入し，外カを考慮に入れると，

ρu=(A+2μ) f7f7.u+f. (4.5) 

運動方程式 (4.5)の解は (4.3)に他ならない.

極座標(r，θ， q;)を採用し，座標軸方向の単位ベクトルを(f， O， rp)と記すと，

-8 ，;; 1θ1  8 
f7= f百子十θヲ-a百十ψア百五百吉証'

e 一 θUr ー 1 8U8十 Ur
rr 8r'ω y (f(jーナア，
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e仰=百お47+ヂωe+ヂ，

ero= +~_1 (θ.~，'" - Uo cot e i+ ----+---" a~U8 t 
o-21r¥ ----a7F -U"， CUl a)，干百五百d9'J

1 f aUO Uo ， 1 aUr ¥ 
erø= τ~ar-r ナ r ----a7F) 

e"r ::::土人」-2生 ，aU"， U斗
"，r- 2 ¥ rsin e a;P '(j子 r) (4.6) 

しかるには.3)のゆは r=lxlのみの関数なので，

め =A4-f_1_eiw(r'a什
drl rじ l Uo二 U"，=o，

err=豆笠ι
rr-dr ' (4.7) erθ=eo"，=e"，r=O. eoθ二 e"，，，，=与ι，

(4.8) め一

r

内

4十
tw
一r

，d
一，
a

一一θ
 

ゆえに不変量 (3.12)はOである.(3.17)の右辺はいずれも Oである.式 (4.7)によると，

ゆえに， (3.13)， (3.9)， (4.4)により，

(4.9) f1 T( n)凶 =f1nop(吋 5=ρVsf1 uredS 

上式のめ， θはこれらの実数部のみを用いるべきなので，しかるに，

(4.10) h=ω/Vρ 

とおき、 (4.7)の実数部を求めると，

Reuγ= -A{ ;2 c叫 zrー ωt)+---.!子制hrー ωt)}， 

R伽=一ωA{すす州hrー ωt) 与c州 h…t)}， 

Rル -Aff州 hrー ωt) (4.11) 

これらを (4.9)に代入し，半径 roの球面上の積分を行うと， (l.22)と(4.9)により

gt fffvWflOwd V=47rA2川E37sin2(hroー ωt)-hco州

[fJfv助dv!?にーザA2ρω3/Vp (4.12) 

これは球面の半径 roこれが1周期間に球面を通過して流入するエネルギーの総量であって，

に無関係で、ある. (4.12)の右辺の負号は実は球面外への流出を意味する.

ふたたび (3.6)の下の公式を用いると，一方， (l.19)の右辺第2項に (4.2)を代入し，
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ffJ>.fdV= fffv 17'(φu)dV-fffvφl7'udV 

=471-Aρ山一;wt{f1 n' uo(x)dS -fffv EJo(x)d V} (4.13) 

しかるに， 5面上においては xキOなので， (4.13)の右辺の面積積分項は Oである.ゆえに，

複素量の実数部のみを採用し， (4.13)に (4.11)を代入すると，

fffvu. fdV= -4JrApvJ cos叫んo

二 4n-A2ρω3{-Lmωts川zrー ω t) } γ~O
しかも r-1[cos 2ωt ]5"/ω=0. 

J:白川 fffv ù ' fdV=山2ρ什虫乎LL~o=山2ρω3/Vp (4.14) 

しかるに，

J:
2π/ω
dt f1 T(n)'udS=[fffv剛山川了

/ω

(4.15) 

なので， (4.12)と (4.14)とから，

1
2π/ω

dt f1 T(n)'udS+ 
12
1C，
wdt 
fffvU川 =0 (4.16) 

すなわち，外力 fが 1周期間に体積 Vの弾性体内に与えるエネルギー (4.14)はその期間に

体積 Vの表面 Sを通って外部へ流出するエネルギーに等しい.すると，体積 Vの弾性体内には

何のエネルギーも残らない.

実際に， (3.8)や (4.11)を用いて運動エネルギーとポテンシャル・エネルギーとを計算して

みると，

fffvwk;ndV二を 1
ro
4げ u;dr

二寸2π7l-A 2 puJρ仰ω2 
(rO町
{ ユ主τ刊sin2(山hr一ω州tけ)一1ιL」sm叫i凶n凶2(伽hr ω州tけ)十吋h2c∞O回凶s.10 
• r- r 

i庇瓜U江Vω叫叫似ωL品協ぽ伊L誌r伊うγ?O吋リ)dV= すρ吋町4付π灯げr刈2θ2加d耐かr作日=斗2凶πA2puJρ仰ω2
g瓜V(ωω仙伽h削kin川n+ω雌ωぽþ~~O))川d灯Vド日=斗27rAπA2 仰M州z可[
+f{ELず(1一cos2(hr-uJt))ードin2( hrーωt)}dr] 

n2( hr ωt) 町 1
=27rA2ρω{h2[r+S1 2h ]。一[ァ山

2(hr ωt)]。}.

しかるに，

[lim ~ sin2( hr-ωt)] ω= lim-.l一{sin2(hr) -sin2( hr)} =0. 
r-O r 
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[fffv(仙川+似0))dV];へ。 (4.17) 

今の場合には(1.18)は (4.16)と (4.17)とによって満たされる.すなわち，外力によって

体積 Vの弾性体に 1周期間に与えられるエネルギーはすべて境界面 Sを通って V外に流出し，

この期間内に V内の総エネルギーの増減はない.

一方，f= T(n)=Oの場合は 0.18)により，

[ fffv(仇 in+仰 01)川 =0 (4.18) 

これは自由表面 Sに囲まれた体積 Vの弾性体の自由振動におけるエネルギーの収支を表わし

ている.

外力のポテンシャルを， (4.2)の代りに，

O=4πAρVF o(x)δ(t) (4.19) 

と仮定すると，変位ポテンシャルは， (4.3)の代りに，次のようになる:

←A÷δ(t一山); r=!x! (4.20) 

すると，変位の T 方向の成分は， (A14)を用いると，次のように表わされる:

r = A .，1 ~ (. :. / .. -+ i o(t一山)
Uρr ¥ f-r/vρ r/vpJ 

(4.21) 

上式の右辺は tキr/vpにおいて 0，f=r/内において無限大である.仮定 (4.19)はエネル

ギー収支の考察に適きない.

v.単振子のエネルギーの収支

単振子の質量を m，流体抵抗を r，復元カを S，変位を U とすると， 自由振動の方程式は

次のよ 7に表わされる:

mu+ru+su=O. (5.1) 

上式を u(t)について f=Oから tまで積分すると，

u
 

，a
 
u
 

cd +
 

Hu 

n
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m

 

=
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u

川
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い

は
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・川

十
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付

N

M

f
ん

f
I川

=[÷mU2十+su2]こ
しかるに，
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1.. 1 
Wkin三ヲ-mu-， Wpot三ヲ-su- (5.2) 

はそれぞれ運動エネルギーおよびポテンシャル・エネルギーなので，これらの記号を用いると，

上式は次のように書き変えられる:

[Wkin( t) +叫 ot(川=LJ;;)T仇三 Q(u) (5.3) 

式 (5.3)の Qは，Q>Oの場合は t=Oから tの問に外部から振子に与えられる熱エネル

ギー，Q<Oの場合は -Qが振子から外部へ逃げる熱エネルギーである.

流体抵抗 rがOの場合は， (5.3)の右辺は Oなので，

ωkin( t)十Wpot(t) =w削 n(0) +ω'Pot (0) . (5.4) 

すなわち，振子の全エネルギーは時間 tに無関係に一定である.式 (5.4)は弾性体の場合

の (4.18)に対応する.

外力 j(t)が作用している場合の単振子の運動方程式は， (5.1)の代りに，次のように表わさ

れる:

mu+ru+su=j(t). (5.5) 

上式を u(t)について t=Oから tまで積分するど， (5.3)の代りに，次式が得られる:

[ωhin(t)+wpot(t)]。=Q+W1・ (5.6) 

ただし，

下 ltj(t)udt (5.7) 

は外力により振子に与えられるエネルギーであって， (5.6)は(1.18)に似た内容を持つ.

きて，どのような外力が作用しでも，かならず自由振動が誘起きれるので，変位 U を自由振

動.li'iUrと強制振動項 Urr とに分けると， (5.5)の解は次のように表わされる:

u( t ) = Ur ( t) + Un ( t) . 

ただし，

2ε= r/m， n2二 s/m，y=(η2ε2)t 

とおき，rl， r2を tに無関係な定数とすると，

Ur ( t) = e-<t (r1 cos rt + r2 sin γt). 

次に，

j(t) =j sinωt 

と仮定し，

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 
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tan δ=2εω!( n2ー ω2) 

とおくと，

Uu (t) = (f ! m){η2ー ω2)2 +4ε2ω2}i sin (ωt-δ). 

しかるに， (5.1)-(5.3)により

[仇in(UI 

=-lt rurdt三 Q(UI) 
一方， (5.12)を用いると，

21f1ω 21f1ω 

[ω剖 n( Uu ) + Wpot ( UU ) ] す[md+szd]。=0
及び

[2π/ω1  2πεωf _ (21f1ω 
-Q( uu)三人 rZlff dt一夜・(が-al)2+4ε2ω2一人 f(t)uudt 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

式 (5.13)は自由振動 UIのエネルギー収支であり， (5.14)， (5.15)は強制振動仙のエネ

ルギー収支として知られている(坪井， 1942). 
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式 (5.15)は (4.16)に， (5.14)は (4.17)に対応し， (5.13)は (=0の場合の(l.18)に

対応するかのように見える.ただし，自由振動，強制振動に対応すべき自由波，強制波の意義は

明瞭でない.

このことはさておき， (5.8)を (5.6)，(5.7)に代入し， (5.13) -(5.15)を用い，さらに

ω川

Q( UI， Uu)三_121f1ωrUIuu dt 
とおくと，

[Wkin( UI， Uu)+伽 (UI，Uu]了ω=Q(UI，UE)+fmf(川

(5.16) 

(5.17) 

上式は UIと Uu との coupling運動のエネルギー収支を表わすと解釈され，やはり(l.18)の

内容の1部であると思われるが，各項の物理学的内容は複雑で、ある.coupling運動が生じるの

は (5.8)により，

U
2
( t) = ur + Uff +2UI Un 

なので UIUuの項を生じることに帰国する.純粋な自由振動及び強制振動のみに関心を持つ場

合は， (l.18)からあらかじめ (5.17)を差し引いた残りの (5.13)-(5.15)のみを論じればよ

し、

次に (5.11)の代りに，デルタ関数を用い，

f( t):::=;Uδ(t) (5.18) 
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とおくと，t>Oの場合は (A3)により

fs(t)dt=ihfてなdt=1/2

なので (MORSEand FESHBACH， 1953)， (5.7)， (Al1)により

Wlニイu(r)δ(r)dr=÷仰 (0)
これが (5.18)により外部から振子に与えられるエネルギーである.しかるに Mは運動量な

ので，運動量保存則によると，

mu(O) =.M. (5.19) 

W1 = + mu2(0) =山(0) (5.20) 

このように， (5.18)のような瞬間力が与えられると，運動量保存則によってエネルギーの授

受が行われる.

tニOにおいて u(t)=O

の場合は (5.6)は次のようになる:

ωkin( t) +wρot(t) = Q+ωkin( 0) 

きて，

t 豆Oにおいて u(t) =0 

(5.21) 

(5.22) 

とすると，t>Oの u(t)のみが問題になる.しかるに，t>Oにおいては (5.18)により!(t)=0

なので， (5.10)と (5.22)とにより

u( t) = UI (t) =r2e-et sin rt 
さらに (5.19)を用いて九を決めると，次の結果が得られる:

U(t)ニゴケ e-etsin rt; t>O (5.23) 

この解は t>Oの場合を基本にして求められたにもかかわらず，初期条件 (5.19)，(5.22)を

満たすので， (5.23)の不等号の他に等号を書き足すことができる.そこで，式 (A5 )によって

定義される unitstep function H( t)を用いると，解 (5.23)は次のように表わされる:

u(t)=dfH(t)e-u siI17 (5.24) 

この式は (5.22)の不等号をも満たす. (5.24)が (5.5)と (5.19)を満たすことを確かめる

ために， (5.24)を tについて微分し， (A 6)を参照すると，

d(t)=tpr{H(t)(ー εsinrt (5.25) 
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ここで (A8 )を参照すると，

州)=努[H(t) +吋(叫=0ニji
ゆえに (5.24)は初期条件以0)ニOの他に (5.19)を満たしている.

さらに (5.25)を tについて微分し， (A14)を参照すると，

似仰t)片=4診ケe-Et吋叩[H削附州川(υω川tけ州)川{-2討Yμ川εμC∞ωO
十吋州s引(仰rcos rt-2εsin rt-皇子}] (5.26) 

そこで(5 . 24 ) -( 5 . 26 )を (5.5)の左辺に代入すると，H(t)を係数に持つ項の和は Oであ

る.これに反し δ(t)を係数に持つ項の和は (5.18)により，次のようになる:

紛(t)戸(2∞sγt77sinyt)

=紛(t)[e-"(2cosrt-;t sin川

=.;(;{δ(t)=!(t). 

ゆえに (5.24)は (5.5)の解である.

きて，計算を簡単にするために， (5.24)の代りに tミOの条件付で解 (5.23)を用いると，

ρ向附川o肘川山tパμ川(υωt付巾)片三すd山(t)一 必が _-2ct号千1(1ト一∞cos2匂Y吋E函房子戸τe (5.27) 

d(t)=476-1 

_-2Et ( n2 I 1 1_.2 _2¥ ~~~ (L.1 .....:_ rL..Ll 
-U2(t)=776{ョ'---+了(r2 - e2)∞s 2rt-er sin 2rt f 

.;(;{2 _-2<tf n2 I 1 1..2 .2¥ ___". _.._:_ "..J 
¥い(t)三jh2(t)=EVe iτ+τ(r2-e2)C叫 rt-eYsin 2ぺ (5.28) 

山(山助出(t)=~主Le-2et{n2ーの c叫yt+r sin 2げ)}2mr 

方

-Q( t) 三 r lt zi2( t)dt= 吋 uωl加加叫h削削ki1臼f什P
.;(;{2 .;(;{2 
-f)，.~::， 2 e-2et{n2ー ε(εcos2rt十rsin2rt)}. -2m 2mr 
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ゆえに， (5.19)， (5.20)を参照することにより

ωkin(t)+Wpot(t)==Wkin(O)+Q(t); t孟O.

今は wpod0) ==0なので，上式は (5.3)と同じ内容である.ただし WlキOなので (5.6)とむ

じゅんするかのように思われるが，aW1/at==0なので，W1は実は (5.6)の左辺の増減に関与

していない.ゆえに (5.18)のような外力によっては (5.24)のように強制振動は生じない.

t==Oにおいて Fれから Wkin(0)へのエネルギーの変換が行われる，と解釈される.強制振動が

生じないことは次の計算によっても確かめられる.

一般に， (5.5)の解は (5.8)のように分けられ，その中の自由振動項 UI は (5.10)により，

また強制振動項仙は次式によって表わされることが知られている(萩原， 1945): 

u仇削川川u(山ω(υωtけ)==づJ訪子戸〆e-<戸一→引εU斗t
しかるに (5.29)に (5.18)を代入し Cl，C2を tに無関係な定数とすると，t 詮Oの時は

(A12)により，

f δ (t) ハi 叩 dt== 1t dδ引灼削(υωtけt)e<
fρμδ剖杓州(υωtυt}e<t

山)ニtbe-et{-clmげ十(++c2)}sin yt} 

これは (5.10)の自由振動 UI( t)と同じ内容である.すなわち， (5.18)に対しては (5.29)

は何等の積極的意味を持たない.

今度は (A5)のunitstep functionを用い

/(t) ==/ H(t) (5.30) 

とおくと，これの運動量は

f~ /(t)dt==/ 1t H(t)dt==/{[tH(川 f同(t)dt}== / t H(t). (5.31) 

ゆえに t==Oにおける運動量は Oである.

u(O)==O. (5.32) 

しかるlこ，

f e<t sin y山 ==nγ(εsinyt-yc町 t)，
f e<t cos川 ==nげ-2γ2
ゆえに(何5.3却0)を(臼5.2却9)に代入し， (A13)を参照し Cl，C2を定数とすると，

仙 (t)=長{4heεt(-Cl cos yt+C2 sin yt)} 



弾性波のエネルギ一流量

上式右辺の exp(一εt)を係数に持つ項は自由振動 UI( t)と同じ内容である.ゆえに (5.8)

に (5.10)と上式とを代入した式を次のように表わしてもよい:

U(t)={fs-l+e-<t(rl cos rt+r2 sin rt)}H(t). 

まず U(0) =0とすると，H(O)キOなので rl=一/S-l.すると，

11(t) = H( t) e-et {(ε/ S-l + r r2) cos rt + ( r / S-l -e r2) sin rt} 

+δ(t){fs一1+ e-<t ( -/ S-l cos rt十r2sin rt)} . 

ここで (5.32)を用いると， δ(tキ0)=0および

limδ( t) ( 1 -cos r t) = lirp -4ーヱ立三 =0
→→o' 2 

なので，上式の δ(t)を係数に持つ項は常に Oである.

. r2=-e/S-I/y. 

・.U( t) =/ cl H( t){l-e-<t( cos rt+εy-l sin yt)}， 

11( t) =/( my)-l H( t)e-<t sin yt. 

眠 =1t /(t)I1(t)dt=/ 1t H(t)I1(t)dt 
=/{[H(t)uυ)];-fδ(t)u(t)dt} = / H(t)u( t) 

これが (5.30)によって振子に与えられるエネルギーである.

式 (5.2)，(5.3)， (5.34)に (5.33)を代入すると次の結果が得られる:

Wkin( t) +助 ot(t)=Q+W1・
仮定 (5.11)の代りに

/(t) =/ H( t) sin ωt 

とすると，これの運動量は

f~/(t)dt=/{-H(t) 笠坐十 r 笠坐 ð( t) dt}
lα J~ W -， -， --I 

=(;O  M-1(…ωt) 
fω1 {1-H( t) cos ωt};t>oJ 

. 11(0)=0. 

仮定 (5.11)の場合は

f~/( t)dt= -/ω1 COSωt十constant

ml1(O)= -/ω1 + constant. 

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 
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しかるに上式の constantは tに無関係な不定定数なので，u( 0)は任意な値を持つことがで

きる.この点が (5.11)と他の (5.18)，(5.30)， (5.35 )と異なる.

VI.平面を通過する円筒SH波のエネルギー流量

SH波の変位 U は波動方程式

v=v; 112v (6.1) 

の解なので，円筒座標 (r，e， y)を用い，av/ao=oとすると，座標の原点に置かれた線振源か
ら発射される SH波の変位は次のように表わされる:

v(t， r)=A;rlfo!) (kr)e-i叫 k=ω/vs. (6.2) 

上式の ffil)(kr)はハンケルの第1種第O次関数で， (6.1)から導びかれるベッセルの微分方

程式の解に他ならない

ーー令exp(-z/xo)
4 

z 

円

J

司
，

ι

o
x
~
N
小

l
l

O 

(a) 

o 0.5 1.0 
→|い (Z/XO)21-1

(b) 

Fig.6.1 Comparison of the energy flow passing 
through the arc to that through the straight line 

of a finite length. 

きて(1.22)によると，図6.1(α)の境界面OABOを通過するエネルギ一流量 (rateof energy 

flow)は次のように表わされる:

11 niPj dS= lYO dy{ lA Podr+ iB PrrdO+ lO Podr} ; 
ρIj=rijUi. (6.3) 

しかるに，av/ao=oなので ρθ=0. ゆえに，

タァ==11め£か刈 Prdθ;
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Pr=会fI37dt，ぁ=μ37θ (6.4) 

次に， ♂を U の共車Il!.複素数とすると，

Rev=す(v+♂)
しかも，

{出1)(kr)}*二郎2)(k r) 

なので， Aを実数とすると， (6.2)の実数部は次のように表わされる:

Rev= + AJr{MI) (kr)e一山t+M2) (kr)ei叶
Rev=ーすAπω{出 1)(kr)e-i叫 M川kr)ei

Re ~~ = + AJrJ dH? 山 t+ dll)2) eiWt ~ e百子 =τAπi~'d~ e 十776 j 

これらを (6.4)のかに代入すると，

合ョ ( TTi 1、1Ha2) TT'引 dM1)1
か=-4Aγ

しかるに Wronskian(MORSE and FESHBACH， 1953)を用いると， 一般に

L1(mO :2) f l-¥ ¥ _ u(1) dH~2) _ u(2) dH~l) _ 4 (S')， m2) (ど))三 H~1) ~一一一 -H~2)
dS' HV  dS'-πiS'・

Pr= _A2πμωr-! 

Yr=一①θ;⑦=yoA2πμω.

次に図 6.1(a)の境界平面 PQを通過するエネルギ一流量を考えると，

ルギ一流量密度は

ov. I ov or¥ ρx-μ百五v=μ(耳石)v ==ργJ7;r=(xZ 十 Z2)~

であり， PQ面を通過するエネルギ一流量は

タxziyodJvj;zo[ム]x=xo dz 

ゆえに， (6.6)-(6.8)を (6.9)に代入すると，

丸二一①lZ0三tzdz
しかるに積分公式によると，

f7士宮=す訂gtan(す)

(6.5) 

(6.6) 

(6.7) 

この面に垂直なエネ

(6.8) 

(6.9) 

(6.10) 
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なので，

:Jx=一①argtan(Zo/ Xo) = ①8. (6.11) 

ゆえに， (6.7)と (6.11)とを比較すると，

:J x =:J'r・

すなわち図6.l(a)の円弧 ABを通過するエネルギ一流量は x軸に垂直な線分 Pむを通過す

るエネルギ一流量に完全に保存される.

なお， (6.6)-(6.8)によると X=X。平面上のエネルギ一流量密度の 1周期聞の平均値は

[ι] x=xo 一(YoXo)一l⑦{1十(Z/Xo)2}-'. (6.12) 

これは Z/Xoの増加と共に図6.I( b)内実線のように，z/xo=lに変曲点を持ち，急激に減少

する.この減少曲線は点線の exp(-z/Xo)に近い

z 

O 

Q(Xo，∞) 

.5; 

x 
P(Xo，O) 

Fig. 6. 2 The partition 
of alI energy f10ws in 
the first quadrant. 

Img 

Reg 

Fig. 6. 3 One of the fundamental 
path of the line integration 

図6.2のように θ=π/2とすると，第 l象限内の円筒波のエネルギ一流量は全部 x軸に垂直

な半直線 PQを通過するエネルギ一流量に保存される.

次に，円筒波を平面波から合成する式

川l) (kr)= 広 ei(~x+PIZI) ヂ ; s=(e-cz)t (6.13) 

を用いて， (6.2)を次のように表わす:

v(t， x， z)=A広ei(tX+訓剖ーωt)ヂ (6.14) 

上式の被積分間数の中にさらに別な 5の関数が含まれていると，一般には厳密な解析解は求

められないので， ~の複素平面上において積分の近以評価を行うことになる.ゆえに， ここでも

あえてその方法による近以評価を行ってみる.

式 (6.14) の被積分間数は~== :J:.kに2価の分岐点を持つので，図6.3の波型線のように，ここ
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から虚軸に平行な割目を入れてリーマン面を作る.線積分路は図の上半円によって閉じるように

選ぶので， ~=-k の方は無関係で‘ある. さらに，積分を収放させるために，

1mβ>0 (6.15) 

のリーマン面上において積分の評価を行う.すると， 図6.3の半径無限大の上半円周上の線積分

f直は Oなので， コーシイの積分定理により， (6.14)の積分路は図の点線のように変更される:

f-:' d~= 1--d~十 l++d~ (6.16) 

しかも L+路上と L 路上とでは βの符号を逆転させなければならない. ここでは L一路上

の3の符号を負とする. きて，t三 lm~ と略記すると， この積分路上においては

~=k + i~ (6.17) 

なので， これを (6.16)に代入すると，

fj…zl)ヂ=2ie'サ∞戸cosszヂ (6.18) 

しかるに， この積分路上においては

β= {k2 -( k+ if) 2}b: (-2ikf)t. (6.19) 

(6.18)之ユ恒三re_-，tx cos{( -2ikf)ら}df
(-2ik)言.10 ~主

(6.20) 

こうすると，積分公式

fラ州山x=(す)te五，a>O (6.21) 

が使えるので， (6.20) の積分記号部は次のようになる:

1df=(す)EetzhZ2lx
ゆえに， これと (6.20) と (6.18 ) とを (6.14)に代入すると，

v(川れAJ356似 l…ト岡山} (6.22) 

近以 (6.19)はかなり乱暴なので (6.22)の近似もあまりよくない. しかし， こうしないと

(6.16)の積分路による解を求めることはむずかしい.

ゆえに今度は (6.14)を最しゅん降下法によって評価してみる. そのために

f(~)=i(~x+βIzl) 

とおくと，

f' (~)=i(x-Izl~/β) ， r(~)=-ilzlk2/β 
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まずサドル・ポイントふを

!，(cs)=O 

田治米鏡ー

によって求めると，

cs=土kx/r.

ただし図6.3において問題になるのはふの正の{直だけである.ふが与えられると，

s( cs)ニklzl/r，f(cs)=ikr， f"(cs)=-ir3/(kz2). 

(6.23) 

これらの諸量を用い，t=ReC， t=lmcと略記し，f( c)をふ近傍においてテーラー展開す

ると，

f( c)ど f(cs) +す(c_cS)2f"(cS)+

二 f(ふ)+幻ーふ)長一÷長{(tーふ)2-e}+

しかるにふを通る最しゅん降下路は次式によって与えられる:

lm{f( c) -f(ふ)}=O;Ref(c)<O.

ゆえにふ近傍の最しゅん降下路は

ç-Çs~と -ç.

(6.24) 

(6.25) 

一方， (6.24)とEの実軸とのふ以外の交点むを求めると，lm{f(ι)-f(cs)}=Oにより

cq=kr/x. (6.26) 

今度は f(c)を cq近傍においてテーラー展開すると，cq近傍の最しゅん降下路は

(t-cq)/r定手!X. (6.27) 

以上の考察によると xが Oから大きくなるにつれて，らは Oから hに近づき，cqは実軸

上を∞から kに近ずしそして，最しゅん降下の積分路のあらましは図6.3の鎖線のようにな

る

ふたたびサドル・ポイントふに着目すると，積分路 (6.25)上においては

dc之 -，f玄e-'π14d{

ゆえに (6.14)の右辺は次のようになる:

v(t， x， z)之 Ae-'吋J2----;{---， e i( k r引)rコーが'dt
klzl e ん

ゆえに積分公式

10
00 

e 山 dx=IJ[/(2a);α>0 (6.27) 
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を用いると

v(…)刈写ei(kr-1C14ωt)
ここで (6.22)と (6.28)とを比較してみると，

f勺 [1十+(~ y{l-(会)fJ.rおけ
なので，{z/(2x)}2<(1であれば両者は一致する.さらに

Ha1l (1;)之、与 e，H-1C14){1-Oiy +0(S-2)} 、πS'" l~ 8s 

(6.28) 

(6.29) 

なので，kr~l であれば (6.28) は厳密解 (6.2) と一致する.図6.3から判るように，本来は

/:.， dc= L dc十五dE=fs dt 
しかるに (6.22)と (6.28) とが一致しないのは近似の違いによる.解 (6.28)は観測点

(x， z)の方位に無関係で、あるのに対し，解 (6.22)は観測点の方位 Izl/xによって変化する.

この点において (6.22)の方が (6.28)よりも (6.2)との違いが大きい.

まず (6.28)を用いて (6.9)のρxを算出してみる.

すると，

Rev之AV35c州 krーπ/4-ωt)，

Re i; ~AωJ25州U一π/4ωt) ，

R637之 AV25手{去州kr-7r/4 ωt)+ k sin ( k r -7r / 4一川
・.μ-A"πμω7ρTラ

これは (6.8)のん=コιlリxdtに等しい.
白 IL •ノ O

ゆえに，近似解 (6.28)を用いても厳密な答 (6.11)が得られることが判った.

次に近似解 (6.22)を用いてみると，

RGU2Ad∞s{kバ1+長)-f-ωt}
なので，

[ム]x~xo ~ -A 2 7rμω+(1ーっι}
ん υ¥ fJ.もoI 

タx~ ⑦tanθ(1ーすtan2θ)

(6.30) 

(6.31) 

77 

ゆえに 8~0 の場合は (6.31)は (6.11) に一致するが，。が大きくなるにつれて両者の違い

が大きくなる.8=π/2においては (6.31)は無限大になり，図6.2の有限の ::Jrから無限大のごtx
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を生じるムジュンが起きる.ゆえに近似解 (6.22)は広範囲のエネルギ一流量の計算に適さない.

図6.4(α)のpq面をこれに垂直に通過するエネルギ一流量は

z 
z yz D C ↑ 4下 イト

R (O，Zo) 

ト1)-.-
~ 

01 P一(xうo，OX) 

A B 

(a) ( b) 

Fig. 6. 4 Energy flows passing through planes which enclose a 

line source. 

::fx=一①8. (6.11 again) 

次に同図の頁百面をこれに垂直に通過するエネルギ一流量は，上式の Xo と Zo とを交換すれ

ば直ちに得られ，

::fz=一⑦argtan(xo/ zo) =一①(π12-8). (6.32) 

ゆえに図6.4( b)のように円筒が平面互H，BC， 1:百および予互にかこまれていると，各平

面を通過するエネルギ一流量の和は

f1 n;I)jdS= fiBムdS+ffscムdS+flDムdS+flAんdS二一2π① (6制

これは， (6.71によると，

::fr二万五rdS=一2π⑦

に等しい.

z 

O 

R 

P 
x 

Fig. 6. 5 The energy 

flow of cylindrical 

waves passing throu・
gh an arbitrary plane、
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さらに，図6.1と (6.11)によると，図6.5において

がJixdS=一時，ffPRムdS=一(θ1十θ2)⑦ 

fiRムルー仇

四.弾性板内の SH波のエネルギ一流量

外力 f(t， x)が作用する場合の SH波の運動方程式は次のように表わされる:

v(t， x) = v~ r2 V(t， x) +すf(t， x) 

点振源 f(t， x)=f(t)s(x-e) 

に対する (7.1)の解は次のようになる:

v(t， x) =τ 」・で」了f(t一旦二三上)
Ix-引

x=O， z=Eに y軸方向の線振源がある場合は， (7.2)の代りに，

f(t， x， z)=f(t)δ(x)δ(z-E). 
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(6.34) 

(7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

これに対する (7.1)の解は次のようになる (MORSEand FESHBACH， 1953; AKI and RICH-

ARDS， 1980): 

v(川かヰ万ktf(tjE)の R3二 (r2+バ
r2 =x2+(z-E)2. 

ゆえに， (7.4)において

f (t ) = f exp ( -iωt) 

とすると， (7.5)は次のようになる:

+ r田 A ikR 

v(t， x， z) =τ土-:-:z-e-iwt I じ;-dR3; k =子
LλμUs 山 (Rj_r2)言 U

さらに R3= rl;と置き換えると， li式の積分記号部は次のようになる:

f品 =fJ竺 1dl; 
J 1 (1;2 -l)i 

しかるにハンケル関数の積分表示を見ると (WATSON，1922)， 

Hol) (α)lヮ roo /)I:川

~=:t --:i'と'"ーーで d1;. 
Ho2) ( a) J 17Cれ(1;2 -1)言

(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 
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U(t，x，z)=」ιm川kr)e-iwt
性μVs

ゆえに

Aπ= if /( 4μ) ; V; =μ/ρ 

田治米鏡ー

のように A を選ぶと， (7.8)と (6.2)とは一致する.

式 (7.7)においてと=coshゆとおくと，

21∞」竺，+d(; = 2100 eik何回hOd rt = f':' eikraSho d rt 
( (;2_1)吉

さらに，

kr cosh砂=cx+βz;β2=k2_c2，r2=x2+z2 

とおくと，

kr sinh rtdゆ=(βx-cz)dC/β.

しかるに

(kr sinh ゆ)2二一(sX-cZ)2 . drt=-x.idC/s. 

これの正符号を選ぶと (7.7)と (6.13)とは完全に一致する.

(7.8) 

(7.9) 

きて，直角座標のxz面に垂直な線振j原 (7.4)，(7.6)によって発射されるSH波の変位は，

(6.14 )の IzlをIE-zlに書き変えることにより，次のように表わされる:

Vinc(t， X， z)=A7rHdJ)(kr)e-iωt 

=A工作目(E-z)叫

しかるに z=oおよび z=Hがいずれも自由表面の場合は， (7.10)によって，弾性板の中に

次のような反射j皮が生じる:

f∞ ~2iPH 

VreA t， x， z) =Aムei(txωt)i eiP(叩 +fp百 (eiPE十戸E)

(eiPZ+ e-i
{JZ) }ヂ (7.11) 

ゆえに板の中の SHi皮の全変位は

Vinc+Vref=iA f':' ei(txーω川 s吋 H{cosβ(H-E-z) 
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+叫(H-IE-z 1))ヂ
これらの積分を評価するための 3の複素平面上には 2価の分岐点 c=i:.kの他に

(7.12) 

M(ω. c;)三1_e2iPH=O (7.13) 

の根 c=i:.xに極がある.特性方程式 (7.13)の根は nを整数とすると， βH=n7rによって

与えられるので，これを β=(が-e)きに代入すると，

(kH)2 _(XH)2 =( n7r)2. (7.14) 

上式は図7.1のような等辺双曲線群によって表わされ.Ixl三三Iklである.ゆえに分岐点k

と極 X との E平面上の位置関係は図7.2のようになる.

kH=ωH /vs 
Imc 

O π2π3π  
"KnH 

Rec 
2π 

。ポ‘、t 
古

3π 

Fig.7.1 The dispersion curves 
for SH waves within a plate. 

Fig. 7. 2 Singlar points and a path of 
integration on a Riemann sheet. 

しかるに (7.12)の被積分関数は 3に関して偶関数なので，図7.2の分岐線 L沿いの線積分

はOである.

L dc+ Ldc;=O (7.15) 

. Vinc十Vref=iA x2πi x L: residues 
n 

=山写古川町08(n7r ~ )吋吋);
xnH={(kH)2ー (nπ)2} t. (7.16) 

この解は，途中に近似計算を含んでいないので，厳密解である.ゆえに x=Oにおいても通用

する.

さて，
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Vt(t， X， z)三 Vinc十 Vref

と略記し， (7.16)のAの代りに (7.9)の fを用いると，

f E ¥/¥  
ReVt(山)=一台古州ω ーω)cos (η守)∞s(n7r百)• (7.17) 

ゆえに，m，nを正の整数とすると，x>O方向のエネルギ一流量密度は次のように表わされる:

ρx二一台2右 COS(XmXー ωt)cosいせ)∞s(m寸)

写COS(XnXー ωt)∞s(ηπJ;)∞s(nπfI)
しかるに、

f吋m庁長)∞s(叶 )dz=(H;:;:;
表12"'Wぱ(山一ωt)dt=三上

丸一一 fLxdz -f2ω~ ~COS2 (n7r ~ i 
-yoん Y 一一Y04μ ム五nHLU'" ¥rtlL H)  

x 

z z 
(a) (b) 

Fig. 7. 3 Reflection of the energy f10w of cylindrical SH waves on 
the free surface of a half space. 

(7.18) 

x 

一方，図7.3(α)の X>O側の半円周を通過するエネルギ一流量を， (6.7)の Oを πに，①を

のに変えて，

次のようにおく:

/1 njPdS=yo 1" Prrルーπむ (7.19) 

次に上式の左辺を x二 Xo，z=Oおよび z=z。面を通過するエネルギ一流量に分解すると，
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i広1bμη紡njtj (7.20) 

しカか込るに， (6.11)， (6.32)を図7.3(α)にあてはめると，

YO 1E [pAd町小~XOdz=一切，yodUAiM)lJx=一同;E>z. (7.21) 

および

川ゐ[5ι (7.22) 

ゆえに. (7.21)， (7.22)を (7.20)に代入すると， (7.20)の右辺は (7.19)の右辺に厳密に

等しいことがわかる.

さらに，z=Oを自由表面とすると、この面を通過するエネルキ一流量

タofIdzIJX

はOになるべきである.このために z=O面からの反射波が生じるが，これは点 Eの鏡像であ

る図7.3(b)の点E1を線振源とする無限媒質内の円筒波とみなされる.ゆえに，同図の PQおよ

び RQ面を通るエネルギ一流量はそれぞれ

y0 Lfz01[M仏仰五ム似xバ川(

y o 1ffx均 ム似耐(什r陀ぱ叫eぱ的州f刊川)リ]z一=司Zod伽x= -812C[); 81 =811 + θ 12 (7.23) 

すなわち， (7.21)の 81のが自由表面 z=Oにおいて反射され， (7.23)に変換されると解

釈される.図7.3の黒矢印は直接波のエネルギ一流量，白矢印は反射波のエネルギ一流量を意味す

る.半無限媒質内には直接波と反射波とが共存するが，これらの波のエネルギ一流量の総和は振

源から発射された SH?;皮の全エネルギ一流量に等しい.

今度は図7.4(a)のような厚さ Hの弾性板内の点 Eにxz面に垂直なSH波線振源があるとし，

x=x。面を通過するエネルギ一流量を算出しよう. まず点 Eから z=O面へ向って発射され

た円筒SH波の振源の点 Eに対する鏡像を，図 7.4(a)のように，順次に E1，E12， E122，……と

すると，これらの鏡像から発射され，X=Xo面をこれに垂直に通過するエネルギ一流量は， (7.23) 

の繰り返しにより，次のようになる:

[あ(ref)]x~xo = -( 811 +θ121+θ山 1+・…・・)むー→ -81C[). (7.24) 

同様にして，点 Eから z=H面へ向って発射された円筒SH波の振源の点 Eに対する鏡像

を，図7.4(b)のように， E4， E42， E422，……とすると，

[Yx( ref)] x~xo 二一 (841+θ421+84221+……)む一→ θ4C[). (7.25) 
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Fig. 7. 4 Energy flows of SH waves within a plate. 

しかるに，図7.3(a)に戻ると，

[タ'Adirect) ] x=xo =一(π-81ー仇)む

なので，( 7 . 24 ) ， ( 7 . 25 )を参照すると

[5A direct) + 5x( ref)] xヰ。=一πCo. (7.26) 

これは (7.18)に他ならないが，同時にこれは線振源から X>O側に発射されたエネルギ一流

量 (7.19)に等しい.さらに， (4.16)と同様な関係が今の場合にも成立すべきなので， (7.18) 

は外力が板に与えるエネルギーの 1周期間の平均値に等しいはずである.これを確かめるために，

(7.4)， (7.6)をまとめて次のように表わす:

Ref(t， x， z) =f cos ωt・δ(x)δ(z-E). 

これと (7.17)とを用いると，

。W1(t) _ rrr 主治ι==JJJvf(t， x， z)仇(t， x， z)d V= Yof cosωt.ReiJdt， 0， E) 

=Y04笠ばωt手五jE∞S2(nπ吾)
W7=V04町」百cos2( n7f ~ ) 

t，μτ;-Xn11 ¥. 11 / 
(7.27) 

ゆえに，x<O方向へのエネルギ一流量をも考慮すると， (7.18)と (7.27)とから (4.16)と

同様な関係が得られる:
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2:Jx=:Jx+'5-x= -W1 • (7.28) 

式 (7.16)に戻り，留数の貢献を 27rixでなくて 7rixにすると， (7.18)はf2の代りに

(j 12)2に変るのに反し， (7.27)は f2の代りに f2/2に変る.すると (7.28)は成立しない.

(7.28)には， (7.9)を介して，このような意義が含まれている.

図7.1においても見られるように，kH=nπのcutofffrequencyにおいて，xnH=Oなので，

(7.16)の右辺は単振子の変位 (B8 )と同じ意味の無限大になる.図7.1の各分散曲線上の任意

の点と原点とを結ぶ直線の傾斜は Vsを単位とする位相速度 C であり，各曲線上の任意の点にお

ける切線の傾斜は Vsを単位とする群速度 U であって，

UC=V;' (7.29) 

ゆえに nキOで xnH=Oを与える cutofffrequencyにおいては c=∞，U=O.又特性方程

式 (7.14)は虚根を持つこともできる しかし虚根を (7.16)に代入すると，変位波形は z方向

のみならず x方向へも伝播しなくなるいずれにせよ，U=Oであるとエネルギーは伝播しない.

超関数の利用

式 (7.11)の分母を展開すると，

(1-e2iPH) -1 = 2.: e2im四
m=O 

すると (7.12)の代りに次式が得られる:

Vinc + Vref = A f':' ei(tx-川

(7.30) 

+{げ(E+z)+ e-isIE-zl } e2isH]主fベヂ). (7.31) 

式 (7.30)の展開は lexp(2iβH) 1<1でないと一般には許きれない. しかし振源 Eのすべて

の鏡像からの波線を合成すると (7.31)になるので， (7.30)を経ずに (7.31)を得ることもで

きる.(7.30)の右辺は普通の意味では収数しないが超関数の位相に関しては収飲する(森口，1965)， 

I f!1~ 

-k 
o ---------.干+ー-

~ -plane 

k 
Rel; 

Fig. 7. 5 The deformed path of 
integration. 
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きて (7.31)の 5平面上の積分路は図7.2から図7.5の Ll，L2に変更することができる.分岐

線を挟んだ両積分路上においては β=(k2-e)tの符号が逆転する.

しかるに (7.31)の[ 12fzzw刷部分のdの符号を変えると，

] e-2刷 L:e-2imβH ] ~ e2imfJH. 
m=O m=-l 

Vinc +ω=A562{exωt) [名e2imfJH(ヂ)

+Afei(抑制]m~le2imfJH (弓)

=一AL'"問∞νei(臼…(はe
しかるに

dOβ =-dβ/~ 

なので，上式は次のようになる:

Vinc + Vrefニ2Afo~ ei(eX 叫

e'づ~ e2imβHヂ
きて，

eifJH~ e2川 βH=~ e i( 2m+l)附ニ~ ei1fJH 
隅=ー∞ m~ー∞ l~ー∞

(7.32) 

はβに関して偶関数なので， (7.32)の被積分間数の全体が βに関して偶関数である.ゆえに

(7.32)はさらに次のように書き変えられる:

Vinc + Vref = A J~ ei(eX-wt) { cosβ(E+z -H) + coss(IE-z 1-H)} 

eづ!e2imβH(ヂ)
一方，超関数の理論結果を BOUCHONand AKI (1977)と同様に利用すると，

2f2MW二川(仰-2n;dds=等制印刷d(βH)

上式の δは (A1 )のようなデルタ関数である.

ゆえに (A2)を参照すると， (7.33)は次のようになる:

Vinc+Vref=山 sjyi(hX叫 cos(nπ長)∞s(nπ吾)

(7.33) 

(7.34) 

(7.35) 



弾性波のエネルギ一流量 87 

これは (7.16)と全く同じである. Schwartzの distributions(超関数)は難解である(岩村

ら， 1971)が， (7.31)から出発し， (7.34)を経て (7.35)に達する計算路線は注目に値しよう.

補遺

A δ(x)関数の諸性質

Diracの delta関数の表現法は種々ある.ここでは MORSEand FESHBACH (1953)に従って

次のように定義する:

r 0 ; x<-L1/2 

δ(x)=l与i1/ L1; -L1 /2 < x < L1 /2 
l 0 ; x>L1/2 

すると，

LS(x)dx=i切去l;;;dx=1
および

f的 )dx=hfTL~x=÷
式 (A2 )の左辺の xの符号を変えると，

f:δ(x)dx=-i-<<>δ(-x)dx=にδ(-x)dx

(A 1 ) 

(A 2) 

(A 3) 

・.δ(-x)=δ(x). (A4) 

さらに， (A1)-(A3)を用いると，次のょっな unitstep functionを導入することができ

る:

I 0 ; x<O 

H(x)= f~8は)d c = ~ 1/2 ; x = 0 
l 1 ; x >0 

(A 5) 

上式の H(O)=l/2は (A1 )によって得られるのであって， δ(x)の定義の仕方によっては

この結果は得られない.実は (A1)の xの範囲に等号が無いのは， (A 1 )の定義自身にも微

妙なむずかしさが含まれている.

次に，

f 8(c)dc=G(c)十constant

とすると，

dG(ご)/dc=8(ご)

および (A5 )により
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H(x) = G(x)-G( ∞) • 

. dH(x)/dx=dG(x)/dx=o(x). 

しかるに (A5)によると

xH(x)=x; x主主O

なので， (A 6 )により

長{xH(x)}=H(x) +xo(x) =1;住 O

超関数の理論によると xδ(x) =0 なので，上式によると H(O)キ1/2 である.

さて (Al)に戻り ， 7J =~-x とおくと，

(A 6) 

(A 7) 

(A 8) 

f::' f(~) δ(~-x)d~= f::'f(x+甲)δ(7J)d7J=f(x)広δ(7J)d7J=f(x). (A9) 

特に x=Oの場合は

f::'f(~) δ( ご)d~=f(O)

式 (A9)，(A10)はすでによく知られている.

次に

I(x) = fo~ f(仰(~-x)d~

とおく.

まず x<Oとすると，ごの積分区間内においてと-xキO.

. I(x<O) =0. 

次に x孟 O の場合は 7J =~-x とおくと， (A 2 )又は (A3 )により

I(x)= l:f(x十早川(7J )向=f(x)加工的)向

|判);日
f(x) ; x>O 

以上の結果をまとめると，

o x<O 

fo~ f(~) δ(~-x)d~= ~ + f(O); x=O 
f(x) x>O. 

さらに，o(x)や H(x)を含む不定積分については次のような扱い方が考えられる:

(AlO) 

(Al1) 
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j j(x)δ(x)dx= 1x j(肘(c) d c + [j j ( x ) o ( x ) d x Jx=o 

すj(O)十cons刷=constant 

j j(x)H(x)dx= 1x j(ご)H(c)dc+[jj(x)H(x)dx]日
しかるに，

1Xj(c)H(c)dc=[H(c) f j(c)dc( -)了δ(c){f j( c)dc}dc 

二 H(x)j j(x)dx-H(O)[j j(ご)d c] ~=oーす [fj(ç)dç]~=o 

j j(x)H(x)dx=H(x) f j(x)dx+constant 
なお，次の関係もすでに知られている:

δ'( x)三 dδ(x)/dx=一δ(x)/x.

式 (A4 )によると，

δ'(-x)=一δ'(x). 

今度は a<x<bとし，r;=c-xとおくと，

l
b 

j( c)グ(C-x)dçニ l~:Xj(x+早)州)dr;=[j(x+r;)的)]二

-l~:í'(x+ r;) δ ( r; )dr;=-j' (x) 

特に x=Oの場合は

l
b 

j(c)o'(c)dc=-j'(O) 

上式と同様な計算を行7と，次の結果が得られる:

o ; x<O 

1m j( ご)内-x)dç=~ -j(O)δ( 0)ーす1'(0); x=O 

l-j'(x) ;x>O. 

L田 j(c)刊

89 

(A12) 

(A13) 

(A14) 

(A15) 

(A16) 

(A17) 

(A18) 
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f~f(~)グ ( ~)d~=f(伽(0)一÷fF(O) (A19) 

1次元の式(A2)を3次元に拡張し， MORSE and FESHBACH (1953)のようにscalefacter hnを

用いて直角座標(x)から一般の直交曲線座標<e)への変換を行うと

δ(X-Xo)δ(y-yo)δ( z-zo)= 五ムゴ10)δ(21f( ら -~30) (A20) 

しかるに

dxdydz= hl h2 h3 d ~1 d ~2 d ~3 

.δ(x-XO) dxdydz= δ (e-eO)d~l d~2 d~3 ・

円座標(υr，rp引)について考察すると， {A2幻)と(A21υ)とにより

2江広 O(Xはx一x恥川oけ)d.命'xd拘y=ゴ1'"∞'"12rr臼~π
しかMる引抗にこ削により J固め)dr=山 なので，
12π o(<p 州 <p=2

でなければならない.

実は nを整数とすると

<p= Tan-1 {(y-yo) /(x-xo)} + nπ 

なので，方位角¢に関しては次の表現が正しい:

δ(<p一<po)→ o(<p一ψo-nπ). 

ゆえに{A2伽成立する 一方において fπd<p=2π
δ(rp タ0)= 1/π. これを(A20)に当てはめると，

(A2I) 

(A22) 

(A23) 

(A24) 

なので，これと(A23)とを比較すると

δ(x-xo)δ(y-yo) =d( r)/{πr). (A25) 

AKI and RICH組 DS(1980)は上式の右辺をδ(r)/(27CY)にしている.このことは(A23) の右辺

が1であることを意味するので， (A22)が成立するためには半径rに関してのみ 1'"d ( r) d r= 1 
と約束しなければならない.しかしこれは(A3)からはずれるので不自然である.

B 弦のエネルギーの収支

長さ fの弦が両端で固定されていて，その各部分に外力f{x，t)が加えられる場合の運動方程

式は，弦の積変位を u，密度を ρ，張力を T とし， c2 = T/ρとおくと

? a2 u ， 1 
=C2--T十一;-f(x， t) ax ρ 

であり，境界条件は

u{O， t)=u(l， 0=0. 

(B 1) 

(B 2) 



弾性波のエネルギ一流量 91 

さらに初期条件を

u( x， 0) = u( x， 0) = 0 (B 3) 

とすると， (B1)-(B3)を満たす解は次式によって与えられる (坪井， 1942)， 

u(x，叶京csin与互xfh(r)sinzp(t-r)dr (B 4) 

ただし， m は整数で

+-f(x， 1) = ~ Om( t) sin n;7(x 
fJ m 

すなわち

似1)=子fすf(A， 1) sin (ヂA)訓 (B 5) 

しかるに f(x，1)が粧の1点 x=bに集中する場合は de1ta関数 (A1 )を用いて次のように

表わすことができる.

f(x， t) =f( t)δ(x-b). (B 6) 

すると (A 9 )により (B 5 )は次のようになる:

2 1 om(t) =ヲー予-f(t) sin "[" b. 

これを (B4)に代入すると，

u(x， 1) =ョdrin与互bsin与互xl' f( r) sin竿CU一仙 (B 7) 

上式において

g(t)= 1t f( r) sin苧c(t一けdr
とおくと，

山)=苧c1t f( r)∞s竿c(t-r)dr 
'. g(O) =g(O) =0. 

ゆえに解 (B7)は fU)のいかんによらず初期条件 (B3 )を満たしている.

一般に

d2v ，n dv お吾+2ε守子+n2y=ゆ(t)

に対する解を求めるには， まずゆ(t)=0の場合の解
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y=e一εt( C 1 cos r t + C 2 sin r t) ; r = ( n 2ー ε2)t 

を求める.次にゆ(t)キOの場合は上式の定数 Cl，C2をいずれも tの関数とし，これらの関数形

を次式から求める:

dC2 1 
1三L 一-+-1>(t)e<t sin rt，つT=--6(t)eεtcos rt. dt r '1'，.，，，， ~'''I. ， dt r 

上式の第2式を tについて積分し，積分定数をれとすると，

rC2(市 f1>( t)ett 

しかるに，

ψ(か jゅ(t)e<tcos r山

とおくと，

1t ゆ(r) etτC町的=[似叫=似t)-ct( rニ 0)
ψ(t) = 1tφ(r}e"c町出+ゆ(r=O) 
州市1t訓r)e"cosr巾 +ψ(r=0)+rr2

しかるに rと tとは互いに独立ではないので，砂(r=O)は rに関して定数であると共に t

に関しでも定数である.しかもれは任意定数なので。(r=0)+rr2をあらためて rr2と書き

変えることができる.

Cl(t)についても C2(t)の扱かいと全く同じである.すると，原方程式の解は次のようにな

る:

y( t) =e-<t(rl cos rt+r2 sin rt) 

+すeぺ cosrt f 1>( t) e<t s町 tdt+si叩 f1>( t)♂ C町 tdt} 
= e-<t (rl cos rt+r2 sin rt) 

+すeーヰ
上の第 2式の表現による強制振動項を Yn(t)とすると， Yn(O)=到(0)=0であるのがこの表現

法の特色になっている.

上式の rに関する定積分の上限は，tでなくても，T(O)=Oである tに関する関数 T(t)で

あればよい

式 (5.5)に戻って r=Oとし，
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(5.11 again) I( t) =1 sin ωt 

(B 3 )に対応する単振子の解は，

u( t) =-.1一一一よτー(- ~ sin n t + sin ωt) 
mlω_n21 

を用いると，

(B 8) 

ωkin(t)=↓ mU2(t)=iirPL7( ∞s nt+∞sωt) 2， 
白 t，m Iα)" -n" “ 

助 ot(t) =すsu2(t)=長百三百y(一すsinnt + sin (J)t) ~ 

-i  iwm(t)十助ot( t) }ーと一一色-.-，sin ωt( -cos nt+ cos ωt). ot lMlkzn¥"， I f/VPOt¥f， JJ - m ω2 _n21 

一方外力(5 . 11 again)が t=Oから tまでの聞になす仕事は (5.7)により

aWl( t) 
~一=l(t)u(t). 眠 (t)= fot I(州

とを代入すると

aWl(t) 
百子{Wkin(t) +助 ot( t) } = 1 ( t) u( t)ー at

(B 8) とこれに (5.11again) 

(B 9) 

であることが単振子に対して確かめられる.

一方弦に対して， (B 6 )においても (5.11 again)を用い，

( BIO) nm=mπc/l 

(B 7)の積分記号部は次めように計算される:

t dr=チ血-y-(一て竿-sin nmt + sinωt) 
JO Ttm-W  ftm 

とおくと，

21 1 _，._ nm _，._ nm 
(x，t)=写許可平S1n7bgn7X(ーすsinnmt + sinωt) 唱

E
A

唱
E
A
R
U
 

との類似性から察せられるように， (B11)においても sinnmtを係数に( B11) と式 (B8 ) 

sm ωtを係数に持つ項は強制振動項である.持つ項は自由振動項であり，

きて， (B 1 )の両辺に dを乗じると，

。Iau¥ベ a 1. au ¥ au au 
否:x¥ax }u= ax¥ u否x}一百五一・百子

なので， (B 1 )は次のようになる:

%t {すρu2+すρc2(努y}=%x (ρc2告 u)+lu

上式を xについて Oから fまで積分すると，
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しかるに (B2 )により u(0， t) = u(l， t) = O. 

会{すρfu2dx+÷ρC211 (努rdx}= 111仙 ( B12) 

とを(B12)の右辺に代入すると，(5.11 again) とそこで， (B 6 ) 

θWl(t)/8t三 1(t ) u( b， t) = 1 sinωt'u(b，t). 

しかるに(B11)によると，

U(x，t)=224「主計in':m b sin n:r: x( ∞s nmt十cosωt)m pt nnzωC  C ( B13) 

( B14) 叫tIL=与sinωtれ戸""(;)'2sin 2ヂb( -cos nmt + cosωt) 
方

九 (t)三÷ρ11u2dx，ル (t)三÷ρc211(努rdx ( B15) 

に関しては，

1
1 

S昨日沖xdx=1
1 

cザ x∞s乎xdx=し/2;nm=n'm 
o ， nmキnみ

なので， (B15)に(B13)又は(B11)を代入すると，

Wい(t)=!，
2
2: ω~sin2 笠笠 b(-cos nmt+ cos ωt)~ 一 ρ1';;; (ω2_n品)2 v'" C 

院ot(t)=ifz nA siI12笠笠b(-r:! sinnmt+sin ωt)ベρf m(ω2 _ n~) 2 
>J..... 
C 
v， nm 

27{凡 (t)十凡(t)}=長 sinωtヲ瓦先行in2?b(一cosnmt+ cosωt) 

( B16) 

とから次の関係が確かめられる:

_ 8Wl(t) 
at {Wkin(t)+恥ot(t) } = 

u.. 
a ~ • I 

( B16) とゆえに， (B14) 

( B17) 

上式は各モード (m)ごとに成立しなければならない.

次に外力 (B6 )をさらに

( B18) 

この際に (B7)の定積分

I(x， t) =/δ(t)d(x-b) 

これの時間関数部 l(t)=/d(t)を (B7 )に代入する.と限定し，
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の上下限は必らずしも (B7)に示したものにとらわれなくてもよいので，l:2としその代り
に u(x，O)の条件を満たさせるために toを任意の正数とし， H(t-to)を付ける. すると，

(A3)により

U(x， t)二五五H(t-to)計 m払 sin4sin竿 t ( B19) 

しかるに，

mπ mπ m7[c. 1 (，_ mπcf γー州 仰 7[cf.， x-b¥ 
寸:o..-bsm'T xsm "T~t=4tsm 一円t τつ+smニ'.z"~\ t + .. C ~) 

in竿 (tーヂ)-sinm;c(t+ヂ)} (B20) 

しかも森口ら(1965)によると，

F17tsinW=÷(zーい); 0<ψ<27[. (B2I) 

上式はいの区聞の両端において不連続の恐れがあるが， 区間外は区間内の繰り返しなので，ゆ

の区聞の制限にとらわれないことにし， (B20)， (B21)を ( B19)に代入すると， (B21)は

会ojrsinM=÷(叫)

と書き変えられるので，

U(x， t)二 H(t-to)志[{1+テ(t-2F小 {1+千(t+今今)

-{1+テ(t-X:b)}_{ 1 +千(t十竿T)}]=O (B22) 

すなわち， (B18)の外力によっては弦の振動は全然生じない.この場合の外力は弦に対して何

らのエネルギーを与えることもできない.弦はあたかも剛体であるかのようである.

一方，境界条件 (B2 )を与えずに(B 1)， (B 3 )および(B18)を満たす解を求めると

(MORSE and FESHBACH， 1953)， tの代りにt-rとおき変えて

U(x， t)ニキH(t-r一円吐) ( B23) 

すなわち，Ix -b I < c(t -r)の弦の部分に永久変位 fj(2cρ)が残る. このような運動を生じ

るためには Ix-bI =c( t-r)において無限大のエネルギーが費やされる. この消費エネルギー

は外力によって与えられるエネルギーに等しい.

式(B18)の両辺の次元をそろえるために， (5.18)の時のように， 右辺の fの代りに絞の単

位長さ当りの運動量泌を用いると，外力 f(x，t)が無限に長い弦に t=Oから tまでの聞にな
す仕事は次式によって与えられる:
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二 .!u1t zi( b，川 (t)dt=÷れ(川)
一方， (B23)は波動方程式の解になっているので，

1 1 フ ( au¥ 
ヲ-ρu-二三一ρC¥百五/

ゆえに時刻 tにおける絞の全エネルギーは次のように計算される:

W印刷(t)二 i:山，M=÷バシ(x，t)δ(t-与ι)d(与吐)

=十μ (Ict-bl，t) 

しかるに， (B 3 )により zi(x， 0) =0なので

[w，砂W干v臼削ω山 t臼削山aωt

しカか込も zi(ωx，tけ)は， (B23)によってもわかるように波動関数なので，

。(lct-bl，t)=zi(b， 0). 
ゆえに， (B24)と(B25)とから

院院

ただし， (B23)のfを必に書き直すと

zi( b， 0) =か(0)ー∞
なので， (B24)の右辺は， (B23)の下に述べられたように，無限大である.

すでに知られているように

gl(丸山務上+子δ(t-r)δ(x-b) ; 

gl(x-bキ0，r)=gl(x-bキ0，r) =0 

の解は(B23)のように

gl(X， t) =三かい-与ι)
しかるに， (B27)の両辺に f(r)を乗じて rについて積分すると，

(B24) 

( B25) 

( B26) 

(B27) 
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(00 ，¥ L I _ ¥ J _ _ _2 a2 (∞ 
at2 )0 g¥(X， t)f(川 =c百五玄人 gl/(r)dr+7δ(x-b)f(t)

ゆえに

ふ(丸山2長g2(X，t)+子δ(x-b)f(t) (B28) 

の解は

f∞ .At r∞ Ix-bl 
g2(X， t) =人 g¥(x，t)f( r}dr=三友人 f(r)H(t-r-与 ι)dr

ゆえに F( r) = f f( r) d r 
とおくと，

g2(X，市名{[H(t-r一主-:bI )F( r)( + CF( r)δ(t-r-ιチl)dr}
ムμC'L--'- C .10 し

しかるに

(F(t 主手1);t-ι-=il >0 
1OOF(r) δ (t -r-与乱)dr=~ ¥-

l 0 一主子1<0

gz(x， t) =糸H(t一町ι)1HX-bflC f( r)dr (B29) 

上式の両辺を tについて微分すると，

gz(x， t) = 0~~ {H(t-IX-:b I )f(t-n辻 1)+δ(t一主二丘1)r-I x-bfl C f ( r) d r} 
ムμし C C C .lo 

しかるに r=tにおいて Oである関数を h(t，r)とし，

k(t， r)=h(t， r)δ(t-r) 

とおくと，

1t k(t， r)dr=h(t， t)=0 :. k(t， r)=0 

gz(x， t)二法H(t-与乱)f(t-宅吐) ( B30) 

きて，gzの次元を変位 U(x，t)に戻し，fを単位長さ当りの力とすると，.Atを無次元に戻さ

なければならないので，

2 a2 U I 1 
u(x， t)=C 百五吉+1> f(x， t); f(x， t)=f(t)δ(x-b) 

の解は次のように表わされる:
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Iv_].， 1 rt-lx-bl/c 
u(x， t) =詰cH(t一旦子L)人 I( r) dr 

さらに l(t)=1 sin ωtとすると，

u(x， t) =お{l-…(t-与ι)}H(t-与吐)

振r!京x=bにおける ( B11) と ( B31) とを比較すると，

u( b， t; B 11) = 2!， ~寸Lτsin2r:m b( 三斗innmt+ sinωt) 
'μ m n7n ωc  nm 

u(b， t;B31) 二一一~_，(I -cos ωt)H( t)， 2ρcω 

( B31) 

u( b， t; B11)は境界条件 (B2 )を承知しているのに反し，

( B22)と(B23)との違いもこれによる.

u(b， t;B31)はこれを知らない.

( B23)が (B2 )を満たすためには

l-b 
H(tz-)=H(t-7)=0 

でなければならない.すなわち tは b/cおよび (t-b)/cのいずれよりも小さくなければなら

ない. ゆえに(B23)は、(B22) と異なり ，x=Oおよび fからの反射波を含まない.

一方(B20)から反射波を落すと， (B22)の右辺第3 と第4 とが消える.

すると ( B22)は定常波でなくなるので t>lx-bI/cの場合にしか存在しない. このことを考慮

し，さらに 1=∞を代入すると， (B22)すなわち(B19)は(B23)に一致する.

to二Ix-b1/ cと考えるべきである.

この際には

ふたたび

1 ( x， t) = 1 sin ωt .δ(x-b) 

を考えると， (B30)から

u(x， t)=--/::-:;-H(t一主辻1)sinω(t一主手1)，
c，μιc  c 

。Wl(t) _ r∞ f ・寸「ームI(x，t)u(x， t)dxニIsinωtムu(x，t)δ(x-b)dx 

サ (b，t)sinωt=£H(t)sin 
一方

(00 ~ ( ，'.r.. . ¥ 12 .J.. _..  (00 "r E • ¥ ";，， ，..( f _ ~ ， U( f _ ~ ， d( ~ 2Wkin( t) =ムρ{d(x，t)}2dx=fjod(S，t)siMJ(t C )H(t C )d(C ) 

( B32) 

( B33) 
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= f lt u(;， t) sinω(t 手)d(手)

=4三(si山 )(t一よ)H(t-~)d(よ)=4二 (H(r)si向rdr
ムμし Jo C ，--， C' --， C ムμし Jo

しかも協もot(t) = Wkin(t)なので，

丹戸=会{ル(t)+凡 (t)} 

99 

これは長さ fの弦の場合の(B17)に対し，無弦に長い弦のエネルギーの収支を示している.

ただし， θW1(t;B14)/alと aWl(t;B33)とは，同じ外力 f(x， t)を与えたにもかかわらず

ず，異なる.
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