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波線パラメターについてのくわしい考察

田治米鏡二

(昭和61年11月25日受理)

Investigations of the Ray-parameter in Detail 

By Kyozi T AZIME 

(Received November 25， 1986) 

As AKI and RICHARDS (1980) introduced Cagniard-De Hoop method is very useful to the ca1cula-
tion of the strict wave form in case of PP or SS reflection. The shape of the front of these reflected 
waves is the same to that of the incident wave and the ray-parameter of them is the root of the second 
order equation. Therefore the algebraic solution is simple and the analysis of it is easy. 
On the other hand various shapes of the front of PS， SP reflected waves and that of all transmitted 
waves are very complicated. _ The ray-parameter of these waves must be found in the roots of the 
fourth order equation. It is impossible in practice to find the analytical solution of the present 
problem in concrete terms. HELMBERGER (1968) proposed the numerical formula of obtaining the 
wave form of reflected rays in numerous layers. As him it is able to find the numerical solution for 
the ray-parameter of the transmitted wave. However the numerical solution cannot give the con-
struction of the algebraic one. 
Therefore analytical considerations and numerical experiments were used together in the present 
paper. At first， the present author reviewed in detail the well-known ray-parameter of SS reflected 
wave and had the foundation to attack unknown cases. He noticed that Fourier transform of the 
fundamental solution for the second order wave equation coincides with Hankel function and he used 
Fourier transform itself for the evaluation of the integral on Riemann sheets. The path of integration 
for Fourier transform completes the branch of the hyperbola extending over positive and negative 
sides of the imaginary part of the ray-parameter. When the variable is changed from the ray-
parameter to the time， however， the integral on the both sides becomes equal to each other. Thus the 
result due to Fourier transform coincides with that due to Laplace transform. Then the wave form 
of the head wave was obtained. It was reconfirmed that the amplitude of the head wave was 
insensitive to the ratio of the wave velocities in two layers. 

Nβxt， the present author intended to find any suitable approximation to the strict solution of the 
transmitted ray-parameter Q. 1t was easy to get approximate Q in the region of the large travel time 
T. But the solution near the stationary phase Qs is important where dT / dQ=O and Snell's law is 
satisfied. Therefore another simple approximation was obtained which represented the strict solu-
tion near Qs・ Anyappr



86 

内
円相

合

1.カニヤール法の適用

1.平面波から合成される円筒波

田治米鏡一

2.波線パラメターの絶対値が無限大の円厨上の積分値

3. リーマン商の作り方

4.基本的な演算

II. SH波の反射と透過

5.反射係数と透過係数

6.平商境界における円筒波の反射と透過

7.反射波に対する演算

8. head waveについての厳密解

III.透過波線ノfラメターの追跡、

9.透過波線に対するスネルの法則

10.透過波線ノfラメターの近似解(1)

11.透過波線パラメターの近似解(2)

12.透過波線パラメターのきわめて厳密に近い解(3)

13.近似解についての吟味

14.波線パラメターρから走時 τへの変数変換および、これを用いた透過波の波形の演算式

15. 2つの双曲線に共通な切線の方程式

16.解析的な近似解のまとめ

1.カニヤール法の適用

1.平面波から合成される円筒波

2次元の位置座標(為z)を図1.1のような直角座標とし，時間座

標を tとする.さらに，無限に広い媒質1内の実体波の速度を C，

とすると 2次元非斉次波動方程式

「一戸)仇(x，円以t)(~θ2 
d ot 

(1.1) 

のゼロ初期条件

ψ1(X，0)=仇(x，O)=O; ゆ=ott/θ(1.2)

に対する解は 2次元波動方程式の基本解と呼ばれ，次のようにな

る(田治米， 1984) : 

仇(x，t)=LY(t-rt/ C1-) .ハ=/X2+Z2.(1.3) 
27r ft2一(r，/C1)2 

X 

Z 

Fig. 1. 1. Coordinates of the space 
and the wave front of the cylin. 
drical wave in medium 1. 

ただし上式の y(t)はヘビーサイド関数である.ゆえに仇(x，t)の発現時の波面は図1.1のように半径

ηの円筒なので，仇(x，t)は円筒波である.

きて(1.3)のフーリエ変換は既出(田治米， 1984)のように

1p"，(X， w)=Y;tt，(x， t)= l:tt，(x， t)eiω dt=十HJll(ω山 1). (1.4) 

この式の ωは角周波数を意味し，HJll(ωr，/C1)は第 l種第O次ハンケル関数であって，これは(1.1)のマ2
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を円筒座標で表わした時の一般解を表わす円筒関数の一族である.

一方(1.3)により

ct，(x， ¥∞¥)=仇(x，¥∞¥) =0 

なので，

対・;=[O，ei叫]竺∞-zω[ψ1げ]竺∞一ω21:仰吋t=一ω2ザ，(x，ω) 

しかるにシュワルツによると(岩村ら， 1971.田治米， 1984)， 

:f d(t) = 1:δ(t)eiwt dt=l 

であり 1の逆フーリエ変換は

:f1=-J-r曲e-'ωtdω=δ(t)
Z7r J-田

ゆえに(1.1)の両辺のフーリエ変換を作ると

( 172+ω2/d) lJf，(x，ω)=一δ(x).

これは(1.1)の仇(x，t)に lJf，(x，ω)exp( -iωt)を，o(t)にexp(-iωt)を代入した微分方程式

(会長-172)帆(x，w)e-iwt=δ(x)e-iωt 

と同じであり， (1.4)が(1.8)の解である.

しかるにム=1/clどおき，波線パラメタ-tを用いると，ベッセル関数論において

HJl)(ωρlT1)=i fVω(向+7Jllzl)企; 甲，=ふ戸子
πJ-∞ 早
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(1. 5) 

(1.6) 

(1.7) 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

であることが知られている.ゆえに (1.10)によって円筒波を平面波から合成することができる.すなわち

(1.10)を(1.4)に代入すると

f国内ふ 171¥dρ 
翌九(x，ω)=τ- I e油開+7}lIZIJτ一.

処7f -'-∞ 1/1 
(1.11) 

実は(1.1)の解(1.3)を求めるよりも(1.8)の解(1.4)を求める方が容易で、ある.しかも媒質が平面境界を

持つ場合に tに無関係な境界条件を満させるためには，解を(1.10)のように平面波から合成しておかなけ

ればならない。

境界値問題においては(1.11)よりも一般的な積分形

. 
ーで -Pl 、

lmp 

ldl 

lmp 

lbl 

-ー :.RepPl 

Fig. 1. 2. The original path of the integration. 
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引い;F}=千円(ρ)ei….I1zl)丘471" 01-田甲1

に遭遇する.上式の F(p)はρのみの関数である.

鏡

(1.12) 

積分(1.11)のmはρ=:tムにそれぞれ2価の分岐点を有するので，これを避けるための当初の積分路は
図1.2 (a)又は(b)の点線である.ただしこのままでは積分を実施することがむずかしい.ゆえにρの複素数

平面上において当初の積分路を変形し，既知の積分公式を利用する方針が採用される.

2.波線パラメターの絶対値が無限大の円周上の積分値

図1.2のような当初の積分路を適当に変形するためには，ρ平面上の半径|ρ|が無限大の円周上の積分値

が問題になる.この際に(1.11)のmはρの2価関数なので

除31=昨日か)• 

ゆえに上式右辺の正負の符号ごとに調べる必要がある. しかるに図1.1によると

x=rlsinθ1， Izl=rlcos81・

ゆえに

ρ=1ρleiY=1ρI(cos r+ i sinr) 

とおき， まず(2.1)の正符号を採用すると

出F31=!似+iρ)=!aqL-Imρ+iReρ). 

この場合は(1.11)はゆ1=∞の円周上において次のようになる

; r21t 

lim 1Jf1 (x，ω)=千ー!imL e-ωIPlr!lCos(ト 01ト倒的ー附 dr.
|ρ1-曲 生πIPI-国 010

しかるに，一般の定積分において

11bf(x)批|孟lblf(x)ldx
なので， 円強a上において(2.5)は次のようになる

官 rb
llim 1Jf1(x，ω)1壬十 limI e叫 IrlCOS(γ-O!ldr 
|ρ1-∞ 4π|ρ1-曲 oIa

ゆえに図 2.1(a)の点線の半円周上において(2.7)はOである.

Imp 

Pl ¥ 

D 

(al 

Imp 

Rep 

(bl 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

Fig. 2. 1. The integral on the circumference of the circ1e having infinitely large radius of the ray-
parameter. (A means the incident angle. At Ip[→∞ (a) '71=争but(b) '71 == -ip. 
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今度は(2.1)の負符号を採用し

bPJI=除J-tρ)=bpJImρ-iReρ) (2.8) 

とすると， (2.7)の代りに

rb 

|出!:~lJfl(X ， w)1壬jz-lMLrlPIneos(川 )dγ (2.9) 

ゆえにこれは図2.l(b)の点線の半円周上においてOになる.

図1.2の当初の積分路を変形する際には，図2.l(a)又は(b)の点線部分を積分路の1部に利用して適当な

閉回路を作る工夫が行われる.

後の(3.5)に見られるように被積分関数の指数部の ωがおに変り

-s(抑+布dzl)

の場合は(2.1)-(2.3)により

!tP32=除J土砂)に対して

-s(μ+平llzl)== -slTI rl{sin(81土r)十icos( 81:t r)} . (2.10) 

ゆえにゆ1=∞の円弧上の積分値がOであるのは図2.2(a)，(b)の点線の半円周上である.図2.1と図2.2

とを比較すると，互いに π/2だけのずれがある.

Imp lmp 

パ1 、、. 
←→Rep 

e 

， 

(81 (bl 

Fig. 2. 2. The integral on the circumference of the circle having infinitely large radius of the ray-
parameter where ω= is. (J， means the incident angle. At !p!→∞ (a) 1]1=争but(b) 1]1 = -ip. 

3. リーマン面の作り方

上述のように積分(1.11)のmはρの2価関数なので，積分f直を 1価に確定させるために，引の正負に対

応する 2葉のρの複素数平面を用意してリーマン面を作り，かつ2葉の中のいずれかの 1葉上に積分路を

設定する必要がある.

積分路を設定するリーマン面の葉を選ぶに当っては，物理学的に理解されやすい結果が得られるように，

その葉上のRe1]1又は 1m171の符号を正負のいずれかに指定する.

しかるに(2.4)と(2.8)によると

除31=由!:fPτt2=制士ip)=出!:f+1mp:t i Reρ) . (3.1) 

ゆえにゆ1=∞の円周上のRe171の符号は上式の:tipに応じて図3.l(a)又は(b)のようになる.ただしこ

れらの図の実線の半円周は Re17l>0を，破線は Reη1<0を意味する.
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同様に 1m'!lの符号は図 3.2(a)又は(b)

のようになり，実線の半円周は Im'!l>0 

を，破線は Im17l<0を意味する.

以上の数学的考察結果のみによると，

積分路を設定する葉の選び方は 4通りあ

り，リーマン面を作るために分岐点(:1:

ム)からの分岐線をゆj=∞においてそ

れぞれ図 3.1又は図 3.2の波型線につな

げなければならない.それにしても 4通

りの選び方は多すぎる.

これらの選び方を絞るために rjzj

=∞において(1.11)が発散Lない」との

物理学的な境界保件を課すると，

1m，!!> 0 (3.2) 

でなければならない.すると図 3.2(a)又

は(b)が選ばれる.しかし図1.2と図 3.2

とを重ねると，カニヤールの積分路が分

岐線を横断するので，積分の演算が複雑

である.

このためには.11)の積分変数を ξ=

ω'pに変えた後に s=-iωとおき，あら

ためて積分変数をρに戻すと

I"i∞ー_，;n-S(PX+η.1"'1> 
lJf，(X，S)=子ご I. dρ. 

生lf .I-i∞ 甲z

ゆえに今度は(3.3)に候件

Re'!l> 0 

田治米鏡ニ

Imp lmp 

/
 /
 /
 /
 /
 
，，
 
i
 

l
J
 
J'' 

h
軒

/

/

/
 / 

I
I
I
a，
i
 

。

~」¥ 
¥
 

¥
 
、、

Re p 
国 P1 o 

{al {bl 

Fig. 3. 1. The sign of Rel1. on the circumference of the circle 
having infinitely large radius of the ray.parameter. At Iρ| 
→∞ (a) 111 == ip but (b) 111 == -ip. 

lmp lmp 

-- ~ 句、
/ 
〆' 、、

¥ 
/ ¥ 
/ ¥ 
/ 

P1 i 
Re p 

I¥ -P， 。 o 

/ 
¥ / 
¥ ノ
¥ 

，〆
/ 、、

』 ー 一/ 

{dl (bl 

Fig. 3. 2. The sign of 1m1l1 on the circumference of the circle 
having infinitely large radius of the ray‘parameter. At Iρ| 
→∞ (a) 111 ==か but(b) 111 == -ip. 

(3.3) 

(3.4) 

を課すと， jzj=∞において(3.3)は発散しない.式(3.3)の帆(X，s)は実は(1.3)のラプラス変換であって，

今度の積分路は図 3.1の分岐線を横断しない.しかも戸の虚軸上において mは実数かっpの偶関数であ

る.ゆえに (3.3)はさらに次のように変形される

(i∞ (hr-，-，，，I，..l) dp 
lJfl(X，S)=τそご 1m'- e-S{PX'HtI"'llてー

Ldt 1}1 
(3.5) 

式(1.12)のF(P)がρの偶関数である場合はこれと全〈向じ扱いができる.(3.5)に対しては図 3.l(b)の

葉上に積分路を設ければよい.AKI and RICHARDS (1980)が述べているカニヤール法のリーマン面の作

り方はこれである.

しかしここでは積分(1.11)に直接(3.4)を課してみよう.すると (3.4)はjzl=∞からの反射波がないこ

とを意味し，これも l種の物理学的境界条件である.

jzj ::::∞において変位も速度も Oであればjzj=∞からの反射波はない.逆に jzj=∞からの反射波が存

在しないためには jzl=∞において変位も速度も 0でなければならない.ゆえに(1.11)に対して radiation

condition (3.2)， (3.4)は窮極的には表裏1体と考えられる.

そこで図1.2(a)と図 2.1およぴ図 3.1を重ねると図 3.3のようになる.この図の Re'!l>0なる実線の半



波線パラメターについてのくわしい考察

円周に着目すると，点線の半円周上にお

いて積分値はOなので，図3.3(a)におい

て当初の積分路の 1部は次のように変え

られる

f子=fj子 (3.6) 

同様に，図3.3(b)において

(0 dρ_  (0 !1カー (0rJ， 
l 一一一 l 二一一 l そ~. (3.7) 
J-∞甲 J帥 7)1 .IC 平

Jmp 

(al 
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Jmp 

Rep 

(bl 

ただし図3.3の(a)と(b)とは別々のリFig.3. 3. The original path of the integration， the integral on 
the circumferece of the circ1e having infinitely large 

?ン面なので， (3.6)の積分路と (3.7)の
radius and the sign of Re171 on it. At Ipl→∞ (a) 171=か

積分路とは，いずれも R句1>0の葉上に (b) 171 =ーか.

あるにもかかわらず，別々に演算を実施しなければならない.

4.基本的な演算

式(1.11)の指数関数部に着目して

τ(p) ==抑十l1dzl .; 111 = IPτy 

の τを正の実数とし，これを(1.11)に代入すると，

f∞ τdρ 
l[r1(X，ω)==ナ J e山一一.

47C .1_∞7)1 

次に(4.1)をρについて解くと

。 rxdlzl.jP~rτ干2" τ 孟 ρ1 rl， 
ρrt={ 
lx r::t ilzl行亡p~rf : r ~PI rl・

さらには.1)をρについて微分すると

dr xd戸子一Izlρ x'[-ρrf

dρ 必戸T IzlJ五戸子
ゆえに (4.5)の右辺の分子に (4.3)又は(4.4)を代入すると

{芋3F7 市 1rl， 
dr ー 1/1

dP -1.-i五τ五万ムム μ

I -r --------ι =Vl/1. 
苧 甲3

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

上式の符号平はそれぞれ(4.3)，(4.4)の符号±に対応している.しかも T=ムηの時に dτ/ゆ=0なの

で，この τを(4.3)，(4.4)に代入した場合のDを特に仏と記すと

九=ρlx/rl (4.8) 

はサドル・ポイントであって

τ(Ps) =Plη. (4.9) 

きて(4.3)の概略を示すと図 4.1のようになる.実線は(4.3)の負符号に，点線は正符号に対応している.

しかるには.1)に戻ると τ=0を与える pは負でなければならないのでコ図4.1の点線部分を無視し， τと
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ρとを 1対1に対応させよう.実は点(hP，x)より下方の点線
部分は(4.1)を2乗したために生じた見かけ上の解にすぎない.

このような考察によると， (4.3)， (4.6)の根号の符号は次のよ

うに限定される

ρ rl=xrー Izl/p~r戸RiL=45戸す rむ，r，・
dρ 

(4.10) 

一方(4.4)のρは複素数なので

Re ρ=xrlrf， 1mρ= :t(lzll rnj戸=五ri (4.11) 

とおき，これらから τを消去すると

(ReP)2/がー(1mP)2/z2=(ρ，/η) 2. (4.12) 

これは図 4.2のサドル・ポイント九を頂点とし， OC，OD直

線を漸近線とする双曲線CpsDである.ゆえに図 4.1をも参考

にして， τ=0から∞に至るまでのρを追跡すると図 4.2の太

い実線のようになり， (a)， (b)の2路線はいずれも Re17'> 0の葉
上にある.路線上の矢印は(3.6)，(3.7)の積分路の向きを示す.

すると積分路の向きと τの増す向きは(めでは同じであるのに

反し.(b)では逆である.このことは(4.7)の(+)符号が1mp<0 

に. (一)符号が1mp>0に対応することと同調している.

さて図 4.2(a)の閉曲線ODpsO内に特異点は存在しないの

で， (3.6)の右辺はさらに次のように変形される

ff子=(l
pS 

+ 1:)子 (4.13) 

ゆえに(4.2)を思い出しながら区間(0， Ps)に対しては

(4.10)，区間〔九D)に対しては(4.7)を用いて， (4.13)の右辺

の積分変数をρから τに変えると

τ(p) 

同町

， ， 

， ， 

. . . 、
‘ 、. 

P 
ー盟主 O 且B Ps p， 
r， r， 

Fig. 4. 1. A schema ofτω.). T~訪zη.

Imp 

( bl 

τ 
長三~

11 Ps Pl 。

。〉 1 
Tn→Re P 

(al 、、J
D 

Fig. 4. 2. The loci of p accompanied 
by the change ofτ. At ¥p¥→∞ 
(a) 1'/1 ""争 but(b) 1'/， "" -ip. 

feiM4子=ff)etωr♂与r
2

ゆえに(4.9)を用いると (3.6)は次のようになる

l:e拍子=1;s)eωτtぷ万子

f子=frvrぷ与r2 +訂;16iωτ♂会万 (4凶

他方図 4.2(b)の閉曲線OPsCO内にも特異点は存在しないので， (3.7)の右辺は次のように変形される

107子=(l
pS 

+ 1:)子 (4.15) 

ゆえにふたたび(4.10)と(4.7)を用いて(4.15)の積分変数を変えると

zrrf子=1;:;eiωτ♂与ァ，
ips eiMf子イヘ
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ゆえに(3.7)は次のようになる

(" ~ι=ftO)etaJrπ4T-l fPETIezωτ 門生7
?

(4.16) 
J一回甲 Jρlrl γρ~ rr-r2 曲 Ir2_p~r? 

しかるに(4.14)および(4.16)の右辺の τに関する積分はもはやρに関するリーマン面の区別を要しな

いし，いずれも (1.4)のようなフーリエ変換の形にすることができる.ゆえに両者を加え合すと，それぞれ

の右辺第 I項は打ち消し合うので， (4.2)は結局次のようになる

1 r田 Y(r-plrl_iωτ 1Jf1(x，ω)=て lf7-7τ'-e
，wr dr. (4.17) 

Lλ J一曲 、γ-ρi ri 
これの逆フーリエ変換が(1.3)であることは明らかであるが，実際に演算を行ってみると， (1.7)により

cr 1Tr ，.. . • ¥ _ 1 r~ y(rームハ f1 r~ _ i 
"" 
r-t) J..1 ':f 1Jf1 (x ， ω)=ττ rτ一 .τ'-~τ- I e山 (r-t)dωr dr 

LdL ωー回 、r.-Piri l'"λ J-∞ J 

1 r∞ Y(r-ρ1 rlLS-'__'¥J__1. Y(t-ρ1 rl) -11 fアー-.---.-δ(r-t)dr一古 にすーァτ一・ (4.18) 
t，7[ .1-∞-/ r"-tJfri t，7[ ，; t<-ρf rt 

図4.2の積分路上においては 1mτ(ρ)= 0である代りに Reτ(p)は一定でないので，サドル・ポイントム
を頂点とする双曲線(4.12)は最峻降下路ではない.

AKI and RICHARDS (1980)が述べているカニヤール法においてはフーリエ変換(1.11)ではなく，ラプ

ラス変換(3.5)によって(4.18)の右辺に達した.その際には図4.2の(b)のみに着目すればよい.

式(1.11)の代りに(1.12)を問題にする場合も，F{ρ(τ) }は図4.2(a)，仰の双曲線の分校上において同値

なので，結果的には(4.17)の被積分関数に F{ρ(τ)}を乗じるだけでよい.

さて(2.2)の入射角 81がπ/2になると

x=rJ， z=O (4.19) 

なので， (4.8)のサドル・ポイント九はρlに一致し，双曲線(4.12)は次のようになる

(Re ρ)2=ρ~+ Iin:>- (lmρ / Z )2. (4.20) z-u 

!mP司。
ゆえに Rep>0の領域において

Rep=ρ1+不定な正の実数.

しかもこの式の不定な実数はOから無限大までの勝手な値な

ので， 81=π/2の場合の積分路は図4.3の太い実線のようにな

る.すなわち図4.3の B'Psおよび会Bはそれぞれ図4.2の双

曲線(4.12)の分校Cpsおよび九Dの 81=π/2における極限と

考えられる.

ただし図4.3(a)の円弧上においては

7Jl= 1 Re7Jl 1 +i 1 1mη11. 

しかるに九と Dとは同じ葉上にあったので，

九B上において 7Jl=+i1 Im7Jl 1， Imp< O. (4.22) 

一方図4.3(b)の円弧上においては

め=1 Re7Jl 1 -i 1 Im7Jl 1 . 

(4.21) 

1m p 

( bl 

η1= i P 

Fig. 4. 3. The path of the integration 
when the incident angle becomes 
1l/2. 
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しかるに九と Cとは同じ葉上にあったので

B'ts上において 711= -i I Im7Jl 1， Imt> 0 . (4.23) 

ゆえに(4.7)のmに(4.22)又は(4.23)を代入すると， Imtの正負に関せず

豆I-_/r亡百万 ;r>ρ1rl 
dρIIm7Jll 

(4.24) 

これによると， ρの実軸上の dτ/ゅは τ手ρ汎に応じて(4.10)又は(4.24)になることがわかる.すると

81 =1l/ 2の場合は z=0なので， (4.2)は(3.6)，(3.7)を経て(4.22)，(4.23)により (4.13)，(4.15)の代り

に次のように分解される.

ff子=ff子=1
pS 

~子+と司畠T'
(0 dp _ (0 dp _ (Ps-Aι_. -'-ro dp 
J一回引 - JB， 7Jl - JB， -illm7Jll 'Jps 7Jl 

ゆえに(4.10)又は(4.24)により積分変数をρから τに変えて，上の2式を加え合せると (4.17)と同じ結

果が得られる.換言すると， (4.17)は 81=π/2の場合にも通用することが確かめられた.

II. SH波の反射と透過

5.反射係数と透過係数

図5.1のような X，z平面内の z<0に媒質1があり，z> 0に

媒質2があって，両者は z=0において接しているものとする.

さらに媒質1，2内の量にそれぞれ添字1，2を付けてそれぞれ

を区別する.たとえばc"らはそれぞれ媒質1， 2に固有なSH

波の速度である.

さて，xが増加する方向に進行する波のみを考察することに

し，媒質1側から境界面に向う平面 SH波の変位を Vincとする

と，波動方程式(1.1)の一般解として次のように表わされる

V印 c(x，t) =Aei(<x+P，z-ω，).β1 ={(ω1 Cl)2 -ep'2. 
(5.1) 

斗竺旦

Z 

L 
ι 

、."
b、
込、

2 
X 

弘

Fig. 5. 1. The reflection and 
the transmission of the 
plane SH ray. c， くら・

ただし， ~， ω はいずれも変数分離の際に用いられた定数であり ， A も x や t に無関係な定数である.

この Vincカミ境界面 z=0に達すると反射波 Vrefと透過波 Vtrとが生じる.この際に境界条件を満足させや

すくするために，いずれも (5.1)に似た平面波を用いると，それぞれ次のように表わされる

Vref(X， t) =B  ei(<，x-βMーω，，)β11={(ω11 Cl)2 -~n l/2 ， 

v廿(X，t) =Cei(<zX-P2Z-ω2')β2 ={(ωd C2)2_~n l/ 2. 

上式のBや Cは(5.1)のAと同様にxや tに無関係な任意の定数である.

(5.2) 

(5.3) 

しかるに z=0において，まず媒質1， 2の変位が連続でなければならない.ゆえに(5.1)ー(5.3)により，

次式がxおよびtのいかんによらず成立しなければならない

Aei<x= C ei<2Xei(C< (5.4) 

しかるに上式の左辺は tに無関係なのでのいかんによらず(5.4)が成立するためにはω=仙 =ω2で

なければならない.さらに (5.4) は x のいかんによらず成立しなければならないので ξ=ぶ =~2でなければ
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ならない.

すると (5.4)から次の結果かす専られる

A+B=C. 

しかも (5.2)，(5.3)は次のように書き変えられる

Vref(X， t)=Bei(eX-P1Zωt) β1 ={(ω/Cl)2-e}"2， 

Vtr (X， t) = C ei(<X+P'Z-創的 ; s2={(ω/c.)2_C2)'/2. 

95 

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 

次に z=0において媒質1，2のストレスも連続でなければならない.ゆえに媒質1，2の剛性率を μ"fJ.2 

とすると

μ1 (As1-B1β'1) =μ2Cs2. (5.8) 

ゆえに(5.5)と(5.8)とを連立させ，BjA， CjAについて解き，

ん =(1ーか/(1十三会) (5.9) 

とおくと

BjA=KI2， CjA= 1 +K12・ (5.10) 

上式の K12および1+K'2はそれぞ、れ媒質1側からの入射波に対する Z""0面における反射係数および

透過係数である.

さらに

ご=ωρ，l/cl=ρ1， 1/ C2=ρ2 

とおくと

sds，=ふ仁子i/五戸p2. 

ゆえに(5.9)のK12は波線ノマラメターρのみの関数である.

6.平面境界における円筒波の反射と透過

図6.1の媒質2内にある線振i原Eから発射される円筒SH

波の変位Vinc(X，t)のフーリエ変換は(1.11)に準じて次のよう

に表わされる

Vinc(X， w)=A r~ ei{山山 EH4L;z-Eミo.(6.1) 
J-o。ふJ2

この Vinc(X，ω)が境界面 Z""0に達すると， (5.1)以下に述べ

られたように Vん'f(X，ω)とVν(X，ω)とが生じるが，境界条件

を満足させやすくするために， (6.1)に似た表現を用いる.その

際に(5.4)以下の考察を参考にして Vreftこも Vtrにも Vincと

同じ ξ，ωを用いる.すると

f∞ } dc 
VreAμ)=  L:B(c)ei{ex+P，山 )77'(62)

(5.11) 

(5.12) 

Vtr 

O 
X 
2 

Vinc Vref 

E 

Z 

Fig. 6. 1. The reflection and the 
transmission of the cyIindrical SH 
ray. ClくC2・
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Fig. 6. 2. The wave front of the transmitted ray. (a) c，1の=1.5(b)cz!c，=1.5. 

Vtr(X，ω)= r C(c)e町村+P2E-P，Z).!!...三 (6.3) 
ム曲 s2 

ここで注意すべきは Vrefの波面は Vincの波面と同様な円筒であるのに反し Vtrの波面は円筒でない

ことで、ある.

図6.2のように入射波の波線と境界面との交点を Mとし， Mを通る反射波の波線を逆向きに延長させ

てz軸との交点をE'とする.すると ME'=MEなので，z= 0に対するEの鏡像E'は入射角のいかんによ

らず，いつも反射波の見かけ上の振源である.ゆえに反射波の波面は円筒である.
一一→

他方，透過波線MPの逆向きの延長線上に

MQ/ c， = ME/ C2 (6.4) 

なる点を作図すると，点Q(広z)は次の曲線上にある(田治米， 1969) : 

x2 . Z2  
±ーす+マγ=1. C2多Cl;a- 0- a

2=1ト(含Ylb2，b=E去 (6.5) 

すなわち Qの軌跡は図6.2の1点鎖線のような(a)楕円又は(b)双曲線である.点Qは透過波の見かけの振

源であるが，入射角が変ると Qは曲線(6.5)上を移動するので，透過波の波面は円筒でない.

図6.2の1点鎖線は t=0における透過波の波面と考えられる.ゆえに 1点鎖線上の各点を中心とし Clt 

を半径とする円群を描くと，これらの円群の包絡線は図に破線で示されているような t時間後の透過波の

波面である.これらの波面はいずれも波線と直交するが，もはや楕円でも双曲線でもない.

さて(6.3)以前に戻り，z= 0における変位およびストレスの連続条件を課すると

l∞ 2}fE-o [A + B( c) -C(c)] ei(('X+P2E一一-
/J2 

1)f1.2{As2-B(c)s2}-f1.1C(c)sl]ei(('X+P2E) ~oç =0 [f1.2{As2-B(c)β2}一μlC(C)β1]e i( ~X+P2E τ一-
fJ2 

しかるに(5.5)を得た時のように xのいかんによらず上の 2式が成立するためには，それぞれの式の

( J内がOでなければならない

すると (5.5)と同じ式および(5.8)の添字1， 2を交換した式が得られる.ゆえに今度は(5.9)の添字を交

換し

/μ1βl¥/(μ1β1 ¥ 
B/A=ι， C/A=I+ι;ι=¥1-;:s: )/¥1十五百-:-). (6.6) 
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これらのB，Cを(6.2)，(6.3)に代入すると

(~17 (e¥ ~i{qX+P，(E+Z))~ Vトef(X，ω)=AI K21(c)ei{qx+β，(E+z)ヲー
J-∞ μz 

f∞ )  dc 
Vtr(X，ω)=A I {1+K21(c)}ei(qx+p，E-P，Z)τ一

~-∞/J2 

7.反射波に対する演算

97 

(6.7) 

(6.8) 

式(6.1)のAに(1.11)の i/(4lr)を代入しさらに(5.11)のρを用いると， (6.1)， (6.7)および(6.12)は

それぞれ次のように表わされる:

(~ ~i叫ρX ;j;"，(Z-E))~ρ ーVinc(X，ω)=τて Ie叫 }τ一，z-Eミ0，
性7r J一回 112 

f曲 川白(1o'4-?Hdρ 
VreAx，ω)=ττ I K21(ρ)ei叫 PX+l12，{E+ZHτ一，

生7f ・ 1(2

f園 、dρ
Vtr(X，ω)= ;11: LJ1+K21(ρ)}eW(ρx+J72E-71IZ)可τ;

←曲

平1-。τp2，平2=ぷτ子.
しかも (5.9)のK'2を用いると

一品川=K12件

きて(7.2)の積分を4に沿って実施するために(4.1)に準じて

r(ρ)=ρx十平2(E十z)

とおき， これを正の実数とし， (7.2)に代入すると

f曲 tflJT{b)dρ 
Vんf(X，ω)=って IK21(ρ) eiωT(tJで一.

生lr: Jー曲 1J2 

しかも (7.5)をρについて解くと

d r .;ρ~r~-r2 
一ー一=一ー一一 一 ;r亘ρ2r2 
dρ ρ r~=xr一 (E+z) /fjf;仁子

ρ r~ =x r:t i(E+ z)斤亡玄万
dr ♂τ五万
， dρ' 平2

r;;;:;ρ2 r2， r2=/ X2十(E+Z)2 . 

1mρミ0;

(7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 

(7.5) 

(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

まず τ=P21主を (7.7)，(7.8)の第2等式に代入すると dτ/φ=0なので，この τを第 1等式に代入した

場合のρを特に九と記すと

PS=P2 x/乃=P2sin82 (7.9) 

は(7.5)のτのサドルポイントである.

上式の 82は図 7.1に示されているように反射波線の入射角であり，周囲の E'は振i原Eの鏡像であって，

反射波線の見かけの振源である.

このゆえに Vrefの波面は円筒である.

次に (7.8)の第 1等式の Repとlmpとから Tを消去すると
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(ReP)2fx2一(hnp)2f(E+z)2=(必/η)2. (7.10) 

これは図7.2のサドルポイントムを頂点とし， OC， OD直線

を漸近線とする双曲線CPsDである.

式(7.9)のぬは点E'から点Pに至る最短経路を与え，この入

射角以外の反射波線の経路は図7.1の点線のようになる.換言

すると-r(ム)=T2乃は点E'から点Pに至る最小走時であって，
(7.5)の一般の走時 τ(ρ)は図7.1の点線の波線の走時である.

そしてこのような一般の τ(ρ)に対する ρの軌跡が図7.2の双

曲線Cρ'sDである.このように，図7.1の幾何学的な反射波線

ESPは図7.2において点ムに集中している.

一方において(7.6)の被積分関数はρ=土あおよび±九にそ
れぞれ2価の分岐点を有するので，積分値を I価に確定させる

ためにそれぞれの分岐点から割目を入れてリーマン面を作らな

ければならない.その際に双曲線がいつもりーマン面の Re1]2> 
OおよびRe1]t>0の葉上にあり，しかも分岐線と双曲線とが交
叉しないようにしよう.そのために3の考察に従がい図7.2の

波型線のような分岐線をρの実軸上に設ける.

すると 3で調べたように図3.3のRe1]2>0の葉上の
lρ1=∞の円周の点線部分において(7.6)の被積分関数はOな
ので， (7.6)はまず次のように書き変えられる

九 Ax，ω)=士(C + C)K21(p)ei印刷立 (7.11) 
性必 '-'C -'0 / 甲2

['1¥ 
r2:: E'P 

J入。2¥¥
O ¥¥S 

EhdtpJJJf弐P2

1:(Ps)::P2r2 

z 

Fig. 7. 1. Various reflected rays. 

1m p 

O 
Re p 

Fig. 7. 2. The locus of p accompanied 
by the change of τ.τ>τ(t.)， pzくPl・

しかるに図7.2のようにん<ムの場合は漸近線OC，ODと双曲線CPsDとに囲まれた関商内に特異点は

序在しないので，

(fcO十foD)会=(fcps+と)与 (7.12) 

上に述べたように，図7.2の点丸から幾何学的反射波が生じ，点A以外の双曲線部分は言わば散乱波に

寸応されるので，この部分は積分値に大きな貢献をしないことが予想される.

しかし波形を求めるためには τ協)以後を無視することはできない.そこで(7.12)の積分変数を(7.8)に

tりDから Tに変えると

fρs dρ 1 rp，円 dr rD dρ 1 r悼 dr
)C 7j2 ム 万亡夏子Z'jpsZ7-7ム月行て克子Z-
ゆえに(7.12)とこれらを(7.11)に代入すると

f国 Y(r-ρ2r2) 
V日(x，ω)=τ-I Kム(r)-'7ア""ー

乙π-'-∞，;r.-t2 r2 

ゆえにこれの逆フーリエ変換は

(7.13) 

(7.14) 

1 __ ，.，." y(t-pir2) 
VreAx， t) =y: Vref(X，ω) = ~_ K21{t(ρ)}~アー" "・ (7.15) 

“.;  t2- ρ272 
ただし現実の反射波形は実数で表わされるべきなので， (7.15)のKム(t)はこれの実数部を採用すべきで

る.
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Y(t-ρ2 r2) 
. VreAx， t)=τ~[ReK21{t(ρ) }]片ー. (7.16) 

t，J[ νt<-Pir1 

上式のK21{t(戸)}の数値を求めるには，まず(7.8)によって τ

に対する pを算出する.このρは図 7.2の双曲線TsD上の 1

点である.次にこのρを(7.4)に代入すると K目(t)が算出され

る.しかしρは複素数なので，K21 (t)の算出にはかなり手聞が

かかる.

1m P 

|¥ @ 
( 

P2 P， 
11 

Ps 

99 

c 
， " 
¥0' 
Rep 

aB ， ，11 
o ， ， ， 

入射角 (J2がπ/2になると (7.9)によりムはhに一致するFig.7. 3. The path of the integration 
この時図 7.2のC，D は図 7.3のようにそれぞれ B'，Bに一致 when incident angle 82 becomesπ/2. 

するので，双曲線CTsDは路線B't2Bに重なる.この際に留意すべきは図 7.2について説明したように，

双曲線CTsDはいつも Re172>0かっ Re171>0の葉上にあることである.すなわち双曲線は分岐点のまわ

りを 1周しない，ゆえに図 7.3のB'P2とP2Bとは分岐線を挟んでいるにもかかわらず，路線上の 172，171 

の符号は変らない.ゆえに(7.16)までの経過と結果は 82=π/2においても通用する.

8. head waveについての厳密解

今までと同様に CIくのであるが，今度は図8.l(a)のように振源Eが媒質I側にあるものとする.すると

(7.1)の代りの

f曲，.Jn'Y.l.7I.I"，_""ndρ 
1ペfnc(X，ω)=で- I ei叫 px+刊日1Iて一

'1J[ .1-∞ ヴ1

に対する反射波および透過波はそれぞれ(7.2)および(7.3)の代りに次のようになる

(00 Tr 1. ¥ it.Nbr-l-n.IIRI_7.H dρ VreAx，ω)=ァ IK12(ρ)ei岬 X叩 IEI-Zll.:::.1:
生J[ .1-∞ 7)1 

f∞ 同 l刷、 dρ
V廿(xω)=で- I (1+ K'2) eiW(PXH1IEIH，z)一一-

'1J[ .1-∞ 7J1 

ここで(7.5)と同様に

r(ρ)=ρけ (IEI+lzj)ふ戸子，

とおくと， (7.8)と同様に

η=伝言+(1副干IZj)2

ρr'f=xr平i(IEI+lzl)万て頁万
dτ ♂て京子?
dρv 平1

1mρ芝0，r孟ρIrt・ 1m P 

E p 

2 
X (bl (al 

O O 

z 

(8.1) 

(8.2) 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 

G 
Re p 

Fig. 8. 1. (a) The ray of the head wave. (b) The path of the integration suitable to it. @， means the criticaI 
angle， CI くら・
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しかるに (7.9)の時と同様に， (8.4)に対するサドル・ポイントは

τ=ρ1角の時のρの座標すなわち九=ムx/η. (8.6) 

ゆえに仏くあの場合の積分路は図 7.2のCムDと本質的に変らず，同図の 82を8，に読み換えるだけで

よい.ゆえに(7.16)の添字の 1と2とを交換すると直ちに次の結果が得られる.

Y(t-ρ， r，) 
VreAx， t) =一一{ReK'2(t)} .<} ':  1''''' (8.7) 

β亡京方

問題は図 8.l(b)のように九>あの場合である.この場合にも同図の双曲線CPsDは図8.ICa)の反射波線

ESPおよぴこれに後続する散乱波に対応するので，CPsD部分については(8.7)が成立する.ただしそのた

めには仏くあの場合と同様にCPsDの全経路がRe172>0の葉上に選ばれなければならない.さもないと

C九上と九D上とでmの符号を変えねばならず，その結果(7.12)の右辺に対応する積分の和が，積分変数

をPから τに変えた際に oになる.
しかるに積分路を他の葉に移せる場所は分岐点およびそれに対応する無限遠点だけなので，点、九におい

て路線の存在する葉を変更することはできない.ゆえに積分路CPsP2 Ps Dの全体がReη2>0の同じ葉上

に設けられなければならない.

ゆえに図8.l(b)の路線九九丸上において Re172の符号は変化しない.一見すると分岐線の両側において

mの符号が違うように思われるが，実は閉路線OCPSP2ムDOは分岐点hを一周していない.
以上の理由により， (8.2)に含まれる積分値

Vh(X，ω)=ω(ーと:::db+とごの) (8.8) 

は積分変数をρから τに変えると Oでなくなる.この式の εはOに近い正の実数である.

しかも今までと違い，r(P2)< r(ρ)< r(ρs)くr(ρ，)なので， (8.7)の分母の

刀て哀万を i!Pfr戸子に変える (8.9) 

と，K以t)/ujヌ万土子)が実数であるためにはここの部分を{ImK，2(t)}/!Pfr戸子に書き変えなければ
ならない.

さらに (8.8)は積分区間〔九九〕においてのみ定義されているので， τh=τ(P2)とおき， (8.6)の τ(Ps)= 
ムηを用いると， (8.7)の

Y(tーム η)は Y(t-th)- Y(t-p，η)に

書き変えられる.ゆえに

Y(t一九)-y(t-ρ， r，) 
Vh(X， t)= 2: {ImK'2(t)} ー一一一一

この際に(8.4)および図 8.l(a)を参照すると

th = r(P2) = P2x+(/E/ +/zl)。τ刃
=EM/ c， + MN/ cZ+ NP / c，・

(8.10) 

(8.11) 

これがheadwaveの走時であり， (8.10)はheadwaveの波形である. (8.10)は t=九に出現し，反射波

の到来時 t=η/c，まで続く.ゆえに headwaveを全反射の際の反射波の前駆又は浸み出しとみなす人もい

る.

μz!μ，::::1およびcz!c，::::lの場合は図 8.2のように headwave(破線)の走時と幾何学的反射波(実線)
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の走時との区別をつけにくい.

波形の数値計算

P2~五ρくあにおいて， (5.11)を用いると， (5.9)は次のように

表わされる

/， ， :μ2 Jp2-頁¥//， .μ2 Jp2-五~ ¥ 
K12(ρ)=(1+i':.< '~ーτ )/(l-i':: v1' 1'" 
1 μ1 Jp~_p2 // ¥ μ1/P戸子/

(8.12) 

ゆえに

q=ρ/ρ1，α=ρ./ρ1 =sin θ1 < 1 (8.13) 

とおき，媒質1，2の密度を等しいと仮定すると， (8.12)から次

の表現が得られる

ImK12(q)=M4EF-/(t+豆ヰ斗
11-q2 / ¥ 1-q・/

すると

dlmK12 
dq 

を満たす qmは

2α2(1一α2)q

ι_q2 ;q亡 a2
n
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によって与えられ，この時
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ト、 ~P 

¥ 、
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¥¥/.'  3X 
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Z 

Fig. 8. 2. The comparison of the ray 
of the head wave with that of the 
geometricaIly reflected wave hav-
ing the incident angle c10se to the 
critical one. 

(8.14) 

(8.15) 

(8.16) 

日mK12(q )]max=ImKI2 (qm) = 1. 

このように ImKI2(q)の極大値がαに無関係に1である点に注目される.

きて(8.4)をρについて解き， (7.7)に習うと

q-L-z t 盟出互L /τー(~)'-一 一回且目

P1 r1ρ1 yi r1 V -¥ρ1 r1 / 

ゆえに

cot θ1 =(IEI+lzl)/x， t/(ρ1 r1) =sin λ 

とおくと (8.18)は次のようになる.

q= -cos(仇+λ)=sin(仇+λ一π/2)孟sinθ1・

π>81+λ 孟π/2+θ1・

ゆえに仇+λ=π/2+θ1すなわち

t/(ρ1 rd =sin(π/2+θ1一θ1)の時 ImKI2(t)=0. 

一方(8.16)と(8.20)によると

t/(ρ1r1)=sin{coc1( -qm) θ1}の時 ImKi2(t)=l.

しかるに cos-1( -qm) =π/2十Qとおくと (8.16)により

(8.17) 

(8.18) 

(8.19) 

(8.20) 

(8.21) 

(8.22) 

(8.23) 
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sin Q=qm:::::sinθ1(1+α2/2+…) . 

cos-I( -qm) -81一(π/2+θ，-81)=Q一θ1這O. (8.24) 

ゆえに(8.22)と(8.23)とは， αが小さいと，時間的にきわめて接近する.

数値計算に際してさらに注意すべきは λ=π/2近傍においてcosλ がOに近づくことである.この近傍

においては λの問痛を小さくしなければならない.

以上の注意をした後に，まず αをパラメターとし， (8.14)により ImK，2(q)を算出すると図8.3のように

なる.

次に(8.20)を用いて qを81+λ に換算し， 81を第2のパラメターとして各qに対する λを求める.する

と(8.19)により各qに対する t/(ρ1η)がわ
1.0 かる.

t/(ρ1η) = 1すなわち λ=π/2に対応す

るqは(8.20)により

q(λ=π/2) = -cos(Baπ/2). 

(8.25) 

ゆえに入射角 81が Oよりも大きくなるに

つれて q(λ=n/2 )は 1に近づく・ 5 
きて(8.18)-(8.20)のような置き方をする

る
バ
一
h
H

れ

v山
一
、

M

さ

m一
刀

わ

I
一t

表

一

ー

こ

一

Y

う

1
一-P

よ

一

止

の

=

3J

ハ川

+O 
M
川

X

A
U

〆
4

、

1

i

-

m

 

引
U
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• {y(t一九)-y(t-ρ1 YI)}. (8.26) 

これによると 1/(2 n ρ1角)を振巾の単位

とする head waveの変位波形は ImK，2(t)/

cosλ によって表わされるので，それを図8.4

に示した.

1m K12/cosλ 
4 

3 

2 

.5 

(a 1 

.2 

。 1.0 .5 

-→q 
Fig. 8. 3. 1m K'2 (q)， being the parameter a. 

1.0 .5 

一一一令 t/(P1円)

( bl 

1.0 1.0 

(C 1 

Fig. 8. 4. The wave form for the displacement of the head wave. A unit of the amplitude is 1/(2ゆ1η).(a) 
(IEI +Izi)/ x==O.l， (b)(IEI +Izl) / x==O.3， (c)(IEI +lzi)/x==0.5. 
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これを見ると，幾何学的反射波の到着時 t/(ρ1角)= 1近くにおいて，すでにそれの到来の前兆が見られ
る.この部分を幾何学的反射波の浸み出しと呼ぶ人もいる.速度比cdのが1に近いと， head waveの振巾

の極大は消えて幾何学的反射波につながってしまう.

幾何学的反射波の到着時の振巾は(8.7)により無限大なので，これにくらべると headwaveの振巾は無

視されるほど小さい.しかも headwaveの振巾の極大値は CdC2によって余り変化しない.むしろ CdC2が

lに近いほど極大値が大きいのは意外とも思われる.全反射の領域においては(8.17)が成立することと，

head waveの全域が反射波の勢力圏内にあって(8.26)の分母のCOSλ に支配されるからである.

しかしながら屈折法の実測上の見地からすると， head waveの立ち上りの時刻さえ確認できれば，速度

比が1に近い2地層をも判別することができる.このことは屈折法に幸いして，屈折法の実用性を高めて

いる.

head waveの速度波形

head waveの変位波形の t=thにおける立ち上りが急激で、あることに注目して，(8.26)をtについて微

分すると，t=th近傍において

dVh(X， t) _ 1 r dImK'2 y(tーら) δ(tーら) ，T " d 1 1 
一一一一一一一一一一ートーーーー一一一一一+ImK'2"::"'::一一 +ImK12一一一一一 (8.27)
dt 27ft' r， l dt cosλcos  λ dt cosλ) 

しかるに(8.14)によると t=らすなわち q=αにおいて ImK'2=0なので， (8.27)のImK'2を係数に持

つ項はその時にいずれも Oである.

一方(8.19)，(8.20)によると

d;1. 1 da 
一一=一一一一一一 一土=sin(8，+λ) . 
dt t， nCOS λdA  

( d T TF  ¥ d q sin (8，十;1.) dImK'2 
一一ImK'2=1一一ImK'21一一=一一一一一一一一一一一-dt ¥dq ........ J dt ρ， r，cos λ dq (8.28) 

しかるに(8.15)によると q=αにおいて dImK'2/dq = 1 / 0なので，この時(8.28)は無限大である.ただ

しt=らの直後において(8.28)がOになる場合は実際のの'h/dtはO振巾のこの時聞から始まるかのよう

に見えるであろう.

さて(8.28)に(8.15)および(8.21)を代入すると (8.27)は次のように表わされる.

dVh_ 1 a2(l-a2)一 q q2(1+ピ)-a2(l+α2)
(8.29) 

dt π(ρ，rd2 ∞sリベ亡7 ゲ(1_q2)+q2_a2)'・

l/{n(ρIη) 2}を振巾の単位として dVh/dtを示すと図8.5のようになる.ただしこれに似た高周波の波

形は一般には記録されない.

c，= 1 km/s， r，= 1kmの時にあ η=lsである.すると

速度波形の初動の主要な周期は 1X10ーな以下である.しか

るに計器の低周波フィルターのためと媒質の内部マサツの

ために，実際の測定においては高周波成分がいちぢるしく

カットされるからである.

このことは実は図8.4の変位波形についても言える.

head waveの波形は，定性的には入射波形の積分形であ

る.すると入射波の変位波形がδ(t)の場合は headwave 

の変位波形は階段関数 y(tーら)であり， head waveの速

度波形は o(tーら)になる.図8.4および図8.5においても

head waveのこの性質が思い出される.

。

-1 
.5 、.0.5 1.0 

-ー→ t/IP，r，1
lal I bl 

Fig. 8. 5. The wave form for the partcle 
velocity of the head wave. A unit of 
the amplitude is 1/ {π(p， η)2). (a) (!E! 
+!z!)/x=O.l， (b)(!E!+!z!)/x=0.3 
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III.透過波線パラメターの追跡

9.透過波線に対するスネルの法則

直角度標(x，z)を採用し，媒質1， 2の境界面を z=0とする

と，媒質2内の振源E(0， E)から媒質1内の測定点 P(x，z)に

至る波線の経路は図9.1のEMPのようになる.この際に Mは

波線の経路と境界面との交点であり，EMは入射波線， MPは透

過波線と呼ばれる.
一一一一一今 一ーーーー今

きて EM，MPの入射角をそれぞれ 82，81とすると

x=Etan 8alzltanθ1・ (9.1)

次に媒質1， 2内の波の速度の大きさを Cl，C2とし

ρ1 =l/cl，ρ2 = 1/ C2 

とおくと，点Eから点Pに至る波の走時は次のように表わされる

r=ρ2Esec 82+ρllzl sec θ1・

O 

E 

z 

， ， 

P 

月

X 

2 

Fig. 9. 1. Paths of the transmitted 
ray in general. 

(9.2) 

(9.3) 

ただし一般には 82は任意なので，(9.3)には図9.1の点線のような波路に対する走時も含まれる.

次に X，E，Z，P2および予1を一定とし， (9.2)， (9.3)の両辺を 82について微分すると

E sec2 82+ Izl sec2 81 d81/ d82 = 0， 

dr/d82=ρ2 E tan 82 sec 82+ρllzl tan 81 sec θ1 d8J d82. (9.4) 

さらに上の2式から d8dd82を消去すると

d r / d 82 = E sec2 82 (ρ2sin 82-ρIsin θ1) . (9.5) 

ゆえに

dr/d82=0 (9.6) 

の場合の 82，81に添字 Sを付けて一般の 82，81と区別すると，(9.6)が満されるためには(9.5)により

ρ2 sin θ2s ==ρIsin 81S (9.7) 

でなければならず，逆に(9.7)が成立すると (9.6)が満される.

しかも (9.4)の第 l式によると d8dd82<0なので， (9.7)の場合に(9.3)の τは極小で、あって， (9.7)はス

ネルの法則に他ならない.

次に数値計算の便宜のために

一Izlρ1
T= " ，X=一，Z一一::.'. Ql=一一パE万平y'"'-E'~- E' 'l;'1-P2 

とおいて各量を無次元化し，(9.1)と(9.7)とを連立させると

X = tan 82S + Z tan θIS， 

tan 81S = (sin 82S/ Ql)人11ー(sinθ2S/Ql)2 .J 

(9.8) 

(9.9) 
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しかるに(9.9)の第2式は図9.2のように示される.ゆえ

にこの図を用いると (9.9)により
4 

3 

θ28=77" (9.10) 

であることがわかる.すると図9.1の点Mが決められる.

今述べたような図式解法によらずに，連立方程式(9.9)の

B28を代数学的に解くのはきわめて面倒で、ある.

きて(9.7)と(9.8)を参照し

QI= 2の場合はz= 1， x= 5， 

2 

同
F
①

C
開

戸

小

l
l
|

(9.11) 

(9.12) 

ρs-ρ2 sin 82S =ρ1 sin θIS， 

Qs=ρs/./ t2tI = sin 82S /々 ;
(9.10)により

Qs = 0.689. 

とおくと，

(9.13) 

一方(9.8)により (9.3)も無次元化すると

れ=ゥよ三~ sec 828+ ;々zsec 81s 
.; (，)1 L 

これに(9.10)を代入すると

cos 828 = 0.225および、cos81s = 0.873 

なので

Fig. 9. 2. The relation between B2 and 
tanB1 when incident angles (J2 and (Jl 
obey Snell's law. 

30 (9.14) 

以上と違い，スネルの法則(9.7)に束縛されない一般の

B2に対して(9.1)と (9.3)とを連立させると

Ts = 4.76. 

(9.15) 

となり，複素数値τとB2との写像関係が得られる.ただし実際の関数形I(仇)やg(τ)を求めるのは，図式
解法によるとしても，きわめて面倒で、ある.

そこで(9.11)に戻り，これを(9.3)に代入して弘，

。'2=g(τ)あるいはτニI(B2)

B，sを消去すると

rS=ρ2E(sin2 828+COS2 8叫sec82S+ρIlzl(sin281S+cOS2θIs )sec 81s 

=ρsx+E/P下京+Iz同τヌ. (9.16) 

次に波路が(9.7)に束縛されない場合の波線パラメタ-pを用い，走時(9.3)の代りに、 (9.16)を単に次の

ように表わそう

(9.17) r=ρx+ E'; þ~-子 +Izl /Pτ子.

実はこれは(7.3)の指数部の iωの係数と同じであって， (9.11)の場合に

(9.18) dτ/ゆ=0

であり， (9.18)を満たす(9.17)の(ρ，τ)が(Ts，'Z"s)である.

そこで(9.17)を無次元化するために， (9.8)の他に
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.-' 

T ，/ 

5下 S S' T 

-- S 
4.84 

4.8 

4.7 

4 ーム→ReQ ・ ; 目 !・~ ReQ' 
O o・65 ・67 ・69 ・707

(a) ( b) 

Fig. 9. 3. Real T for real Q. X=5， Z=l， Q，=2. 

Q=ρ//P2P， (9.19) 

とおくと

T=Q会+ft写ご可+/Z(Q，-石可 (9.20) 

まず Qを実数として(9.10)の数値例に対して Tの実数値を追跡すると図 9.3のようになる.図(b)は図

(a)の点S近傍の拡大である.図9.3(a)，(b)によると次のことがわかる

(a) T= 0 に対して Q= -0.39. (9.21) 

一方 Q>0.707=バ7否;において Tの実数値は存在しない.これらのことは(9.20)において直観された
とおりである.

(b) 点Sにおいて(9.18)と同じ

dTjdQ= 0 (9.22) 

が成立し，T>4.84の実数値に対応する Qの実数値は存在しない.

ゆえに図 9.3(b)の点Sに注目し，これの座標を(Qs，T.)と記すと

Qs=0.690，主=4.84 (9.23) 

であって，図式解法の誤差の範囲内において当然のことながら(9.23)は(9.12)と(9.14)に一致する.換言

するとスネルの法則に従がう透過波線パラメターは(9.18)を満足させる.

図9.3において注意すべきは，点(Qs，Ts)において Tは極小ではなくて極大であることである.

式(9.17)の両辺をρで微分すると

dr一一 Eρ Izlρ 
dρ ーん ふτ子 。戸子.
これに(9.11)のムを代入すると， (9.1)により (9.18)が得られる.

しかるに(9.24)の両辺を更にρで微分し， (9.11)の九を代入すると

(9.24) 

[内 [/21lz|/f
一| 一一| 11+T1) 十一一(1十一一 l~PS < O. (9お)dp2Jρ吋 L/p~-子\ p~_p2J ' IP戸子¥~， p~-p2 ) Jp~ρs 

ゆえに

[d2r/d8n82~82S >0 (9.26) 
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の場合とは符号が逆になる.

スネルの法則は(9.6)と(9.26)とを基本にしているので， 82の代りにρを用いると (9.18)と(9.25)とが

スネルの法則を与える.

10.透過波線ノfラメターの近似解(1)

スネルの法則(9.7)に束縛されない透過波線の走時 τを追跡するには， (9.1)と(9.3)を連立させるより

も(9.17)又は(9.20)の方が好都合で、ある.

ゆえに(9.20)の根号を聞き，Qの次数について整頓すると

{(Z1)2) ノ(2;){Z+;:;.) -4~Q4_4Tーだl一一+Z+τ )Q3+2~2r';-"Z . -， Z / ‘ χ¥ Z / '" '-l 

+(三+Z+:)( T2ーZQ1-}r. )+2( Q1+斗1Q2 ¥Zハ ZQ1J ¥ Q1/J 

-4 T ~( T2-ZQ1 τ主-)Q+lT2-ZQ1一-L)2-4=0
‘χ¥ Q1 J ¥ ZQ1/ 

(10.1) 

これは Qに関する 4次方程式なので， (9.9)の場合と同様に，これを代数学的に解くのはきわめて面倒で、

ある.

ゆえにまず T=Oを(10.1)に代入すると

{(亨+Z+ジ-4}σ-2{(与+Z+を)(ZQ1十元~)ーか+昔)}Q2+(ZQ1一方~r =0 
(10.2) 

{(号+Z+会r_4}Q2弓(均十方)+(Z-i)( ZQ1ーが
±27三{亨-( Q1 - ~1)( Z Q1一方~)r2

ゆえに(9.10)の数値例に対しては

Qo=Q(T= 0) =土0.14 又は :1:0.39. (10.4) 

しかるに T=Oに対する (9.20)の解は(9.21)のみなので， (10.4)のその他の解は(9.20)の根号を開いた

ことによって生じた余分の解である.ゆえに(10.3)の右辺の根号の符号は正に限られる.

ところで(10.1)の左辺は次のように書き変えられる

{(亨+Z+会r中4-4T長(亨+Z+会)Q3+2[2T24;
+(三十Z+i)( rーZQ1一元オ+2{2十(広一法ァr}JQ2 Z ' -， Z / ー / ¥ 一一一 / J J 

-4Tゑ(T2 -ZQ1一元~)Q+( T2 -ZQ1一元~r-4
(/ X2 ， _，  1¥ハ x~ I '7'"'2 '7 r'I 1 _ t) l 

=H~一+Z+一+2)Q2_2T-ーQ+ T' -ZQ 一一二一一 2~l¥Z'U'z'''J可./z""-. ~ U ""1 Z Q1 " J 

{(ムZ+i -2)σ-2Tー互い24--L叶 4(広ーが Q2. (10.5) Z 'U' Z " J 'Qt _.'/z "" . Z Q1 ¥ 

ゆえに

()否-;-1/)否-;)2/2~1 (10.6) 
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の場合に上式のゴチック字体の項を無視すると， (10.1)の左辺は近似的に次のように因数分解される

((X21)x -:，. + Z+→ 2) Q2ー 2T一日2ー ZQ，一一寸Z ，~， Z ' "/ 'Qt "~IZ "" ，~ ~ '-'" ZQ， 

{(与+Z→-収-2T7手Q十 T2ーぬ一元プ2トo (10.7) 

しかるに(9.21)のように T=Oの場合の Qは負の実数なので， (10.7)から次の結果が得られる

(手十(IZ+7tY)Q之云T
-/{子+(IZ+古川(局7十万乞Y-(IZ+才rr (10.8) 

又は

{与+(IZーオY}Q勾長T (10.9) 

-/{手+(IZ一方y}(局了一万ド (JZ-7t)2T2
ゆえに T=Oの場合は

(子+(/Z+方)11I2Q02 一 (!ZQ， 十万~， ) 
又は (10.10) 

任日
これらの近似解に(9.10)の数値例を代入すると

Qo勾ー0.39 又は Qo定一0.14. (10.11) 

式(10.3)と比較すると (10.10)はいちぢるしく簡単である.にもかかわらず近似解(10.11)は厳密解

(10.4)に一致する.ただし(9.21)と一致する Qoが得られるのは(10.9)ではなくて(10.8)に限られる.

さて(10.8)の根号内が負になると Qは複素数になる.ゆえに図9.3を思い出すと， (10.8)の根号内を O

にする Tが主であり，その時の Qが Qsと考えられる.そこで数値例(9.10)を(10.8)に代入し，根号内を

Oとすると，次の近似解が得られる

Ts之 5.71，Qso:::0.98. (10.12) 

これと (9.23)とを比較すると， (10.12)の Zには 18%，Q，.には 42%の誤差がある.

このように誤差が大きいのは，Q，=2に対して(IQ:-11否;)り2=0あなので，条件(10.6)が十分には
満足されないためと思われる.

T>Tsの場合に

Q=ReQ+ilm Q 

と記し， (10.8)および(10.9)からそれぞれ Tを消去すると

ゆ芳r-(dzらYo:::{.fY2T一一
(最rーはlMベー 1

ZQ， +l/IZQ， 
1Z+1/1Z 
Z否， -1/1万 l
1Z-1/1Z 

(10.13) 

(10.14) 

(10.15) 
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しかるに(9.8)に戻ると

X//Z 
Ifl:tl/fll IE:tlzll 

(10.16) 

. P 
J1JPJJつλ
E'1rkf/' 

0.:もノ/

01 / 
X 

z 

ゆえに図 10.1のように z=0に対する Eの鏡像を

E'とし

R2 =EP， RI =E'P (10.17) 

/ 

'(2/// 
2 

E 

および

tanY2=x/(E+lzl)， tanYI=x/IE一Izll

(10.18) 

Z 

Fig. 10.1. The distance and the inclination of the 
observation point from the source and its 
町llITOr.

とおし

すると (10.14)，(10.15)はそれぞれ Qの虚軸と

払%の角度をなす漸近線を持ち，

X//Z 
ReQ=Qs= ，; X2/ Z+(!Z :t1/!Z)2 

.1 jZQI :t1/応|
/Z:t1/、IZ

ImQ 

ペ 門口
u
ρhv 
n
k
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「
》
-

イ

'

一
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4
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・

一

4
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一

f

A
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一

d
y
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'
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J
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日。 o

(10.19) Fig. 10.2. The Iocus of Q on the plane of the ray. 
parameter. X=5， Z=l， QI=2. 

を頂点とする双曲線であることがわかる.

数値例(9.10)に対する (10.14)が図 10.2に破線で示されている.この図の太い実線は図式解法による厳

密解(9.21)Qoと(9.23)Qsとを結ぶ直線である.

なお比較のために次節の双曲線(11.9)が点線で示されている.

この図の数値例のように /Z-1//Z=0の場合は(10.15)は意味を持たない.
ゆえに(9.10)と違う数値例

X=5， Z=1.5， Q=1.2 (10.20) 

を採用してみよう.この時(/否z一1//否1)2/2=0.02なので，条件(10.6)に対してかなり有利である.

まず(9.20)に(10.20)を代入し，Q壬バ7否;の実数値に対して Tを追跡すると図 10.3が得られ，この図
から次の厳密解が得られる.

T T 

5 s ..-
:'s' 

S 
4・59+一一:::.===i

4.5 

4.4 

ReQ ReQ 
ー・46 0 0.64 .86 .66 .90 .92 

(a) (b) 

Fig. 10. 3. ReaI T for reaI Q. X = 5， Z = 1.5， QI = 1.2. 
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Qo=ー0.46，Ts=4.59， Qs=0.86. (10.21) 

Qo之 -0.46，Tsた 4.67，Qs =0.92 

次に(10.10)の第1式およぴ(10.8)に(10.20)を代入すると，近似解

00.22) 

が得られる.この時(10.21)と (10.22)とを比較すると， (10.22)の仏および主の誤差はそれぞ、れ7.0%お

よび1.7%である.

念のためには0.10)の第2式および(10.9)に(10.21)を代入すると

Qo~ ー 0.15，弘之5.99 ， Qs~己1.45 (10.23) 

になる.しかし(10.23)は(10.21)'と大きく違うので， (10.23)は(9.20)に対する余分の解と考えられる.

図9.3(a)および、図 10.3(a)にT>たにおける ReQとTとの関係(10.8)が点線で示されている.
点S'が点Sに近いほど(10.8)は厳密解に近い.

11.透過波線ノfラメターの近似解.(2)

4次方程式(10.1)の因数分解近似は(10.5)に限られない. 00.1)を次のように書き変えることもできる

{(手+Z+ト収-ATQ+TZ-za-i-Q」}) Iq! -"-rz 1 Iq!' 1 - b Iq!' - ZQ， -">11 0， 

一 +Z+ーサQ3-277TQ+T2-ZQ1-ー +Q，十一}= -( Q，-~J. (11.1) ((X21)X11  
Z .~. Z ~J"'" ~JZ~"". ~ ~"，. ZQ，' "，..  Q，J 

{( Q， -1/ Q， )/( Q， 十 11Q，lF ~1

の場合に(11.1)の右辺を鮒見すると

Q2-4附 T2-ZG--L-Q」)(X; +Z+ ~+2)ハ必 j Z+L+ Z+Z)(，l--Z JZ 1 ¥，!T l-L.， ¥，!，-ZQ， -Iq!' Q， J 

{( x;十会)ハ二 l l j ぴ-2一色TQ+T"-ZQ，一一二一十Q，+一「之O.ZTL." Z-"')Iq! -"  JZ 1 "'" ，~ ~"，. ZQ，' "，..  Q， J 

ここで(10.6)の左辺と (11.2)の左辺とを比較すると図

11.1の実線および破線のようになる.ゆえに Q，<2.9にお

いて近似(10.6)の方が有利である.ただしこれが近似式

(10.7)と(11.3)にどのような違いを与えるかは直観的には

わからない.

T=Oの場合の Qの符号に留意すると， (11.3)から次の

近似解が得られる.

{互と+(;玄+よれQ之」ζT-rf三Ll Z '¥V ~ ， JZ / J"" -rz ~ Ll Z 

+(rzすy}{(IZQ; +万乞r
+(~一方ァY}-(!Z+ AyT"]ぺ

ゆえに

(11.4) 

(11.2) 

(11. 3) 

0.5 

/
 /
 /

 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 /
 λ
 O 

2 3 

一→ Q1

Fig. 11. 1. The comparison of the two 
approximations. The solid line means 
(j亘-1/!Q.)切 andthe broken one 
does (Q，一1/Q，)2/( Q， + 1/ Q，)2. 
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(手+(fl-A-y}Q勾会-[{手+(flーが}{(厨一方ァr
-(1否花子}-(fl一方yT2r
さて数値例(9.10)を上式に代入すると (11.4)から次の結果が得られる.

Qo，，=，-0.41， T."='6.02， Qs"='1.04. 

111 

(11.5) 

(11.6) 

これと厳密解(9.21)， (9.23)と比較すると， (11. 6)の各数値には 5%， 25%および51%の誤差がある.

すなわち数値例(9.10)に対しては近似解(10.11)，(10.12)の方が誤差が少ない.

近似解(11.5)は(10.9)と同様に余分の解と考えられる.

次に数値例(10.20)を(11.4)に代入すると近似解

Qo"='ー 0.46， Ts勾 4.68， Qs "=' 0.92. (11.7) 

が得られ，これは近似解(10.22)と一致する.

一方(10.20)を(11.5)に代入すると

Qo"='-0.03， Ts"='5.71， Qs"='1.38 (11.8) 

となる.しかしこれは(10.21)と大きく違い， (9.20)に対する余分の解である.

近似式(11.4)， (11.5)においても T>九の場合に(10.13)のように記し，それぞれの式から Tを消去す

ると

(主皇-)2-( M)1 1 j(局+1//河川/Q，一両)2F
x/、IZJ 'fl+1/flJ ~l/X2/Z十 (.fZ+1/.fZ)2 fl +1//芝

(11.9) 

( y~むー/M11 1 /(局1-1/局 )2ー(ぬ~-1/ぷ )2F
x/fl J 'fl-l/flJ '-l/X2/Z+(.fZ-1//Zア fl-1/fl

これらの双曲線はそれぞれ(10.14)，(10.15)と同じ

漸近線を持ち，頂点の座標ReQ=Qsのみが近似の違

いだけ異なる.

数値例(9.10)のQだけを変化させ，図9.2を用い

て Qsと九との関係を調べると図 11.2のようになる.

曲線上の数字は Q1を意味し，Z=1の場合は(9.20)に

よって明らかなように，Q1をl/Q1に変えても同じ結

果が得られる.この図を見ると， (10.8)， (11. 4)等か

ら期待される Qsと乙との単純な直線関係は厳密解に

おいては Q1勾 l付近においてしか成立しない.換言す

ると， (10.1)の厳密解は特に Q=Qs近傍においてき

わめて複雑な表現であることが知らされる.

あいにし波形の算出に大切なのは Q勾 Qs近傍なの

で，その見地からすると上述の近似解(1)， (2)はいずれ

も適当でない.

(11.10) 

Qs 

1.0 

0.5 

/ 

/¥  
JfJ¥¥100 
/¥に l1t→Ts
O 5 

Fig. 11. 2. The relation between Ts and 
Qs， being the parameter Q1. X = 5， Z = 
1. 
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12.透過波線ノfラメターのきわめて厳密に近い解(3)

波線パラメターρの実数部をゑ虚数部を五と略記し

ρ=t十iρ

と書くと

ρ~-ρ2=ρ~-p+ír-2ip五 j=1， 2.

ゆえに

ρJ cos 2σj==必_p+p2，ρJsin 2σ'.;=2tρ 

とおくと， (12.2)は次のように表わされる

ρ~-ρ2=ρJ e-2坤;

p]=lp必3一ρ2可I={α(p必3一P+五)戸2+(α2t五)2}山

必戸E子2_可pんJ点(化C∞OS刊σめj一isin泊nめω);ρんj==-凶戸Z子2卜

しカか益も 7において課したのと同じ条件

RelP戸子 >0

を(12.5)に課すと

ρj COS σ'j > 0， 

ゆえに(12.3)の第2式により

TPミOに応じて sinσj芝O.

一方において

si向=士(l-cos20'j)， CO向=士山OS20'j) 
なので，これらの右辺に(12.3)の第 1式を代入すると， (仕12.5ω)と(12.7η)およぴ(臼12.8ω)により

ω…i泊nの戸=吐士7オ古寺←{山p
んμωC∞…O
ゆえに

ρ~-P+ír 与さ O に応じて Isin σjl手COSσJ・

次に(12.1)と(12.5)を(9.17)の右辺に代入すると

r=tx+Ep2COSσ2+lzlρ1COSσ1 +i(五x-Eρ2sinσ2-lzlp1sinσ1). 

ゆえに

Imr=Oとすると五X=Ep2sinσ2+lzlp1sinσI

でなければならず，これに対応して次式が得られる

(12.1) 

(12.2) 

(12.3) 

(12.4) 

(12.5) 

(12.6) 

(12.7) 

(12.8) 

(12.9) 

(12.10) 

(12.11) 

(12.12) 
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r= Re r= iix+ Ep2 COSσ2+lzlρICOSσ1・

今後はρ>0およびρ>0の場合のみを問題とし

ω'j~あ ρ2+グ

とおくと， (12.8)と(12.9)により (12.12)および(12.13)はそれぞ、れ次のように表わされる

12 xp =E{(wl+4t2五2)山一助}山+lzl{(w?+4t2p2)山一肌}ぺ l 
Jすr=l2x五十E{(wl+4t2p2)1/2 +仇}山+Izl{(w? +4t2pz)1/2十wd円 j

113 

(12.13) 

(12.14) 

(12.15) 

この連立方程式は(τ，p， p)の関数関係を与えるが，これを代数学的に解くのはきわめて面倒である.
ゆえにまず(9.8)，(9.19)のような無次元化を行うと， (12.14)および(12.15)はそれぞれ次のようになる

W2=1! QI-()2十Q2，WI = QI -(J2 + Qz 

および

12 XQ={(W22十4i;?(2)1/2-W2P/2+ Z{(WI2+4Q2Qz )1/2_WIPペ、

I2T=12ーζC←:{(Wl+4 Q2Q2 )1/2+W2}1/2+jZ{(WI2+4 Q2Qz)υ2+Wd円 j
jZ"". jZ 

連立方程式(12.17)にQ=0を代入すると

l!QI-Q2 > 0およびQI-Q2 > 0 

(12.16) 

(12.17) 

(12.18) 

の場合に第 1式は必らず満され，しかも第2式は Qが実数の場合の(9.20)に一致する.ゆえに(12.18)は図

9.3および図 10.3の図式解における ReQの上限を与える.

逆に言うと (12.18)が満きれない場合は(12.17)の第 1式の右辺は Oでない.すなわち Qは複素数であ

る.

まず l/QI<QI~ I Q2_Q21 の場合を考え，

院:::::_ Q2+Qz 

とすると， (12.17)は次のようになる

X2+(l+Z)2 
XQ=(1+Z)Q， T="" ~T\;す

X';Z 

すると，これの第 1式は双曲線(10.14)や(11.9)の漸近線と一致する.

今度は単に

1 jQI < QI および l!QI < Q2 

(12.19) 

(12.20) 

(12.21) 

とすると，条件(12.18)は満されず，近似(12.19)も許されない.止むをえず(12.17)を直接解くために，数

値例(9.10)をこれに代入すると

512 Q = {(W22+4 Q2(2)川 _ W2P/2+ {(WI2+4Q2 (2)山 -Wdlペ
I2T=5/すQ+{(Wl +4 Q2 Q2 )1/2+ W2P/2+ {(WI2+4 Q2Qz)山 +wd九
W2=0.5-Q2+Q2， WI =2-Q2+。 (12.22) 
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そこでQをパラメターとし， (12.22)の第 1式 ImQ 

右辺をoを変数として追跡し，左辺の直線との交 1.0 

点を求める.すると 1組の解(Q，Q)が決められ

るので，この手順を繰返すと (12.22)の第 1式の数

値解が求められる.このようにして求められた数

値解(Q，Q)を厳密解とみなし，図 10.2の破線の
近似解双曲線に重ねると図 12.1の白丸のように

なる.白丸は図 10.2の破線(10.14)よりもむしろ

点線(11.9)の方によりよく一致するがその違いは

0.5 

O 

/
 Je 

。日 ReQ 
Qs .JQ-， 2 

Fig. 12. 1. The comparison of the approximation 
of Q to the strict solution. X=5， Z=l， Q，=2. 

ここでは問わない.

図12.1を見ると，近似解双曲線の頂点の座標(10.12)や(11.6)が真の Qs(9.23)と喰い違うことから予期

されたように，ImQが大きい処で近似解双曲線(10.14)は厳密解と一致するが，ImQがOに近づくにつれ

て近似解は厳密解から大きくはずれる.ただし ImQ::::0近傍においては厳密解の数値の精度が落ちる.精

度を上げるためには数値計算の桁数を大にしなければならない.

しかるに図 12.1の厳密解を参考にして

Q2勾 l/Q，< Q，かつO勾 O (12.23) 

の付近に着目し，さらに

。2~ Q，一l/Q， (12.24) 

とすると

笠全::::__2Q内 定笠己宣，-< 1 (12.25) 
W， Q，_Qi'+Q2 Q，-ω1一

を満たす ImQが存在する.

ただし不等式(12.24)および(12.25)の最後の不等式を独立

に満たす ImQの上限はそれぞれ図 12.2の破線および鎖線

のようになる.ゆえに (12.25)の全体を成立させる ImQは破

線および鎖線のいずれよりも下の領域になければならない

とにかく (12.25)の全体が満たされる場合は

{，， 1(2QQ¥2， ，1 
(W，2+4Q2 Q)川-w， ::::w， h+一(τ干~~r+… -1} 定一十一一

l¥W， / -J Qf-1. 

人 {(W，2+4Q2Q2)1/2-wdI/2::::J2(Q~ ，...1)-1/2Q. 

これに反し， (12.23)の Q付近において

2 QQ2/W2=不定.
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Fig. 12. 2. The permissible region of 1m 
Q ， satisfying whole relation (12.25). 

(12.26) 

ゆえに W2に関しては(12.25)のような近似は成立せず，したがって(12.26)に対応する近似も成立しな

し、

結局(12.23)のQ付近においては2.17)の第 1式は次のように近似される.

J玄XQ::::{(Wf+4Q2Q")1/2_W.}1/2+Z(ーしγG
\ Q~-l / 

さらにこの式の根号を聞いて整頓すると次の結果が得られる.
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Cのいかんによらずo勾 O (12.27) 

又は

Q2 A..11  'Tr _i寸--
L2一可耳石了子王i;L=.li.-L"石戸1 (12.28) 

これらの解の中の(12.27)は，図9.3や図 10.3において見たように， ReQ孟 1/Q1の実軸が(9.20)の解

であったことに対応する.一方の(12.28)は

。=:i:.Q/L
を漸近線とする双曲線であって，この双曲線の頂点 Qsは(12.28)にImQ=0を代入すると得られ

Qs=ー」一 L二、Q1U+1 
図12.1の数値例(9.10)および図 10.3の数値例(10.20)に対して(12.29)はそれぞれ

Qs=0.690 および 0.858 

であって，これらはそれぞれ厳密解(9.23)および(10.21)の仏と一致する.

元来，厳密解の点 Qsにおいては ImQ=0なので，Q1ヰ lの場合は図 12.2に見られるような(12.25)の近

(12.29) 

(12.30) 

似は必らず成立する.ゆえに(12.29)は厳密解とみなされる.

これに反し Q1~ 1 の場合は ImQ~O において (10.6) や (11.2) の近似が良好で、ある.

以上の経過を大観するために図 12.1の点 Qs近傍を拡大し，双曲線(12.28)を点線で加筆すると図 12.3

(a)のようになる.すると数値例(9.10)に対する厳密解の白丸は破線の双曲線(10.14)の1部と点線の双曲線

(12.28)の l部及びこれらの2つの双曲線に共通な切線上に分布しているように見られる.

式(9.20)を代数学的に厳密に解くのはきわめて厄介で、あるが，図式的には上述の3部分を連ねる太線に

よって解は大観される.

数値例(10.20)に対しては厳密解は算出されていないが，双曲線(10.14)，(12.28)およびこれらに共通な

切線が図 12.3(b)に示されている.

厳密、解に対する近似の誤差は一般に

Q1 ~1 ， Q~O において破線は大，点線は小

Q1勾 1，Q~O において破線は小，点線は大 1 (12.31) 

ImQ 

(8) ImQ 

(bl 

0.5 

/ρ〆

." 。..... 
..... 
" .... 

，'-

j 月予〆 .' 
~:に..'

~，"Y" 
〆.，r-;-'- 〆 一一→ ReQ
.'ρr  

0.5 

/
f
 
，，
fμ 

一一一→ReQ
O O 

Qs 1.0 1.5 Qs 1.0 1.5 

Fig. 12. 3. The ray-parameter of the transmitted wave on the complex plane. (a) X=5， Z=l， Q1=2， 
1/1否1=0.707.(b)X=5， Z=lムQ1=1ム1/.[Q1=0.913_ 



全般的にはおEいの欠陥を補償し合

ReQ 

鏡

である.すなわち破線と点線とは長所と短所とが相反しているので，

う結果になる.

o 之 O と Q~O との中間部，たとえば図 12.3(a)の蔭を施こされた部分は，破線と点線とが双方の欠陥を

補償しずらい部分であり，両双曲線に共通な切線が厳密解であるとの理論的根拠は乏しい.しかしこの共

通切線は点線から破線に滑らかに移り変る曲線の中てか最も単純で、' しかも厳密解にきわめて近い.

次に Q:::::O から Q~Oまでを単一の曲線で表現するために， (12.20)を漸近線とし， (12.29)を頂点に持

つ双曲線を作ると

Q2 Q" 1 L" 
X2 O+Z)2 Q1X2 L"+1・

これに数値例(9.10)を代入すると図 12.4の鎖線の双

曲線になる.点線および破線の双曲線はそれぞれ図 12.3

(a)のものと同じであり，破線の直線は鎖線および破線の

双曲線に共通な漸近線である.図 12.4によると双曲線

(12.32)は，点 Qsのごく近傍を除き，他の双曲線よりも

厳密解に対する近似が悪い.

ゆえに図 12.3に戻ると，実は透過波を問題にする際に

最も大切なのは点 Qs近傍であり，ここでは近似(12.28)

がかなり厳密に成立する.

すると
Fig. 12. 4. The comparison of three hyper-
bolas which represent respectively a 
different part of the strict solution. 

(12.32) 
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(12.33) dQ/ dQ =O/L2) Q/Q. 

(12.34) 

さらに(12.26)の近似と同程度に

{(W12+4 Q2 (2)lf2 + Wd1f2:::::/2 (Wl + m1_1 (2) 
ゆえにこれを用いると， (12.17)の第2式は次のようになる

X 1 ー /ハ¥
T之hQ+万7((院，2+4Q2 (2)lf2十肌}叫vIz(Qlー Q2+詳士ρ)
そこでは2.28)のImQを(12.35)に代入して点S近傍の TとReQとの関係を求めると図 12.5の点線

(12.35) 

(12.36) 

になる.この図の実線の曲線は図 9.3の1部であり.この図により (9.20)の Qの実根部分から複素根部分

への移動が連続的に見られる.

ただし (12.36)は点Sにおいても

T一忠之 4.6(Q-Qs) 

(12.37) dT/dQキO.

(12.38) 

しかし (12.33)により

71=認(1+普)=認(1+i七ぎ)

(12.39) 

点Sにおいて

なので

lzliEL+(上♀n山
dQI-dQ.い L"Q

ゆえに(12.28)のImQ=Qを上式に代入すると図 12.5(下)の点線IdT/dQIになり，
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IdT/dQI=Oであることがわかる.

しかるに

IdQI = /(dQ)2+(dQ)2 

なので，

lQ|=2|dQ|=ZJMdO/dC)2dG 

(12.40) 

とおき，これに(12.33)および(12.28)のImQを代入す

ると，頂点 Qsを起点とする双曲線の分枝の長さ IQI

が算出される.ただし定積分(12.40)の解析解は求めづら

い.ゆえに図 12.3を用いて図式解を求め，図 12.5の横

軸を ReQから IQIに変える.すると図の点線(12.36)は

破線のように変形する.こうすると点Sの両側において

Tが連続であるのみならず，Tの傾斜も連続になる.

数値例(10.20)に対しでも，今述べたのと同

様に TとReQおよびTとIQIの関係を求

め，図 12.6にそれぞれ点線およぴ破線で示し

た

実線は図 10.3の1部である.

図12.5の上方および、図 12.6の点線は，図

9.3 (a)や図 10.3(a)の点S'から始まる理論直

5.0 T 

5.5 

5.0 

4.5 

T 

、〆/
円ら/

/~，てノ ノ/、、 ノ
山

~ t民.-/ / 
." . 〆
-<.:ら./ /〆

ぺ~.' / 

ノ〆
，〆

/ 
/ 

/イ/一一一一一→101

χIdT/dQI  r 
一→ReO

10 
0.6 0.7 0.8 

Fig. 12. 5. The relation between T and Q 
near the stationary point S. X = 5， Z = 1， 
Ql=2. 

/，...，0会/J
...I，.'V-，'-
〆ペb・-
ヘぞらン / .' ...--...--...--

~'ニーー二二一一一→IQI
線を思い出させ，いずれも直線に見える.し

かし今度は直線であるとの理論的根拠は与え

4.5ト~ ...J 

られていない.
0.8 0.9 1.0 

ゆえにこれを調べるために

。'j={(貯 +4Q2Q)山+w，.}山/!す
Fig. 12. 6. The relation b巴tweenT and Q near the 
stationary point S. X = 5， Z = 1.5， Ql = 1.2. 

(12.41) 

とおき， (12.22)の第2式の右辺の演算の際に算出された SJ1とぬとを別々に示すと図 12.7のようにな

る.すると図 12.7(a)の点線(Ql+SJ2)/2は直線ではないが，d{(SJ，+SJ2)/2}/dQ=-0.20の細い実直線に

近い.図 12.7(a)と図 12.5と比較すると前者は縦軸が10倍に拡大きれているので，図 12.5においてはき

わめて良い直線性が見られ，その傾斜が5-0.2X 2 =4.6であったのである.図 12.7(b)に示されているよ

うに， Ql=1.2の場合も必は直線に近い.

一方(12.41)をReQで微分し， (12.33)を代入すると

dSJj 1 Uβ¥1. 1¥l  
~ 21-二三一+(;)2)-11-一一wndQ ./2 SJj(Wl+4Q2Q2)1/2 n u 可

)
\~ urJ J 

しかるに ReQ=Qsにおいて ImQ=0なので

。'j(Qs) =./2京市江

宅ぎs)

房長γ{(L~示了 )'-(1-七)}

(12.42) 

(12.43) 
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fl2 fl， fl2 
(8) 4ト (b) 

0.， 

0.40 0.70 

1.20 

0.35 0.65 

0.15 、11.15

0.2 

¥ ~ 0.60 
0.， 

fl， 

0.10ト 一一→ReQ 一一~ReQ

0・7一寸一一一一一0・8 0.9 0.9 むO

Fig. 12. 7. [21(Q) and s (Q). (a) X=5. Z=l. Ql=2. (b) X=5. Z=1.5. Ql=1.2. 

これに数値例(9.10)を代入すると

dQ2 (Qs) / dQ=o. 29 

となり，これは図 12.7(a)において見積られる数値と合う.

13.近似解についての吟味

(12.44) 

振源から測定点までの透過波線の走時 τは(9.17)のように波線パラメターρの関数として表わされる.

しかるに一般にはρは複素数なので， (12.1)のように表わすと

dρ=dp+id五.

ゆえに

とすると，dρ/dPが決められるので

77=??(1+j??)-1 

ほ1=1去1{1+(~~)γ 
ゆえに

Idr/dρ1=0 

であるためには

dr/dp=O又は dP/d五=0.

実は(13.4)を満足させるρは fのサドルポイントである.

(13.1) 

(13.2) 

(13.3) 

(13.4) 

(13.5) 

ρを実数に限ると (13.5)の第1式を満たすあは図9.3や図 10.3のように Tの極大値%を与える.しか



波線パラメターについてのくわしい考察 119 

し%よりも小さな τに対応する波(7.3)の積分値は(7.2)の演算の時のように Oなので， τ<'l"sの波は実在

しない.

ρが複素数になると，図 12.5や図 12.6のように，Psにおいて τは最小であって，これがスネルの法則

を意味する.

きて近似式(10.8)の両辺を Qについて微分すると

ヂ (/Z+合y=
{三一+ .--_. /Z十1//Z門 )立
/Z' JJ，三~+(/玄+土)"~(/Z否l 十一1 )"-(/Z+ ~ )"T2 ) dQ. (13.6) 
Vlz ¥ /Z J J\~， • !z否~ J ¥V ~ . /Z J 

この式の右辺の根号内を Oにする Tを九と記すと

!z否;+l!/ZQ/X2 • { iす 1V 
(13.7) /Z + 1/ /Z V z . ¥ v ~ • /Z J 

であり，

[立JT=TS= [ X2即位+1//Z)2用可Eぽ -T2]=O(138)
dQ JT=Tsー (/Z十1//芝)T V L S 戸 Ts

ただしこの時の Qは双曲線(10.14)の頂点なので， (13.5)により(13.8)の成立はすでにわかっていた.

そこで(9.8)により (13.7)の無次元化を解除し，図 13.1を参照すると

rs=(Eρ2十IzlρI)R2/(E+Izl) = (Ep.+lzlρl)sec Y2=ENρ2+NPρ1・

すなわち図 13.1のENPが近似解(1)の(Qs，主)による透過波線の

経路である.これに対しスネルの法則を満たす波線の経路は EMP

のようになるべきである.すると近似解(1)の(Qs，T.)は(13.8)を満

たすにもかかわらず，スネルの法則に従がわないかのようである.

ただし，近似解(1)は C1=C2の時に厳密解と一致するのであった.近

似解(1)のENPと厳密解と EMPとを同一視すると，近似解(1)の

(Qs， T.)もスネルの法則に従がうと言える.これに反し経路ENP

とEMPとを同一視しないなら， 近似解(1)の (Qs，T.)を厳密解と

同一視することもできない.

O 

E 

Z 

〈吟/

/ 

N/ 

ノ
ノ
/ 

(13.9) 

P 

X 

2 

近似解(2)の (Qs，Ts)の波線経路を図示するのはむずかしいが，

(11.4)によると

Fig. 13. 1. The transmitted 
ray-path of Ts in eq. (10.8). 

rs(2) = rs(l){l十(/石;-1//否;)2/(/ ZQ1 +1/!Z否1)2}山孟 rs(l). (13.10) 

ゆえに Qが1から離れるにつれて近似解(2)の%は近似解(1)の%よりもさらに厳密解の τーから遠くな

る.

次に近似解双曲線(12.28)の頂点の座標(12.29)を(12.17)の第2式に代入し，無次元化を解くと

ロ=xρ2行主Z叫五王子叫1/1すdtT
ゆえに

L=tan ()2 

とおくと

L2/(1+L2)=sin2θ2， 1/(1+L')=cos282 

(13.11) 

(13.12) 



120 回治米鏡ー

なので， (13.11)は次のように書き変えられる.

rs =: XP2 sin山 2叫c川批F日(去十←ト討sin
(13.13) 

P 

h
o
 

sin 81 = (ρz/ρ1 )sin 82 (13.14) 

T 

2 

O 
X 

ゆえに

92 
D 

とおき，図 13.2のように E 

x=OM十MD (13.15) Z 

Fig. 13. 2. The ray凶pathdue to 
Qs in eq. (12.29). と分解すると

'Z's=EMP2+MPTl・ (13.16) 

しかるに(13.16)は(9.3)と同じであり，しかもこの時の条件(13.14)はスネルの法則(9.7)に他ならない.

ゆえに(12.28)は近似解双曲線であるにもかかわらず，これの頂点の座標(12.29)は解析的にも厳密解であ

る.

ただし(12.28)の第2式の無次元化を解くと

EL=x一Izl{(ρ1/ρ2)2_1}-1/2. (13.17) 

これに(13.12)を代入すると (13.15)は成立しない.

このムジュンを解決するために近似式(12.26)の代りに次式を採用しよう.

2(j2(Jz nA? (J2 . nA. Q~ 
一一 一-wi -<-Q! Ql-Q2+ (Jz.~L. "'---Ql-Q~ 

すると (12.28)のLは次のように変わる

L=X-Z-，=二与デ
，! Q，-Q~ 

これに(12.29)を代入し，無次元化を解くと

(13.18) 

(13.19) 

EL =x-Izl{(ρdρ2)2(1+ V)/ L2-1}山 (13.20) 

しかるに(13.12)および(13.14)によると

{ (ρdρグ(1+ L 2)/ V _1}-1/2={ cosec2 8，一1}-1/2=tan θ1・

ゆえに(13.20)は(13.15)に一致する.

そこでは3.14)と(13.16)を同時に満足させ，しかも (13.15)を厳密に成立させる解を見付けるために

は2.29)と(13.19)とを連立させると

1 L
2 

'" ~I ハー ¥1/2 Q~=一一一一， L=X-Z(告i--1)... (13.21) 
Q， V+ 1 ' ~ ，~ ~ ¥ Q~ • / 

しかるにこの連立方程式を解いて(0..，L)を求めるのは(9.1)と(9.7)とを連立させて(九， 8'5)を求める

のと同等で、あって，いずれにせよ 4次方程式を解かねばならない難関にぶつかる.

そこでは2.28)のLを第l近似として

，L=X-Z( Qf_1)-1/2 (13.22) 

と記し，これを(13.21)の第1式のLに代入した時の



1Q=(土」L)U2
Q1 1L2十1

をQの第 1近似とする.

波線パラメターについてのくわしい考察

次に (13.23)の1Qを(13.21)の第2式の Qsに代入し，

(Ql ， ¥-112 ハ (1 2L 2 ¥112 
2L=X~ZI -:". -11 20=1ーァ一一一一一l

¥1 Q2 ~J 可 \ω1 2L2+1/ 

をそれぞれLおよび Qsの第2近似とする.

さらにこれを繰返すと LおよびQの第 n近似が次のように定義される.

/ο、¥ー112 _ (1 nL 2 ¥112 
nL =X-Z(ーヱム、-1) nQ=(一一一一γ一一l

¥n_lQ2 ~J \ Q1 nL2+1/ 

このようにして

121 

(13.23) 

(13.24) 

(13.25) 

nL=n-1L (13.26) 

とみなされるに至れば. (13.26)を真のLと考えることができる.する 1.0 

とnQが真の Qsである.

ただし図 13.3を見ると.L> 3 -4においては Lの変化に対し Qsは

鈍感で‘ある.ゆえにこの場合は遂次近似(13.25)を追求するまでもなく，

第I近似(13.23)を真の Q の代用にすることができょう.解(12.30)が

厳密解(9.23)や(10.21)と一致したのはこのためである.

これに反し(13.19)のLはQの違いに敏感なので，第 1近似 1Qを用

いると幾何学的関係(13.17)が(13.15)に一致しないムジュンを生じた. O 

一一一→L

5 10 

一方.(dT/dQ)Q=Qs= 0なので.Qsの違いに対して Zは鈍感で、ある. Fig. 13. 3. V/(V+1) 

ゆえに真の Qsの代りに第 1近似 1Qを用いても走時 Zは厳密解からは

ずれず. (13.14)と(13.16)の同時成立が保証される.この際に真のLはダミーにすぎない.

14.波線パラメタ -pから走時 τへの変数変換およびこれを用いた透過波の波形の演算式

一般に双曲線

(Re ρ/ A)2ー(Imρ/B)2ニ1

を満足させるρの2次方程式を

ρ2-2arρ+b(r) =0 

とすると

ρ=ar土d弓亡百万.

ゆえに

dr(ρs)/ dρ=0， rs= r(ρs) 

とし

a2 r2-b( r) =が(d-r2) 

とおくと， -r>-rsの時に

(14.1) 

(14.2) 

(14.3) 

(14.4) 
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Reρ=ar， 1mρ=k，(iτ三: (14.5) 
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これが(14.1)と一致するためには

α=A/ rs， k=B/ rs. 

ゆえにこれらを(14.4)と(14.3)に代入し， ()=τ/7:'sとおくと

ρ=A8十B江士82，8=r/rs・

dρ A/1-82-B8 
d8 /1-82 

しかるに(14.6)により

/1-82=(ρ-Aθ)/B 

なので，これを (14.7)の分子に代入すると

A訂-82-Bθ={Aρ一(A2+B2)θ}/B. 

(14.6) 

(14.7) 

(14.8) 

一方において(14.6)をOについて解くと

(A+B2)θ=ρA:tBIA+B2ー ρ2

ゆえにこれを(14.8)に代入すると

A/1-82-B8=平IA+B2_p2. 

(14.9) 

(14.10) 

さらにこれを (14.7)の分子に代入すると

dp d8 :tid 
一+一一一一=一一一一三一 (14.11) 

IA+B2-ρ.- 'j亡百五 R士d
この式の右辺の±は， (14.9)に示されているように， ρ=0における Oの正負に対応している.

きて(12.28)の無次元化を解除すると

(五/L)2一五2_ρV(1+V). (14.12) 

そこで，これと (14.1)とを比較すると

A2 =ρ~V/(l+V) ， B2=ρV(1+V). 
A2+B2=ρ2. (14.13) 

ゆえにこれを (14.11)に代入し， ()(ρ= 0) > 0を考慮に入れると

dρ/IP子主~idr/hて玄 (14.14) 

これは(7.8)のdτ/φ と同じ表現形式である.ゆえに(7.3)の演算を (7.2)と同様に実行することができ

る.すなわち(7.3)に(9.17)を代入すると



波線パラメターについてのくわしい考察

f∞)~ V，r(X，ω)=つ"-1 {l+K21(ρ}}eiWT(P) ~・
生7f"'ー曲 γρZ-ρa 

r(ρ)=ρx十E/P戸子+lzl!Pτ子.
きて図7.2にならって，積分路を図 14.1の曲線CPsDのよ

うに変形する.曲線CPsは図 12.3のように，双曲線(10.14)と

双曲線(12.28)およびこれらの共通切線から合成される.図 10.

1のように"は振源Eから見た測定点の仰角の余角であると

同時に，図 10.2のように%は双曲線(10.14)の漸近線と ρの

虚軸との聞の角である.曲線PsDはρの実軸に対してムCと対

称である.

しかも |ρ1=∞の円周上において(14.15)は(7.2)と同じにな

る.すなわちそこでは図 14.1は図7.2と同様になり，図3.3の

点線と同じ半円周上の積分値はOである.ただし図 13.1に示さ

れているように，図 14.1の%は図7.2のぬに対応する

ζOEMとは違う.
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(14.15) 

1m p 

Po 
→Re p 

すると (7.12)の時のように， (14.15)の積分路は次のように変

えられる.

にう子=(fcPS+のぞ
Fig. 14. 1. The path of the integra-
tion for the transmitted wave. 

(14.16) 

ゆえに Imp<0に対しては(14.11)の虚数部が負であることに留意し， (14.14)により積分変数をρから

Tに変えると， (14.15)は次のようになる

I rτ r曲¥ dr 1 r~ dr 
V，r(X，ω)=一一[1 -I ) 一一一一一 =~I 一一一一一一

4π1ムん/;r亡子~ 2π J.S ./ r2-d 

f∞ Y( r-LS) 
=τ':.....1 {l+K21(r)}一下子=〒e
己π.10 旬 γ-rs

この式は(7.14)に酷似していて， (14.17)の逆フーリエ変換の実数部

1 r~ ，. ， TT I，¥l1 Y(tーら)
U付(X，t) = Re{.'l V，r(X，ω)} =τ':.....[Re{l + K21(t)}]一下デ=デ

4π.;  t'-L~ 

が tな%近傍の透過波の波形である.

次に甲j=./P~-子も (12. 1)のように

ゎ=長+iijj 

と略すると， (7.4)により

一 μH 7]"f+ 計)一μH沼+~n+2iμ1μ2(ij 1品-7]"152)
-K21=KI2= 

tLH肝+号f)+μ~(沼+~~)+2仰向(7]"1品+51 ij2)・

この時ゑ(τ)，~2( T")はすでに (14.10) と (14.13) に求められている.

次に(12.5)，(12.9)および(12.14)によると

早仇1す《μ悩附山ωd仙f件川+汁吋4必p巧W附附2ヲア併五r列針2勺叩)1/川叫川1/2+Wl巾叫t2+Wl斗2+Wl切切ω削l}'t2山}'戸ドト1/川凡1/2_i比九t2_iに川一寸Z./去缶山
ゆえに(仕12.26ω)の近似式を用いると

(14.17) 

(14.18) 

(14，19) 

(14.20) 

(14.21) 
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Imいーオォ Reぃ (ρ?叫 zt了}"2 (14.22) 

これに(14.6)のρを代入するとふ(τ)およびふ(τ)が算出される.

ただし，図 12.3において見たように，双曲線(14.12)を厳密解として通用させるためにはρに上限を設け

なければならない.ゆえに次の制限を設ける.

ρ豆Pa+iPa.

しかるに(14.2)を(14.11)に代入すると

ρ-~-"-~ /.ェこ_1
ρ rs I L V r; 

r/rs孟Pa/ρs

でなければならない.

(14.23) 

(14.24) 

(14.25) 

さらに注意すべきは双曲線(14.12)は Ql=ρ1/P2>1に対して得られたことである.ゆえに Ql<1に対し

ては(14.12)を基礎とするこの節の議論はこのままでは通用しない.しかし Ql<1に対してはEとzおよ

び添字1と2とを交換すると，すべての情況が以前と同じになる.

連立方程式(13.21)を代数学的に解くのは困難で、あるが， (9.10)のように図を用いて正解を知ることはで

きる.

15. 2つの双曲線に共通な切線の方程式

よく知られているように(渡辺， 1939)、有心2次曲線

AX2十By2=1

に対する方向係数mの切線の方程式は

y=mxI1/-.-'ヲヲ「一、 A . B. 
同様に

CX2十Dy2=1

(15.1) 

(15.2) 

(15.3) 

に対する同じ方向係数の切線の方程式は

ハn2 1 
y=mx士1二手ヶ+士 (15.4) 、C . D. 
ゆえに(15.1)と(15.3)に共通な切線は(15.2)と(15.4)とが一致する場合に得られ

m=土J(去-制支-告). (15.5) 

これを(15.2)又は(15.4)に代入すると 共通な切線は次のように表わされる

/ 1/ D-1/ B ， 1_ ¥ /l/(AD)-l/(BC) 
(s伊 m)ゾ百五コTC+(s伊 yo)イ 1/A 1/C . (15.6) 

ただし (sgnm)および(sgnyo)はmおよびYo=y(x=O)の正又は負の符号である.さらに(15.6)の右辺

が実数であるためには

l/A-1/C， l/D-1/Bおよび1/(AD) -l/(BC)は同符号 (15.7) 
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でなければならない.

きて(15.6)の両辺を 2乗すると

y2 1 1 1 {x
2 (去-去)+(s伊削(sgnYo)2x付す)(古-B~ ) 

A C 
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なので，これを(15.1)に代入すると (15.1)と(15.6)との接点の座標(Xa，Ya)が次のように求められる.まず

Xa=一(叩m削)(臼s伊即山仇ω0)~ f(去一去)パ《μμ1ν附/パ(ωAD)ト一寸叫1ν仰/
次にこれを(15.6ω)のzに代入すると

Ya=ゆれ)去/(を-~)/{1/はD) 仰C)}
同様にして(15.3)と(15.6)との接点の座標(Xb，Yb)を求めると

れ二一同m)(唱nyo)~ /(~会)j{1/仰)-l/(BC)} ， 

Yb=(S伊仇)去/(去-~)j{1/はD)ー仰C)}
さらに(15.8)-(15.10)によると，次の関係が得られる

Xa/為 =CjA，Ya/Yb=D/B. 

きて(15.1)が双曲線の場合は

A>O かっ B<O 

なので， (15.8)および(15.9)によると

Xaの符号=一 (sgnm) (sgnyo)および仙の符号=一(sgnyo).

ゆえにゐ>0， Ya> 0 に対しては

sgn m> 0， sgn Yo< O. 

(15.8) 

(15.9) 

(15.10) 

(15.11) 

(15.12) 

(15.13) 

逆に(15.13)の場合は，ゐ>0， Ya> 0であるのみならず， C> 0かっD<Oなる双曲線(15.3)と(15.4)

との接点の座標もゐ>0，れ>0である.

以上の諸結果によると， (15.1)， (15.3)および(15.6)に

1 1 
A=~ ， B=一 τ-;;-， C=~. D=一.l。“ 0" C色 a"

を代入し， (15.13)を採用すると 2つの双曲線

X2 y2 一司 X2 y2 寸

一一一-，一一一-，
a2 b2

ム

c2 d2 

に共通な切線の方程式は

さらに(15.15)と(15.16)との接点の座標(15.8)-(15.10)はそれぞれ次のようになる

内 / b2-d2 日 / a2_C2 

=a-y b2c2-a2d2 ， Ya=O-y b2c2-a2d2 ， 

(15.14) 

(15.15) 

(15.16) 

(15.17) 
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Yb=d
2j w二Fd;

図治米

。/ b2_d2 
Xb=C-y 

b2c2-a2d
2
' 
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(15.18) 

PIX，201) 

02 

PIX，2) 

Y2 

X 
2 

以上のように準備が整ったので，双曲線(12.28)，(10.14)の

無次元化を解除し， (15.15)の第 1式，第2式をそれぞれに対応

させ， (13.12)を用いると，まず

(15.19) b2 = ρ~ cos2θ2・。2_ρ~sin2θ2， 

O 次に図 15.1のR2，γ2を用いると
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(15.20) 

さらに点 P'(X，Q， Z)を同図に設けてLOEP'をぬと記号す
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Fig. 15. 1. Geometrical relations be. 
tween various angles. c，くC2・

ると

(15.21) E + Q'!zl = R2 sin 1'2 cot σ2・

ゆえに(15.20)は次のように書き変えられる.

(15.22) d2 = ρ~ sin2 1'2 COeσ2 C2 = d2 tan2 Yz， 

そこで(15.19)と(15.22)を(15.16)に代入すると 2つの双曲線(12.28)，(10.14)に共通な切線の方程式が

次のように得られる.

一/ cos'仇-Sin
2
1'2COeσ2ρ=ム ?コーマ・.匁 ー ， v sm< tf2-sin< Y2COγσ'2 tan< 1'2 

/ 2  82 tan2 1'2 - sin
2 -8， 

-ρ2 sin Y2COtσ'2，¥/ _2 /l _.:~2 _. 、sin282-sin2 Y2COeσ2 tan2 1'2・
(15.23) 

16.解析的な近似解のまとめ

スネルの法則を満たす Qsは(9.11)のように解析的に厳密に求められるので， (12.16)の院(j=1，2)お

よび(12.17)の

(16.1) 品(Q，Q)=(Wj2+4Q2O')1I2，j=1，2 

をそれぞれ(Qs，0)近傍においてテーラー展開しよう

会 1 (， ~ _， eJ eJ )n 
眠 (Q， Q)=~-:7{(Q-Qs) ~v=+Q寸眠(Qs， O) ，可

n~O n! l' 
~ ~ --eJ Q '" eJQJ 

(16.2) 

(16.3) Ej(Q，Q}=ゑ去{(Q-Qs)会+ojb)nZ(Qs，0)
しかるに

。眠/eJQ=-2Q， eJsう/eJQ=2Q，

eJ'sう/eJQ2=-2， eJ2sう/eJO'=2，eJ2sう/eJQeJQ=O (16.4) 

(16.5) Q2=1/ Q，・

(16.2)の右辺のn>2の項は Oである.

Wj = Qj -Q~-2( Q-Qs} Qsー (Q-Qs}2+ 0'， 

なので，
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次に

a5;/δQ==2(杭2十4Q2Q2)-1/2Q(伊+~-Q;) ，

a5;/aQ==2(帆r'+4Q2Q')→12Q(Q;+ 伊+~)，

å2 5;/θ伊 ==-4σ( 伊+Q'-Qj)2(既2十 4Q2~)-3/2 +20V./+4Q2 Q') 山 (3Q2+~_Qj)，

a25; /a QaQ== -4QQ(Q2+ Q2_ Q;)(W/+4Q2Q')→吋院 +2σ)+4QQ(貯+4Q2~)-'ペ

a25;/aQ' == -4~( Q2+Q'+ QJ2(JiVl+4Q2Q')-3/2 +2(肌，2+4Q2Q')町3Q'+伊+Q;).
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. a5;(Qs，0)/aQ==-2Qs， a5;(Qs，0)/aQ==0， a2E;(Qs，0)/aQ2==-2， a25;(Q8，0)/aQ(JQ=0. 

a25;( Qs， O)faQ'=2( Q;+ Q~)/(Q;- Q~). 
(16.6) 

きて

Qsく 1必-;< ./否 (16.7) 

なので，Q，""1でないかぎり Q，_Qs2はOに近くない. ゆえに (J28dQs，0 )/(JQ2は極端に大きくなる恐

れはない.21についてはさらに高階の微係数も Q=Qsにおいて余り大きくならないので， (16.3)の展開を

η=2までに止めることにしよう.すると(16.3)は次のようになる.

5，-w， ==2~/( Q，j Q~- l) (16.8) 

これに反し， (16.6)によると

a252( Qs， 0)/ å~==2(lj Q，十 Q~)/(l/Q，-Q~) (16.9) 

であり， (16.7)の場合に(16.9)はきわめて大きくなる恐れがある.82については n>2の高階の微係数が
Q=Qs:::': l/QIにおいて(16.9)よりもさらに大になる.ゆえに&については(16.3)のよう念テーラー展開

は無理で、ある.

そこで(12.17)の第 1式の右辺に(16.8)のみを代入し，根号を開くと (12.28)の代りに次の結果が得られ

る

(J2 1 1 
三一-Q2""一一一一 L== X -Z( Q，/ Q~_ 1)-1/2. (16.10) Q， L2十l
この式のLは(13.19)のLと同じである.ただし今度は Qsを既知と考えている. (16.10)の近似記号は

，!j，の展開(16.3)をn=2までに止めたことに対応している.

次に

(伊+Q叩~ l/Qt Q， > 1 

を仮定し，この場合に不等号〉の右辺を左辺に対して無視すると

r. 2 Q2_ Q2 ) 
院，2+4Q2Q2""(Q2+Q2)2~ 1-一一一一'.，j

l~ Q， (伊+Q2)吋

しかるに(16.11)によると

1 1 I伊-Q2i' //咽
Q~ (伊+Qザ¥伊+Q2/ "ム

なので

{l-土豆五三)221-LZ三二
Q， (伊+Q2)2J . ~ Q， (伊+Qザ・

(16.11) 

(16.12) 
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これを(16.12)の右辺に代入すると

(W?+4Q2Q叩 2~ (Q2+Q2){r土， ~:-~:J 
l~ Q， (Q2+Q2)2J. 

(Wt+4σ(2)山一院~ 2Q2( 1ー土ー土オ
，- Q， Q2+Q21・

ただし又もや(16.11)によると

(1一完了詰否r~l一石志7詰吾
α(W貯;2+刊4Q2匂守伽Q2伽2勺)川一W院附附干V仇刊附号引ザ与社}'/2~ ，- 2Q， Q2+ω2 I 

上式の近似zは仮定(16.11)のみによる.ゆえに(16.11)の他に仮定

(Q2+Q2)2~QL Q， >1 

を付加すると，同についても (16.13)と同様な結果カぜ得られる

{(W.'+4Q2Q2) l/2-W，}川 dc(1-2L で~AJ 
¥ 2 Q2+Q21 

ゆえに(16.13)と(16.15)を(12.17)の第1式に代入すると

A_  1. ， ~， f. l+ZQ~ 1)  ̂ 
xO~(1+ Z)Ü一一一一一一一一一一一τー~Q
可 l- 2Q，(1+Z) Q2+Q2J'" 

しかるに

(1/QHZ)/(1+Z)<l， Q， <1 

なので. (16.14)によると

{1ー土盟i2JL)221一辺~+Z Q， 
2 l+Z Q2+Q2J -~ l+Z Q2+Q2 ・

， A， ，.， _" r. 1/ QH  Z Q， )月
X2Q2 ~ (1 +Z)2n一一一一一一一ご一一言:-~Q2

- -， l- l+Z Q2+Q2J、

ここで(16.14). (16.16)の不等号を強調して，さらに

l/QHZ Q， 
一一一一一一一一τー~ 1. Q， > 1 
l+Z Q2+Q2 

と仮定し，左辺を 1に対して無視すると (16.17)は次のように筒単になる.

Q/X= :tQ/(1十Z).

(16.13) 

(16.14) 

(16.15) 

(16.16) 

(16.17) 

(16.18) 

(16.19) 

ただし条件(16.18)が満されるためには伊+。がきわめて大でなければならない.ゆえに(16.17)の右

辺第2項を鮒見しないで.(16.19)を(16.17)に対する第1近似とみなし.(16.19)を漸近線とする双曲線を

(16.17)に当てはめよう.そのために(16.19)を(16.17)の右辺第2項の QjQに代入すると

X2 Q2 ~ (1 + Z)2伊一」一(1+ Z)(1+ZQD-;;;;X
2 

Q，'- -，，_._~.， X2+(1+Z)2 (16.20) 

さらに

l/Q，+ZQ，1Z+1/〆Z)(!Z百十1/!Z百)
l+Z (!Z+1/!Z? 

(16.21) 
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(!Z +1/!Z)(/Z否?十1//Z窃)=(./ Z Q， + 1//Z否， )2 {1十(IQ，-ljj否;)2//Z否;)2} 

(， • (~ -1/1亘， )2 1 
勾 (./ZQ，+1//Z否-)2~1+ ~1I ">:" -1./11 ">:" ，r=--=- 1. r=-=-- '" 

l~' 2 (/Z吾;+ljjZQ，)2 J 
(16.22) 

ゆえに(16，20)は(11.9)と一致し，さらには0.6)により (16.22)の右辺の{ }内の第2項を無視すると，

(11.9)は(10，14)と一致する.このことは図 12.1の白丸が(10.14)よりもむしろ(11.9)とよりよい一致を見

たことに対応している.
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