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非線形制御系の離散化表現を用いた
Lorenz modelにおける Chaos現象のシミュレーション

高橋 勝・島 公情

北海道大学工学部精密工学科

(昭和61年11月25日受理)

A SimuIation of Chaotic Phenomena in Lorenz Model 
Using Digital Expression for Nonlinear Control Systems 

By Masaru T AKAHASHI and Masasuke SHIMA 

Department of Precision Engineering， Facu!ty of Engineering， Hokkaido University 

(Received Novemb巴r25， 1986) 

Using the discretized expression of nonlinear control systems developed recently by one of the 
authors， we studied the chaotic behaviour and the strange attractor of the Lorenz model， which may 
be of importance in the nonlinear digital control systems. 
Our approximate expression of 0 (ムτ4)with the computation time step Aτreproduced satisfacto. 
rily the chaos and the strange attractor found in the papers by Lorenz (1963) and Lanford (1977). It 
is observed that the simulated results depend on input values， initial conditions and A'r very sensi-
tively， which not only requires the careful selection of computational schemes and the precision of 
data， but also reflects the complicated nature of the dynamics of the Lorenz model. 
Though our approximate digital expression was useful in this study， there remains many prob-
lems to be solved for its applications to real systems. 

I はじめに

1963年，気象学者E.N. Lorenzは簡単な三つの非線形微分方程式の組がchaosのふるまいをすること

を明らかにした.これは散逸系における deterministicchaosの最初の例である.その後， Lorenz model 

についていろいろな研究がなされたが， 1977年O.E. LanfordはLorenzmodelのstrangeattractorを

得た.又， chaos現象の研究はその後も進んているが， Lorenz modelの重要性は今日でも変らない.

一方，線形システムの制御論は， 1950年代後半に，状態空間の概念の導入により線形回路理論から独立

した.その後，構造論・安定論・最適制御論・同定・設計論の各分野において著しい発展を見せ，情報処

理技術の驚くべき進歩と相まって，工業化社会を支える技術の要めの位置にあるといえよう.そうしてそ

の広い応用分野より，現在必要とされているのは，非線形システムの制御理論とその実用化である.著者

の一人(島)が研究している非線形システムの離散時間表現の方法は，この非線形テ、イジタル制御系の設

計に用いうる近似モデルの開発が目的である.

ところが，非線形システムのディジタル制御に伴なう chaos現象の発生は，現代システム理論の創始者

の一人であるR.E. Kalmanによって， 1956年に発見されている.この chaos現象は，システムを制御す

るという立場からはどちらかといえば望ましくない現象である.また， Lorenz modelを3節で述べるよう
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に入力，状態，出力を備えたシステムの表現とみなすとき，それは生態システム論に現われる Lotka

Volterra方程式と類似の，いわゆる双線形システムに属する.双線形性はもっとも軽微な非線形性である

から，より複雑な非線形システムのディジタル制御を考える際には，いかにして chaosを発生させないよ

うにするか，あるいはそのような考慮、はしなくてもよいものであるのかを十分に研究しておかねばならな

いであろう.

そこで，本稿では，我々の方法を用いて Lorenzmodelより導かれた非線形システムの離散時間モデル

がどの程度まで系の挙動を表現しうるかにつき考察する.

II. Lorenz model 

Lorenz (1963)に従って Lorenzmodelの導き方を略述する.

Rayleigh (1916)は一様な深さ Hをもった流体の層の上表面と下表面の閉め温度差が一定値o.Tに保た

れているときの流れについて研究した.そのような系はいかなる運動もおこらない定常解をもち，そして

温度は深さとともに直線的に変化する.そしてもしもこの解が不安定ならば対流がおこる.

全ての運動がx-z平面に平行で'y軸方向にいかなる変動もない場合には，その系を支配する方程式は

δ(ψ， 172ψ)δ9  
一一-172ψ=一一一一一一一 +V 17

4ψ十gα一一
δt' Y a (x， z) (2' 1 ) 

a n a (ψ; 8) . o.Tδψ 
。=一一一一一一一+一一一一+x172 8 (2・2)
θtθ (x， z) 'H  ax 

と書かれる (Saltzman，1962).ここに ψは2次元の運動に対する流れ関数，。は対流のない状態におけ

る温度からの偏より，そしてg，α，V， Jtは夫々，重力の加速度，体積膨脹率，粘性係数，熱伝導度であ

る.上部と下部が自由境界の場合，問題はもっともとり扱いやすくなり ψとFψ は雨境界で消える.
Rayleighはもしも Rayleighnumber 

Ra =g，αH3 O. TV-1X-1 

が臨界値

RC=7C4a-2( 1 +a2)3 

をこえたならば

ψ=ψsin(7CaH切)sin (7CH-1z) 

。=80 cos(πaH-切)sin(πH-1Z) 
の形駒の運鞠動の吟場が門でき討るこ日とをμみい吋だし比た Rcの味最品劇J岨l

こで

α( 1 +a2) -1 x-1ψ=x/玄sin(πaH-1X) sin(πH-1Z) 

7CRc -1 Rao. T-l 8= Y /玄cos(πaH-1X)sin(7CH-1Z) -Z sin( 2 7CH-l Z) 

とおしここに，X， Y， Zは時間のみの関数である.

(2・3)

(2・4)

(2・5)

(2' 6) 

(2・7)

(2・8)

表現 (2・7)と (2・8)を(2・1)と (2・2)に代入し (2・7)と(2・8)にある以外の三角関

数を省略すると
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X"=一σX+σY (2・9)

Y" =-XZ+rX -Y (2・10)

Z" =XY -bZ (2 '11) 

を得る.これがLorenzmodelである.ここに。は無次元時間

τ=7(2 H-2 (1 +a2)xt ( 2・12)

による微分を表わし， σ=x→νはPrandtlmumber， r = Rc -1 Ra，そして
b = 4 (1 +a2)-1である.Xは対流運動の強さに比例し，Yは上昇する流れと下降する流れとの聞の温度
差に比例し，上昇する温い流れと下降する冷い流れは X とYに同じ符号を与える.変数Zは垂直温度曲

線の直線性からのずれに比例する. (2・9)，(2・10)，(2・11)は定常解X=Y=Z=oとr>lに対し

て他の二つの定常解

X= Y=:!: !b(r-1了，Z= r-1 ( 2・13)

をもっ.又，定常的対流の不安定性に対する臨界値は

r=σ(σ+b+3)(σ-b -1 )-1 ( 2・14)

で与えられる.

IIl.シミュレーションモデル

Lorenz modelにおいて rを入力とみなすと

[;}[日[:1 ( 3・1)

となる.出力としては，系の「状態量J(X， Y， Z)のすべてを考えておくと， Lorenz modelを一つの

システムの表現とみなすことができる.これに島が開発したテーラー展開を用いた非線形系に対する離散

時間化法を適用する.まずその方法を略述する.入力に関して線形な非線形制御系

五=f(x)+~ g~(x)u~(t) 
α~1 

y=h(x) 

(3・2)

( 3・3)

の離散時間表現について考える.ここにxはn次元状態ベクトル，uaはスカラー入力，y，まm次元出力ベ
クトル，f， g~ ， hは夫々 n次元 n次元 m次元のベクトル値解析関数である.区間〔ら，t1) で入力

ua (t ) (α= 1， """ "v)がすべて定数であるものとし，

ua(t)=u~ (定数)，α= 1，・・・ r ( 3・4)

と表わしておき，x (t1)をx(ゐ)における値で表現し，uaの巾で整理すると次式を得る.すなわち，形式的

幅級数表現として
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X(tl) =X(tO) 

+ [AH ~.~ (U1 )P'"""(Ur)Pr Ajl8iJl⑧q gl・""gl"・"gr"・"gr]f(xo)
q;o'IPI=q 、ーー~ーー-' 、ーー、，-'

ρ1ρr  

十~ [AH~ ..~ (U1)P'…(ur)Pr Ajl8iJl"q g，・""g，…gr・""gr]ga(Xo)Ua
α=1 q~l IPI 

'--v--'、ー~
ρ1ργ 

をf辱る.ここに，

(tl-tO)k+' A~. 
Aj会~一一一一一一- JlJk-q， q=O， 1， 2… 
一桔q (k+l).' 

JlJk全奇JlJ'l8i ⑧JlJ1={D(f)ド

四日生 fi(x)す

JlJ:， x Jl丸③…⑧A呪h 全~ D(fσ(れ))D(f6(i")…D(fσ(1.))
σ 

であり，玄は置換

のすべてについてとるものとする.つまり対称化作用である.さらに

1 
Jl"q go"""gO"""gr・""grム一一一一一ー AE; ⑧…⑧Jl~~ l8i…I8iJl~~③…⑧ AEJ 
'---，ー-J 」-pJzρo!…ργ 一一一-..-一一一一一一一戸一一~
ρ。 ργρ。 ργ

P=(P1，…，Pr)， !P!=Pl十P2+…十Pr

P!=P1 !…Pr! 

で‘ある.

(3・5) 

(3・6)

( 3・7)

(3・8) 

(3・9)

(3・10)

(3・11)

(3 "12) 

導出と応用の詳細は省略するので文献を参照されたい. (3・6)式の作用素Ajに(t1ーら)の巾があるの

で，t1ーらが十分小さいならば表現(3"5)において高次の巾は省略しても十分に系の特性を表わすことカ、

で、きるでPあろう.

これを Lorenzmodelにあてはめ，時間きざみb.-r=(tl-ゐ)の三乗の項まで求めると

(:じC口口x以刈山川(ω伽附h糾州+刊Il
g〆州川(ω伽附k朴削+刊11=州州ん山)片同=可…(
z(k+1) ¥z(k剖)) ¥x(k)y(k)一bz(k)

(以下，x(k)， y(k)， z(k)を単にx，y，zと書く)

/σ2X一σ2y一σg一σxz

+引臼似…z-行一寸σ…gμz
L一σxy+y2一xy一x2z-bxy+b2z)
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一σ3X+σ2XZ十σ3y一σ2yZ+σ2十2σg

十σ2XZ十σxz-σx2y+bσxz

一σ2XZ一σxz十2σx2y-bσxz十σ2yz

十σyz-2σxy2十bσyz+σyz-y+x2y
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σ2xy+σxy+2σx2z+b σxyー σ2y2ー σy2

-2σxyz-bσy2+σy2-2σy2十xy

+bxy+σx2zー2σxyz+x2z+bx2z

-X3y+ b2xy-b3 z+ bx2 z 

-2σ2X+σ2y一σx 。

σ2X-σ2y σg一σxz 内

+子|十σx-σgー σxz十一31r+すこ|びxI r2 

-3σx2十 4σxy

-x2-bx2 
(3・13)。

となる6.τ2までのモデルでは chaosをとらえることができず，また Aτ4までのモデルでは用いた計算機

の能力からいって計算が無理で、あり，又， 6.，&，3の項までで十分であると思われる.

IV. シミュレーション結果

1. Chaosとstrangeattractor 

Lorenz自身の結果と比較する為， Saltzman (1962)が用いた σ=10，b=8/3を用いる.この時，定常

的対流を不安定にする Rayleghnumberの臨界値は線形理論により

r=470/19与24.74

と求められる.そして Lorenzと同じく臨界値より少し大きめのr=28を入力として用いる.この時，定常

的対流状態は位相空間上の点 (6~， 6~， 27) と (-6~， -6~， 27) に対応する.又，全く対流

のおこらない状態は原点 (0，0， 0)に対応する.初期値も Lorenzと同じ (0，1， 0)とする6.τ=

0.001でシミュレートした結果が図1，6.τ=0.0001の場合が図2，そして6.'&'=0.01のものが図3である.

これらの図をみると， Lorenz modelの「応答」はある時間(ほぽt=16)が経過した後は， chaosと呼

ばれている，有界かつ非周期的な運動をしていることがわかる.ムτ=0.001あるいは6.'&'=0.0001の場合

の結果は Lorenzの結果に類似している.Lorenzは中心差分と前進差分を組合せた算法で6.'&'=0.01で計

算しているがその計算法でも Aτ をもっと小さくとったならいくぶん異なる結果となるであろう.時間の

きざみ幅Aτ をかえると t=16以後の挙動の時間的経過がかなり異なってくることは， (3・13)式がO

(6.ザ)の近似であることにもよるが，基本的には Lorenzmodelの軌道が集積している領域においては

計算誤差にきわめて敏感で、あることを示している.

しかしながら，これらの一見異なるかに見える挙動は，位相空間における軌道をしらべると Strange

Attractorというある種の規則性(秩序)として現われる.上記のシミュレーション結果(6.τ=0.001，t = 

20より t=30まで)より得られる StrangeAttractorをX-y平面，y-Z平面に射影したのが図4，図

5である.6.τ=0.01の場合もほぼ閉じ型のStrangeAttractorが得られている.Lorenzのt=14から
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Fig. 1. The numerical result of Y from time 0 to 30 for the initial values (0， 1， 0) and the input value 2: 
with time step 0.001 

Fig. 2. The numerical result of Y from time 0 to 30 for the initial values (0， 1， 0) and the input value 2: 
with time step 0.0001 

Fig. 3. The numerical result of Y from time 0 to 30 for the initial values (0， 1， 0) and the input value 2 
with time step 0.01 

Fig. 4. The strange attractor of X -Y from time 
20 to 30 for the initial values (0， 1， 0) and the 
input value 28 with time sep 0.001 

Fig.5. The strange attractor of Y -2 from tin 
20 to 30 for the initial values (0， 1， 0) and tl 
input value 28 with time step 0.001 
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Fig.6. The strange attractor of Y -Z from time 
20 to 100 for the initial values (0， 1， 0) and the 
input value 28 with time step 0.001 

t=19までの数値を用いた図では StrangeAttractorになっていないが，我々の得たものは Lanfordの得

たStrangeAttractorと形状は同じである.t=20から t=100までの挙動をY-Z平面に射影したのが図
6で、ある.

この "StrangeAttractor"をchaosとみるか orderとみるかは，見解の分かれるところではなかろうか.

2次元位相空間における Poincare-Bendixsonの定理が3次元以上の空間ではなりたたないことにより現

われる現象 規則性のひとつであるとみなすこともできょう.注意すべきことは，さきに述べた軌道の集

積する領域において系に作用する外乱の影響は，その後の時間的経過を全く異なるものとしてしまうこと

である.

2.入力臨界値の確認

次に rの臨界値24.74以下の入力に対して chaosがおこるか否かをみるために r=24として同じ初期

条件で計算した結果が図7である.この場合は規則正しい周期的振舞を示し chaosはおこらないことがわ

かる.次に r=25とした時の結果が図8である.これをみると時聞の経過とともに次第に chaosの様相を

呈している.この二つの結果により r=24とr=25の聞に chaosをひきおこす入力の臨界値があり線形

d¥ハ

Fig. 7. The numerical result of Y for the input value 24 and the initial values (0， 1， 0) from time 0 to 30 
with time step 0.001 

Fig. 8. The numerical result of Y for the input value 25 and the initial values (0， 1， 0) from time 0 to 30 
with time step 0.001 
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理論より求められた r=24.74という値は妥当なものと思われる.

3. chaosの初期値に対する感度

つぎに同じ入力 r=28に対して初期値を (0，0.000000 1， 0) としたときの結果が図9である.これ

でみる通り初期値が全く対流のおこらない定常点 (0，0， 0);からほんのわずかずれただけでchaosが生

じることカずわカミる.

つぎに入力 r=28に対する定常点 (61τ，612， 27)に対する様子を示したのが図 10である.これは
全くの定常状態を表わしている.これに対しわずかに初期値をずらして(9， 9， 27)としたのが図 11で

ある.これでみると初期値が定常点からわずかにずれただけでchaosとなることがわかる.もう一つの定

常点 (-612，-61τ， 27)に対しても同様の結果が得られた.

Fig. 9. The numerical result of Y for the initial values (0， 0.000001， 0) and the input value 28 from time 
o to 30 with time step 0.001 

Fig. 10. The numerical result of Y for the initial values (61"玄，61"τ，27)and the input valu巴28from time 
o to 30 with time step 0.001 

Fig. 11. The numerical result of Y for the initial values (9， 9， 27) and the input value 28 from time 0 to 30 
with time step 0.001 
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v.考察及びまとめ

以上の結果より我々の用いた離散時間表現がLorenzmodelのような chaos現象の simulationにも有

効であることがわかった.入力の臨界値付近のわずかな差や定常点付近の初期値のわずかな差によって

chaosとなることが確認された.又，非周期的振舞を示すchaosも長い時間スケールでみるとその軌道が

ひとつの order(秩序)をもった strangeattractorを描〈事が確認でき chaos(混沌)現象は一見非周期

的擬似ランダムなふるまいをするにもかかわらずその本質は非線形系特有のリミットサイクルを複雑にし

たものを思わせる軌道を描くというところにあるといえる.

シミュレーションが，用いる算法，時聞のきざみ幅，計算機の精度に大きく左右されることが認められ

計算機シミュレーションの難しさが感じられた.従って，我々の離散化表現より導かれる近似モデルを非

線形ディジタル制御システムの表現として用いる場合には，これらの点を十分考慮する必要があろう.ま

たここで用いた時間のきざみ幅がRealTime制御において実用的に意味のある時間間隔に対応するかど

うかは対象となる系に応じた考察が必要で、ある.

我々の本来の目的は非線形システムのディジタル制御系の設計であるので，その場合必要となる時変的

な入力に対する応答特性についても今後研究してゆくつもりである.

尚，シミュレーションにあたっては IBM5550を倍精度演算で用いた.

謝辞 計算を行うにあたり，北大工学部大学院生河部光宏君に貴重な助言をいただきました.ここに記
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