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井田火山モデルの数理解析
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The volcanic model proposed by Ida succeeded to explain cyclic nature of volcanic activities. 

The model consists oI an eIastic chamber replenished from below at a constant rate and a uniform 

vent which responds to pressure inside as a N ewtonian fluid. Discharge of magma from the 

chamber is described as a Poiseuille flow. The model is expressed by a system of second order 

nonlinear differential equations， the solution of which is proved analytically to be periodic. We 

constructed an analytic expression of closed orbits on the phase space of this system， and 

investigated the period of the system as a function of the viscosity of magma， 7Jh viscosity of the 

country rock，甲c，buoyancy， G， rigidity of the country rock，μ， bulk modulus of the chamber， K， 

and magma supply rate，!. 1t turned out that the period of this system Iargely depends on 7Jc，μ， 

K and !， but not onη'f and G. For example， the period of this system is in proportion to the 
square root of the viscosity of the country rock. 

1.はじめに

噴火や火山性微動は，斜面の周期的な傾斜変化をともなって，規則的な間隔で起こることがある.

この傾斜変化は地下のマグマ溜まりの圧力の変化を表していると考えられ，その変化の様子はほとん

ど正弦波形のようなものからのこぎりの歯形のようなものまでさまざまである.

井田 (1996)はこのような周期的な噴火を説明するため簡単な力学モデルを構成し， 1994年の雲仙

普賢岳， 1984年のKilauea，1989年の伊豆大島の各火山活動に適用できることを示した.また，モデ

ルを表わす力学系の不動点近傍の線形近似解を求め，それが周期解になることを示し，その周期をマ

グマの粘性係数やマグマ溜まりへの下からのマグマの供給率等の物理パラメターで表現した.

ここでは，井田モデルを表わす力学系が相空間上で大局的に周期解を持つことを示し，その周期軌

道を解析的に求める.そしてその解を用いて，モデル中の物理パラメターが解の性質，特に周期にど

のように影響するかを調べる.
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II. モ ア jレ

井田モデルは次のように記述される (Fig.1).

体積Vトのマグマ溜まりに単位時間あたり一定の質量ρIのマグマが下から供給されると考える.こ

こで， ρ，1は各々マク。マの密度と体積である.そしてマグマ溜まりから火道へと流出するマグマの流

量をjとする.マグマ溜まりの体積の変動を νとすると，マグマ溜まりについて質量保存を考えて，

ρdv/dt=ρ1-ρf (1) 

マグマ溜まりとそれを取り囲む岩盤がそれぞれ弾性体として振る舞うと仮定するとマグマ溜まり内

の余剰圧力ρとマグマ溜まりの体積の変動の関係は線形近似の範囲で次のように表わせる.

ρ=わノ (2) 

ここで，球状のマグマ溜まりを仮定すれば， (2)式の見かけ上の弾性定数kは次のように書ける.

k=4μK/{(3K +4μ) Vr} (3) 

μ，Kはそれぞれ，岩盤の剛性率，マグマ溜まり中のマグマの体積弾性率を表す.

火道について，無限の長さを持つ円筒状のパイプと考える.このモデルでは，火道の変化が準静的

である様な場合について扱っている.余剰圧力ρによって火道半径aが変化する.このとき，火道の
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周囲の岩盤が粘性係数 TJcの粘性流体として振る舞うものと考えると aの時間変化は次のように表わ

せる.

ぬ/dt=ゆ/2TJc (4) 

火道のなかを流れるマク*マはニュートン流体，その粘性係数 TJfは場所によらず一定と考える.火道

中の流れはPoiseuille流であると仮定すると， !は次のように表わせる.

!=(πG/8TJf)ゲ (5) 

ここでGは流れを駆動する力で，一般的にはマグマと周囲の岩盤との密度差による浮力と火道中の圧

力勾配からなる.ここではマグマ溜まり中の余剰圧力ρは十分に小きいと考え， Gは浮力のみの定数

と近似する.

井田モデルは以上の関係式で系を記述するが，これらのなかで時間依存の変数は!， v，ρ a 

の4つで，そのうち a，vを選んで(1)-(5)式をまとめると次のような 2次元非線形力学系になる.

ぬ/dt={k/2ηc}av 

dv/dt=I一(πG/8TJf)ぷ

(6) 

(7) 

(6)， (7)式は (a，v)相空間上の流れ(相流)を記述している.ただし物理的に意味があるのは a孟O

の半平面のみである.この相流の不動点は

(a， v)=(¥/S日夜G，O) (8) 

である.井回モデルの振る舞いは相流の軌跡として表現できる.井田 (1996)は不動点近くの局所的

な相流の線形近似解を求め，それが周期解になる，すなわち相流の軌跡が閉軌道を描くことを示した.

相空間全体での相流の大局的な構造について，次で議論する.

III.系の周期性

相流の大局的な構造を明らかにするため，火道半径a，マグマ溜まりの体積変化v，時間 tを単位

長さau，単位体積 vu，単位時間んで無次元化する.Vu， tuを

v 1J三F
t-i4宅専
a 、7rGk

で与えれば， (6)， (7)式は次のように変換される.

dα/dr=αd 

ds/dr=x-α4 

X=8I;甲f/7rGat

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

ただし α，β rは各々 a，v， tを無次元化した変数， X'土無次元化パラメターで無次元化された単
位時間あたりにマグマ溜まりへ供給されるマグマの体積を意味する.火道半径の尺度auは任意にとる

ことができる.このため，変換の尺度が物理量によって一意に決まらない.これは，観測値に計算を

あわせても物理量を一意に推定できないことを意味する.この変換では相空間上の流れの大局的な構

造は変わらないので，(6)， (7)式で表わされる力学系(系Aとする)の代わりに， (11) -(13)式で表
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わされる力学系(系Bとする)について調べることにする.

Strogatz (1994)によれば， 2次元力学系

dx/dt=f(x， y) (14) 

dy/ dt=g(x， y) (15) 

の不動点近くの局所的な線形近似解が周期解で，系が変数変換y=-y，t=-tにたいして不変で、ある

とき，相流の軌跡は大局的に閉軌道を描く.系Bの不動点

(α，β)=(45，0) (16) 

近傍の線形近似解は井田 (1996)が求めたように周期解である.さらに，系Bは変数変換β=-s，

r=-rにたいして不変で‘ある.ゆえに系Bの相流の軌道は大局的に閉軌道を描く.

次にこの閉軌道の解析的表現を求める.閉軌道上で，古典力学のハミルトニアンに相当する，時間

に対して不変な保存関数H(α，s)を考える.Hの関数形として(12)式に見られる閉軌道の (α，s)相空

間上での α軸に対する対称性から，

H(α，β)=β2+X(α) (17) 

を仮定する.ここで， Xはαのみの関数で，以下のようにその関数形を求めることができる.Hは時
間に対して不変で、あるので，

dH/dr=O. 

(18)式から (ll)，(12)式を用いて da/dr，ds/drを消去するとXは

X(α)=-2Xlog(α)+与+const
と定まる.ここで，const.は任意定数で、あるのでOとおくと，保存関数Hは

H=s2-2Xlog(α)+子
と表わせる.そして閉軌道は次のように表わせる.

s2-2xl凶O

ここでで、Cは初期条件カかミら決まる定数である.

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

この間軌道を用いて，周期解の解析的表現を求める. (ll)式を用いて(21)式から 3を消去すると無
次元化周期Tは次のように表現できる:

T= ramax 2ぬ
ーん

In α而函福一千+C
(22) 

ここで品川向田は各々 αの最小値，最大値である.初期条件として，火道半径が最小，及びマク9マ

溜まりの体積変化が0，即ち，

α=α出向 β=0 (23) 

を考えることにすれば， (21)式より Cを仰向 xで表わすことができ，Tは次のようになる.
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T= tm田 2da

ん nα!2X10g(ヰ)→(a4 ル)
(24) 

さらに (21)式より，xはα間的， αmaxを用いて

x=(αLax-α品川)/41og(α'max~αm師) (25) 

と書けるので，Tもα間内向副により定まる.8a=αm田一αminとして，Tと(品川 Sα)，xと(α問山 Sα)
の関係を図示する (Fig.2). Tはαminが小さいほど，また， 8，αが小さいほど大きくなる.それとは逆

に，xはαminが大きいほど，また， 8，αが大きいほど大きくなる.

IV.議論

物理パラメターの噴火の周期に対する影響について考察する.次元付周期はんTで表わされる.以

後，単に周期という場合は次元付周期 tuTを示す.井岡モデルで使用されるパラメターは，マグマの

粘性係数 7Jh 火道の周囲の地殻の粘性係数 7Jc，浮力G，マグ7溜まりの見かけ弾性定数k，単位時間
あたりにマグマ溜まりへ供給されるマグマの体積Iの5つでうさらに無次元化のために火道半径の尺

度むを使用した.この 6個のパラメターは関係式(10)，(13)を通して各々時間の尺度ん，無次元化パ

ラメタ-xに影響する.この xに影響するパラメターは初期条件(23)，関係式(25)により無次元化火
道半径の最大値向田に影響する.各パラメターの周期に対する影響を調べるため，他のパラメターは

ある基準値に固定して着目するパラメターのみを変化きせた時，井回モデルの周期がどのように変化

するか計算する.この計算のための基準となるパラメターの値を，井田(1996)が雲仙普賢岳の活動

(1994年 10月22日から 28日)に適用した値をもとにして， Table 1に与えた.各パラメターがこの

基準値にあるとき，周期は 10.5日である.

パラメターのうち火道の周りの地殻の粘性係数 7Jcとマグマ溜まりの見かけ弾性定数kは時間の尺

度 tuにのみ影響し，関係式(10)より周期に対して各パラメターの平方根が比例，反比例の関係にある

ことが容易にわかる.例えば他のパラメターを基準値に固定した時，7Jcを3.8x 108Pa.sから 3.8X10'2 

Pa.sまで増加させると周期は 1日から 100日へと増加する.また，kを3.3X lOoPa/m3から 3.3X104 

Pa/m3まで増加させると，周期は 100日から 1日へと減少する.

単位時間あたりにマグマ溜まりへ供給されるマグマの体積Iは無次元化ノfラメタ-xにのみ影響
し 1とxは比例関係にある.Fig. 2(b)に見られるように無次元化火道半径の初期条件αm却をある値

に固定したとき，無次元化パラメタ-xが増加すれば無次元化火道半径の最大値品目も増加し，その
結果，無次元化周期Tは減少する.ゆえに Iが増加すれば噴火の周期は短くなり 1が減少すれば周

期は長くなる.他のパラメターを基準値に固定した時 1を2.8X10匂4m3/sから 2.8X10om3/sまで増

加させると，周期は 100日から 1日へと減少する (Fig.3(a)). 

マグマの粘性係数早'h浮力G，火道半径の尺度auは時間尺度 tu，無次元化パラメタ-xの両方に影
響する.平fを2倍， 3倍，…すると，んは./2倍， J3ft}，…， xは2倍 3ft}，…になる.G， atを2倍，
3倍，ーすると，tuは， 1/./2， 1/ J3，…， x は1/2，1/3，…になる.これらの影響を計算する.他のパ
ラメターを基準値に周定した時，甲fを10BPa.sから 10'2Pa.sまで増加させると，周期は 10日から 11

日まで増加する (Fig.3(b)).すなわち周期は甲fにはほとんど依存しない.また他のパラメターを基準

値に固定した時， Gを2x10'Pa/mから 2xlOSPa/mまで増加させるか，あるいはGを固定して品を

1. 5 X 104m4から 1.5 X 108m4まで増加させると，周期は 11日から 10日へと減少する (Fig.3(c)).すな

わち周期はGまたはむにはほとんど依存しない.火道半径の尺度auは任意にとることができるので，
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Fig. 2. 3D-plot of (a) dimensionless period T， and (b) dimensionless param-
eter X on (αm剖，8，α)plane. 
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Table 1. Standard values of physical parameters in th巴calcula.
tions for Fig. 3. These parameters are determined on the 

basis of the values which Ida (1996) prescribed in his calcu. 
lation about Unzen Volcano (Oct 22-28，1994). The initial 
condition is given at αmin=10-5 • 

viscosity of magma 7Jf [Pa . sJ 1010 

viscosity of the country rock甲c [Pa. sJ 3.8XI010 

buoyancy G [PajmJ 2X1Q' 

initial volume of the chamber Vr [m'J 3.3 X 107 

rigidity of the country rock μ[PaJ 3 X 1010 

bulk modulus of the magma K [PaJ 1.5X1010 

magma supply rate 1 [m' jsJ 2.8X10-2 

scale factor of vent radius au [mJ 35 

周期も任意に変化させられる.ただしこの時，火道半径の最大値，最小値も変化するので，モデルが

表わす物理現象は同ーのものではない.むを大きくとれば，大きな火道半径を持つ火山の短い周期の

噴火をあらわし，むを小さくとれば，小さな火道半径を持つ火山の長周期の噴火をあらわす.これら

3つのパラメター (r}f， G， au)を変化させた時は，時間尺度んと無次元化パラメタ-xが互いの周期
に対する影響を相殺するように変化するため，他の 3つ(早c，k， 1)を変化させたときに比べ，周期に

与える影響が少ないことがわかる.

v.結論

井田により提唱された火山モデルの解析解を構成し，その物理定数，パラメターの依存性を調べた.

その結果，このモデルの周期は，マグマ溜まりの周囲の岩盤の粘性係数，その岩盤の剛性率，マクボマ

の体積弾性率，マグマ溜まりへの下からのマグマの供給率の 4つのパラメターに強く依存し，マク*マ

の粘性係数，マグマと周聞の岩盤との密度差による浮力の 2つのパラメターにはそれほど影響されな

いことがわかった.また無次元化の際の火道半径の尺度の任意性より，モデルの周期は，火道半径の

違いを度外視すれば，一意には定まらないことがわかった.
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