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極渦のある球面上での渦層の運動

坂上 貴之 (SAKAJO, Takashi)

北海道大学大学院理学研究科数学専攻

E-mail: sakajo@math.sci.hokudai.ac.jp

1 研究の背景

流れの速度場が急激に変化して高い渦度が局所的に存在する領域は “せん
断流領域” と呼ばれ, 流れ全体の運動を強く支配する. そのため, せん断流領
域の運動を考えることは, 流体力学における重要な研究テーマの一つとなっ
ている.
このせん断領域の運動の数理モデルとして導入されたのが渦層である. ま

ず, 流れは非圧縮・非粘性とする. 次に, 渦層モデルでは渦度が分布する領域
の厚さが極めて薄いと仮定する. すなわち, 高渦度領域を全空間に埋め込まれ
た一つの速度場の不連続面として定義し, その面上で渦度が δ 関数的に分布

しているものを渦層と呼ぶ.
本研究では球面の上にある渦層の安定性について論じるが, その前に二次

元渦層について知られている重要な事実をいくつか紹介する. 二次元渦層は
複素数値を持つ以下のような空間１パラメータ関数として定義される.

z(Γ, t) = x(Γ, t) + iy(Γ, t), −∞ < Γ < ∞.

ここで Γは渦層に沿った循環パラメータ, tは時間を表している. この時, 渦
層の時間発展は Birkhoff-Rott方程式によって記述される.

∂z̄

∂t
=

1
2πi

PV
∫ ∞

−∞

dΓ′

z(Γ, t) − z(Γ′, t)
.

ただし, 右辺の積分は Cauchyの主値積分の意味で定義し, z̄は zの複素共役

を表すものとする. この時, 数学的および数値的な研究から, 次の三つの性質
が知られている.
1) Kelvin-Helmhotltz不安定性 [8]

Birkhoff-Rott方程式の定常解 z(Γ, t) = Γの線形安定性を調べる. この定
常解に次のようなフーリエ級数型の微少な摂動を加える.

z(Γ, t) = Γ +
∞∑

n=−∞
an(t) exp(inΓ).
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この時, 各モード nの微少摂動係数 an(t)の線形化方程式から, それらは次の
ように時間発展することがわかる.

|an(t)| ∼ |an(0)| exp(π|n|t).
これは, 大きいモードの摂動ほど, 急激に成長することを意味している. し
たがって, この Birkhoff-Rott方程式の初期値問題は Hadamardの意味で Ill-
posedである. このような線形不安定性をKelvin-Helmholtz不安定性と呼ぶ.
2) 有限時間での曲率特異点の生成

Moore[4]はBirkhoff-Rott方程式の漸近解析によって, 滑らかな初期値から
始めた解に有限時間で特異点が発生することを示唆した. すなわち, 彼は初期
値 z(Γ, t) = Γ + iε sinΓ に対する漸近解析から, 十分時間が経過した後の解の
フーリエ係数が次の漸近形になることを示した.

|an(t)| ∼ Cn− 5
2 exp

(
n

(
1 +

1
2
t +

1
4

log εt

))
.

したがって, 時刻 tc が

1 +
1
2
tc +

1
4

log εtc = 0,

を満たす時, 解の二階微分すなわち渦層の曲率が発散することがわかる.
3) Roll-up構造の出現
最後の結果は, 渦層の長時間発展に関するものである. しかし, 上で示した

ように渦層の方程式は Ill-posedであり, かつ有限時間で解は滑かさを失うの
で, その時間を超えて渦層の長時間発展を考えることはできない. それに対し
て, Krasny[1]は以下のような Birkhoff-Rott方程式の正則化方程式を考えて,
その長時間発展を数値計算した.

∂z̄

∂t
=

1
2πi

∫ ∞

−∞

z̄(Γ, t) − z̄(Γ′, t)
|z(Γ, t) − z(Γ′, t)|2 + σ2

dΓ′.

ただし σ > 0は正則化パラメータである. この時, 渦層には曲率の爆発が起
らず, 長時間経過すると二重螺旋渦巻形に巻き上がる (Roll-up)ことが知られ
るようになった. この渦巻解はもちろん Birkhoff-Rott方程式の厳密解ではな
いが, 数学的には Birkhoff-Rott方程式の解を弱い意味で近似する解であるこ
とが知られている [3]. また, 物理的に渦の二重螺旋構造は現実の流体現象に
普遍的に見られるものであり, 数値的には正則化渦層の方程式が高レイノル
ズ数を持つ現実流体の運動を精度よく近似する例 [6]等も報告されており, 応
用上も重要なモデル方程式である.

2 球面上の渦層の運動

我々は, こうした二次元渦層について得られた知見を基に球面上にある渦
度密度一定の渦層の時間発展を取り扱う. さらに, 今回は球の両極に渦糸を固
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定した系を考える. 北極渦と南極渦の強さをそれぞれ Γ1, Γ2 とし, 時刻 tそ

して αを渦層に沿った曲線パラメータとする時, 渦層の位置を球面座標系で
(θ(α, t), ϕ(α, t)) と表せば, 極渦付きの球面渦層は以下の運動方程式に従う.

θt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

sin θ′ sin(ϕ − ϕ′)
1 − cos γ

dα′, (1)

ϕt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

cos θ sin θ′ cos(ϕ − ϕ′) − sin θ cos θ′

sin θ(1 − cos γ)
dα′

+
1
4π

(
Γ1

1 − cos θ
− Γ2

1 + cos θ

)
. (2)

この方程式に対して, 我々は, 定常解 θ(α, t) = θ0, ϕ(α, t) = αの線形安定性,
および曲率爆発の有無とその極渦からの影響を調べた. さらに方程式を二次
元の場合と同様に渦法によって正則化し, 数値計算して二重螺旋Roll-up構造
と極渦の影響についても調べた.

3 線形安定性

まず, 渦層方程式 (1)と (2)の定常解を求める. 今, 渦層が同一緯度の上に
ある, すなわち θ(α, t) = θ0, ϕ(α, t) = αとする. これを方程式に代入して,

θt = − 1
4π sin θ0

PV
∫ 2π

0

sin(α − α′)
1 − cos(α − α′)

dα′ = 0,

ϕt =
cos θ0

2 sin2 θ0

+
1
4π

(
Γ1

1 − cos θ0
− Γ2

1 + cos θ0

)
≡ V0.

を得るので, これから θ = θ0, ϕ = α + V0t は渦層方程式の定常解であること

がわかる. 我々はこの定常解の線形安定性を調べる.
この定常解に以下のようなフーリエ級数型の微少摂動を加える.

θ(α, t) = θ0+
∞∑

n=−∞
θn(t) exp(inα), ϕ(α, t) = α+V0t+

∞∑
n=−∞

ϕn(t) exp(inα).

この時, 摂動のフーリエスペクトル θn(t)と ϕn(t)に対する線形化方程式が得
られる.

dθn

dt
=

|n|
2 sin θ0

ϕn,

dϕn

dt
=

( |n|
2 sin3 θ0

− (Γ1 + Γ2 + 2π)(1 + cos2 θ0)
4π sin3 θ0

− (Γ1 − Γ2) cos θ0

2π sin3 θ0

)
θn.

この線形化方程式の固有値 λn は次のように与えられる.

λn = ± 1
2 sin2 θ0

√
(|n| − κ1(1 + cos2 θ0) − κ2 cos θ0) |n|,
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ただし κ1 = Γ1+Γ2+2π
2π , κ2 = Γ1−Γ2

π である. したがって, もし nが

|n| < κ1(1 + cos2 θ0) + κ2 cos θ0, (3)

を満たしていれば, 摂動のフーリエスペクトル θn(t)と ϕn(t) は中立安定にな
る. 一方で十分大きな nに対しては正の固有値は漸近的に |n|

2 sin2 θ0
に近付く

ので, 平面における Kelvin-Helmholtz 不安定性と同様の成長をする. このこ
とから, 極渦の存在により, 摂動の低次モードのいくつかが中立安定になるが,
十分高次のモードの不安定化は抑えられないことがわかる.
この線形安定性の結果を二つの具体的な場合で考察する. まず第一は二つ

の極渦の大きさが等しい時, κ2 = 0を考える.安定性の条件 (3) は

|n| < κ1(1 + cos2 θ0). (4)

のようになる. したがって, 極渦がない場合, すなわち κ1 = 1の時, 摂動の第
一スペクトル θ1(t)と ϕ1(t)は赤道を除く任意の場所で中立安定になってい
る. 一方, κ1を固定して考えると, 渦層の位置 θ0が極に近付くにつれて, 中立
安定になるフーリエ係数の数は増加する.
次に全球上の渦度の総和が 0になっている場合を考える. この時 Γ1 +Γ2 =

−2πなので, 安定性の条件は

|n| < κ2 cos θ0. (5)

に等価である. これによると北極渦が南極渦より強い場合, つまり Γ1 > Γ2の

時, 北半球にある渦層はいくつかの中立安定な低次のフーリエスペクトルを
持つ. 逆に南半球にある渦層については, すべてのフーリエスペクトルは不安
定である.

4 特異点の発生

球面渦層に発生する特異点を数値計算によって検出する. 特異点を数値的
に精度よく調べる方法として, Sulemらによるスペクトル検出法 [14]が知ら
れているので, 我々もこれを利用する. この方法では, まず解のフーリエ係数
が十分時間が経過した後に次の漸近形を持つと仮定する.

|θn(t)| ∼ Cθn
−pθ exp(−δθn),

|ϕn(t)| ∼ Cϕn−pϕ exp(−δϕn),

なお Cθ や Cϕ, pθ, pϕ, δθ, δϕ は nよらないパラメータである. それから, 渦
層方程式を数値的に解いて, 各時間ステップ毎に得られた数値データから上
の解の漸近形への最小二乗法によるあてはめを行って, これらのパラメータ
の値を求める. そして最後に δθ と δϕ が 0になる時刻を推定する. この時間
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において, 解のフーリエスペクトルはベキ減衰となり, ここで解は特異性を持
つことになる. パラメータ pθ と pϕ は解の何階微分が爆発するかを決定する

パラメータである. なお, このような方法で渦層に現れる特異点を検出する研
究はこれまでにも数多く行われている [2, 5, 7, 10, 13].
さて,このような数値検出法がうまく働くためには,かなり精度の高い数値計

算が要求されるが,渦層の方程式はKelvin-Helmholtz不安定性からHadamard
の意味で非適切な問題なので, 僅かな数値的な丸め誤差が混入するだけでも,
その誤差が急激に拡大して数値計算は破綻してしまう. また方程式には特異
積分が含まれているため単純な台形公式では精度が上らない. こうした問題
について, 我々はKrasny によるフーリエフィルタリングの方法 [2]と Sidiと
Israeli[12]による交代選点台形公式を用いて,高精度の数値計算を実現した. ま
た, 時間方向の積分には４段４次のRunge-Kutta法を用い, 渦層はN = 4096
点で離散近似している. なお, 数値計算の初期値として次を用いた.

θ(α, 0) = θ0 + 0.01 sinα, ϕ(α, 0) = α + 0.01 sinα, (6)

図 1は Γ1 = Γ2 = −πおよび Γ1 = Γ2 = 0, Γ1 = Γ2 = πの場合の解の特

異点の生成時刻を渦層の位置 θ0 に対してそれぞれプロットしたものである.
前述の安定性の条件 (4)によると, 第一の場合すべての摂動のスペクトルは不
安定, 第二の場合は第一スペクトル θ1(t)と ϕ1(t)が中立安定, 第三の場合は
第一と第二スペクトルが中立安定である. この図からわかることは, 中立安定
なモードが多い程, 解の存在時間は長くなっているが, いずれの場合でも特異
性が発生するということである. したがって, 極渦が存在しても特異性の発生
は抑制できない. その理由は, 極渦によって低次のスペクトルが安定になるも
のの, 方程式の持つ非線形性により初期の摂動が徐々に高次のスペクトルの
摂動を励起するため, 結局のところ極渦による線形安定性で抑えきれない高
次モードの不安定性が解の特異点の生成につながるからである. また, 渦層の
位置 θ0 が極に近付くと, 解の存在時間が短くなっているが, これは回転速度
が θ0 → 0 で V0 → ∞になることに由来する. ちなみに, このいずれの場合も
発生する特異性は平面の場合と同様曲率の爆発 pθ ∼ 2.5, pϕ ∼ 2.5である.
次に, Γ1 + Γ2 = −2πとし Γ1 > Γ2の場合の特異性の発生時刻を図 2に示

す. 線形安定性から, この場合は北半球の渦層の方が多くの安定な低次フーリ
エスペクトルを持つが, この図も安定なモードが多い程解の存在時間が長く
なる傾向にあることを示している. なお, 本来であれば渦層が北極に近付く程
安定なモードは多くなり,極ほど解の存在時間は長くなりそうだが, 実際には
中緯度領域でピークを迎えている. これは北極付近では渦層の線形安定性に
よる特異化よりも極に近付くことによる特異性の方が強く寄与しているため

である.
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図 1: 極渦の大きさが Γ1 = Γ2 = 0,±πの場合の, 渦層の位置 θ0に対する特

異点発生時刻. 二つの渦糸の強さの和 Γ1 + Γ2 が増加して安定な低次のモー

ドが増える程, 解の存在時間は長くなる.
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図 2: 極渦の強さが Γ1 + Γ2 = −2πかつ Γ1 > Γ2の場合の, 渦層の位置 θ0に

対する渦層の解の特異点発生時刻の様子. 安定な中立モードを多く持つ傾向
にある北極渦層の方が存在時間が長い.
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5 長時間発展

最後に渦法により渦層の方程式を以下のように正則化して, その長時間発
展を数値計算する.

θt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

sin θ′ sin(ϕ − ϕ′)
1 − cos γ + σ2

dα′, (7)

ϕt = − 1
4π

PV
∫ 2π

0

cos θ sin θ′ cos(ϕ − ϕ′) − sin θ cos θ′

sin θ(1 − cos γ + σ2)
dα′

+
1
4π

(
Γ1

1 − cos θ
− Γ2

1 + cos θ

)
. (8)

σ > 0は渦法の正則化パラメータである. 初期値は次を用いている.

θ(α, 0) =
π

3
+ 0.01 sinα,

ϕ(α, 0) = α + 0.01 sinα.

その数値計算結果を三つ示す. 図 3は極に渦がない時の正則化渦層の長時間
発展である. 時刻 t < 10まで, 渦層は安定に時間発展するが, それ以後不安定
化して４つの螺旋渦を持つ渦構造に発展する.次に 図 4は Γ1 = −2.5πおよ

び Γ2 = 0.5πの場合の数値解である. この場合は解がすぐに不安定化して螺
旋に巻き上がるが, 渦巻は一つしか発生しない. 最後の図 5は北極渦と南極渦
の強さがそれぞれ Γ1 = 1.5π そして Γ2 = −3.5πの時の時間発展である. こ
ちら時刻 t = 18になるまで渦層は安定であるが, 結局は不安定化して, ５つ
の二重螺旋渦巻を構成する.
これら結果と極渦の存在との関連について述べる. まず, 極渦のない場合は

初期摂動 θ1(t)と ϕ1(t)が中立安定であり, 二番目の例ではすべてのスペクト
ルが不安定, 最後の例では第一と第二フーリエスペクトルが中立安定になっ
ている. 次に最終的に現れる渦巻の数は, それぞれ４つ, １つ, ５つとなって
いる. 最後に解が不安定化して巻き上がる時刻は, 中立安定なモードの数が多
いほど, 遅くなっている. この事実から次のように考察できる. 線形中立安定
なモードの数が多くなると安定性が増すので, 解が不安定化するのに長い時
間がかかるが, 方程式の非線形性より高次の不安定モードにエネルギーが移
行すると, そのモードが急激に成長して結果として解全体が不安定になる. さ
らに, この不安定なモードのうち, どれかが選択的に大きくなって解全体の形
状を决まるので, 低次の中立安定モードの数が多い程, 最終的に出現する渦巻
の数は多くなる.

6 まとめ

極渦を持つ球面上にある渦層の線形安定性と特異点形成, 長時間発展を数
理的および数値的に調べた. それによると, 極渦の大きさと渦層の位置に応じ
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t=8.0 t=14.0

t=10.0 t=16.0

t=12.0 t=18.0

図 3: 極渦がない場合の渦層の長時間発展
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t=1.0 t=4.0

t=2.0 t=5.0

t=3.0 t=6.0

図 4: 極渦の大きさが Γ1 = −2.5π, Γ2 = 0.5πの時の渦層の長時間発展
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t=18.0 t=21.0

t=19.0 t=22.0

t=20.0 t=23.0

図 5: 極渦の大きさが Γ1 = 1.5π, Γ2 = −3.5πの時の長時間発展
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て, いくつかの低次の摂動のフーリエモードが線形中立安定になることがわ
かった. この安定性により, 安定なモードが増える程, 解は安定に長時間存在
する. しかし, 方程式の持つ非線形効果により初期の安定モードに加えた摂動
から徐々に高次の不安定モードが励起され, それが急激に不安定化すること
で解全体も不安定化し, その結果, 渦層には二次元と同様の曲率特異性が有限
時間で発生する. さらに, 渦法による正則化方程式の長時間発展の数値計算か
らは, 解が安定なモードを持てば持つほど、より多くの渦巻きを持つ複雑な
形状へ移行することがわかった. このような線形安定性が増す程, 運動が複雑
になって行く過程は, せん断流を持つ二次元渦層の運動 [11]においても見ら
れた現象である.
最後に正則化渦層の長時間発展について議論しておく. 数値計算の結果が

示すように, 中立安定なモードが増えれば現れる渦巻きの個数が増える. しか
し, 例えば図 3の場合, モード１の摂動が中立安定だからといって２個の渦巻
きが現れるわけではなく４つの渦巻が現れる. すなわち安定なモードの番号
と現れる渦巻の数には単純な関係がないことを示している. どのようなメカ
ニズムでこの渦巻の個数が選択されるかを考えることは今後の面白い課題で

ある.
また, 図 3の渦巻きの中心は時間がたつにつれて緯度方向に大きくずれ運

動を伴うが, 一方図 5では, 渦巻の数が多いながらも, その中心は緯度方向に
運動せず経度方向に回転するのみである. 長時間発展後の渦巻き構造のこう
した運動の違いが何によるのかを調べるために現在は極渦を持つ球面の上の

渦糸系の安定性などを調べており, その解釈が可能になっているが, この点に
ついては別のところで報告したい.
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