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Jun-ichi HORI and Teisaku KOBAYASHI 1952 On the Prediction of the Non-

Stationary Time-Series. L Low Tempel叫旬resoience 9 (With English resume p.92) 

非定常時系列の橡報について.発

堀淳一p 小林頑作

〈低温科学研究所気象学部門〉

(問符 27年 E月受理〉

1.はしがき

定常時系列の予報の[I¥j也はう就に Kolmogoroff-Wienerの理論， Wold町小河原のま1¥1.論，及

び今・wlのま!!l論などによって，原制的な解決を見，あとはそれの震際面ヘの応用の問題が残され

ているのみでるるが，(Jltにかなりの成果が挙げられている。ととるが， 's¥'際I'C，時系列を解析し

てみた場合，それを定1:~ と考えるよりも非定常と考えた方が趨当と思われる場合にしばしば出

会うったとえばある時系列をいくつかの小区聞に分けて，その治の;Jti-のについてスベクトルを

求めてみると，一般に各区間のスベクトルはそれらの聞でいちじるしい変動を示す。との小区聞

がもとの時系列の長さに比べて十分短く，従ってその数が多い場合κは，との変動は定常的な変

動に含まれると考えてよいが，小区間の長さが十分長しその数が少い場合には，とのような変

動は(時系列全体の長さに相1¥t的主主意味で)非定常的な変動邸ち長JtJJ傾向とみなければならない。

今堀はさきにとのような場合の予報をどうとり扱うべきかについて， 1つの試論を提案したが 1)

ととではそれを敷市して，より立ち入った考祭を行うとともに， Zadehの可変控数回路の周波数

分析の班諭にもとやく方法と，スベクトルに関する定常化の考えにもと歩、く方法との， 2つの試

薬をのべてみたいと思う。

II. 今掘の試論の吟味

今期の提案した長期傾向の予報に到する方式は，離散的な時系列の場合，次のようにのべられ

ている。

(1) 興えられた観測値の系列を，油当K躍んだN11Mやつの系列I'C[玄却するc

(2) 訟のゐのの区割l'C îJ応ずる母系列の自己~:U関係数またはその周波数スベクトルを求める O

(3) とれらの相関係数またはスベクトルがどのように区劃ごとに変化するかを見て，その将

来の変化~推定する。

0)(-北海道大学{民主品科学研究所業絞 tr~143 号

{!l'湿科率第9料相手n27年
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連続的な時系列の場合にも，全く同じ方式がるてはまるが，との場合は各時点を中心とする趨

当な幅の区間をとって，その区間内で計算したスベクトルで，との時点に到する母系列のスベク

トルを推定すればよいであろう。

今:lJJJIの論文にものべられているように，時系列の定常或はゴド定常というととは，観測時間の長

さ Kキ11担的主主概a念でるる。質I~長上において1mlJljとなる長期傾向は，それがどんなに持続的なもの

でるっても，虫!~眼に長い観測時間を考えさえすれば，必ヂゴド常 tて長い胤Jmをもった定常的Jl変動

の一部とみなすととができるが，観測時間Tが有限な場合tては， TI'<:比べて十分短いμj期或は減

衰i時定数をもった成分都:動は定常成分と考えられるが， Tと同じ程度成はより大きな長さの周期

をもった成分は，長期傾向であると考えて，非定常的なとり扱いをしなければならないのでるる。

定常時系列の予報の根本は，観測された時系列が りを，一般化された Langevin方程式

α 生1ι1村
dtn 叩“一 dtnト白_1 一，.-.dtη一J2 

dq 
十a1a:t十αoq=p(t)…-・.(l) 

で記述されるもの(いいかえれば(1)の右越を本と3ないた方程式によって記述される物別!系

が，完全にでたらめた外力 p(t)によってかきみだされた結果生じたもの〉と考えてとの，時系

列の相関回数又はエネルギ{スベクトルから，係数αt を求めるとe-I'<:;bる。2)JニのブJ式は，観測

された時系列の各時点左中心とする小区間をとって，その訟の沿のをとの時点1'<:5;'1応する無限に

統〈仮想的Jl定常母系列の 1部分(標本〉と見なして，そのスベクトルから母系列の特'1企即ち

(1)の係数仰を求め，それらの時点ごとの変化をしらべるととに蹄潰するが，とれはflQえら

れた時系刻が時間的に十分ゆるやかに変化する係数 ω(のをもった

αη(t)EY-十Ctn-1(t)生':..!L十件2(t)五三二子十 十a1(t) d~ 十dtn .，" "，  dtn-1 • ..，" -'"， dtn-2 .... ."". '"' dt 

α。(t)q= p(t) . (2) 

のような形の方程式で記述されるととを仮定するととに相当するO 小区間の長さκ比べて十分小

さな周期をもっ変動(定常変動〉を搬分方税式の係数で，定常変動1'<:比べて十分ゆるやかな変動

即ち長期傾向沙は非定常変動1ととの係数の時間的変化として表すわけである。とう考えると定常

成分そのものが時間的lζ変化するととになりヲその変化が即ち長期傾向でるると三与えているとと

になうて，最初1]1'<:のべた定常成分と長JlJI傾向K到する考え方(無Irr~ 大の観測IJ寺間を考えればすべ

ての変動は定常成分とな札いやれも時間的に変化しない。とれらを質際の観測時間にキrl釘的な

周期の犬小で分類して定常成分と長期傾向とに分けたので・ある)と矛盾するように見える。しか

しながらラ震際問題としてはラあらゆる長期傾向を定?止成分として含む無限大の観概時間I'<:~討す

る方程式を求めるととは不可能なのであるから， ζ ういうものを仮想、I~I守 Iて考えてからその成分E

2つに分類!するととは立味がないの、Cあ0て，官際的fZ:は:r-::jlJl傾向は?;?に定?;?成分の時間的変化

として現れてくるの 0;bる。従ってJ'.のような定式化は必然的なものでるるといえよう O
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今 1つ注意しなければ

なら主主いととは，。との定

式化では，右滋のp(t)の

1927 7向 特性が，無限Il寺聞にわた

'" j929 6fl : って一定であるととが仮

;定8れていることでる

る。とれは， との方程式

1928 1 FI 
によって記述される時系

~192912月
刻の平均憶が，時間的に

変化しない(零でるる)

4928 7 fl ととを意味する。しかし

""1930 6月 ながら，一般にどんな時

系列も，それを平均値に

1929 1月 関して定詰イじするととは

'" 1930 12 ff 比較的たやすいから，と

のととは何等の一般性の
1 

制限をも意味しない。一

4929 7J1 
般にスベクトルは平均値

"，j931 6月
を定常化したのちにはじ

めて評価主ーとしての意味

をもつのでるるから，と

の意味に沿いてもとの定

式化は必然的であるとい

えるのである。長以下に

1.930 I月 3ないて長期傾向とは常に

〆，，193112月 との意味の，即ち千均値

のそれを除いたあとにの

とる法化されないスベク

トlレの長期傾向を意味す

るものとする。

trn図は、札幌の1D27
3 6ι:ycles / y"o.1' 

1r-I月から19:H:;]'-l2月ま
第 国 での月平均気温の詑鋒を
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今年十つやれた 2ヶ年の長さをもっ区聞に区切って，その沿の訟ののrtで2421多分の調和解析を行

った結果であるが， 3つの艦大の左又は布への系統的なやれは，明かにとの区間に到して相劉的

な長期傾向と考えられる。

次に方式の (3)を検討してみる。母系刻のスベクトルを推定するためにとる区間の長さ τが

髄くなればなるほど，それから求めたスベクトルの不確かさは大きくなるが， Fourier変挽はそ

れぞれ Gauss分布をしていると考えられる各時点に治ける時系列の値に到する線形変換でるる

から，その各成分は明かに TI'<:逆比例する分散をもった Gauss分布をなす。従って各点に沿

いて計算したスベクトルの成分は，また1つの Gauss時系列をゥくってν、る。従ってとの時系

列からイiiJ~tpかの方法によって将来のスペクトルを予報するととは意味があると考えられる。長特ま

や第-1'<:考えられるのは，との時系列I'<:Nして，定常時系列の予報方式を油用できないかどうか

という ζとである O そとでとの時系列の定常性を吟味してみよう O そのために，スベクトルの各

成分の分散を計算してみる O 母系列を Z(t)， 一∞くtく∞とすると，それの有限分析時間 TI'<:

却するスベクトルは，
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. (3) 

で興えられる (ω=あてゆ。 A.'f(ゅの自乗の集団平均却ち分散は

各とこのスペグトルは滋化しないスペグトルである。法化したスペクトルは平均値と分散とをまE常1r
したのちにはじめて評価設としての意味をもってくる。法化しないスペクトルを用いると，分散の長期

傾向は係数 ai(t)の時間的菱化に含まれてくる。従って上の定式化に於いて P(t)の強さも時間的に

一定と仮定しておいて差支えないのである。なお女献 (3)p.12を見よ。

告発一寸考えると，との時系列にあらわれる偶然的安政は，有限な分析時間1を用いたためのスペクト

ルのぼけを意味するものであって，もとの時系列における，外音防λらの援餓によって生じた偶然的~1fî1J

u土木質的に異るもののように忠われる。しかしながら Fourier2(互換はー積の重荷平均であi:l，一方
どんな観測においても，ヲミ際によみとられる憶は何等かの意味での重荷平均値にす2ずないことを考える

と，スペグトルを求めるととは背通機械が自動的にやってくれる平均を人鱈的にやっているにすまない

ととが理解され，従ってとれをまた1つのH寺系列とみなすこ Eは4妥当であると忍われる。そとずともとの時

系列の場合には，その各時点における観測依が，たとえそれカキ~視的には 1 つの平均値にすまないもの

であっても，我々が笑際に必~とするのは巨視的な平均値そのものなのであるから，権定的なfî![ として

の意味をもっているのに反して，今の場合には我々の求めているものはほ系列のスペグトルそのもの，

即ち前の場合の微視的な値そのものであるから 1っ1つの観測値そのものが巧ミ縫定性をもっているの

である。スペグトルのほけはとの不総定性のスペクトノレ的なあらわれにすき?なL、。との時系列の予報値

は，との不[1:在定性のほかに更にうユ殺の誤~~を合んでくろから，スペクトルのほけはますます大きくなっ

てくる。なお般密にいうと 1つのほ系列に対応するのはもとの時系列の 1"ただけであって，有限な長

さの区間ではないから，とのととからも誤差が生じてくる。しかし山(刊の変化が定?脅威分の主主化に

比べて十分ゆるやかならば，との誤差は十分小さく主主るであろう C
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くωAT(ωWν

エ ト刊ff:どルs山 s説inωρ(tむ仰1
=すとどsinω山 ω山い1)dt1 dt2 

1 rT ，~ ~ / " cos ωT rT 
Z 一一I(T-x) cos ωx Ro (x) dx一一一一一一Isin ω(T-x)Ro(心 dx，J 0 ，- -----，--/ ---- TωJ  。

. (4，1) 

同様にレて BT(ゅの分散は，

fT cosωT rT 
くB-r(ν)2)=一一I(T-x)cosωxRo(x)dx十一一一一一Isinw(T-x)Ro(x)dx， T j 0 ，- Tω.1 0 

. (4，2) 

となる。従ってとれらはωκょうて異るほか，母系列の相関岡数Ro(ぉ〉に関係する。 RoCx)は
当然各l時点Kよワて呉るから，時系列A.T(ν)，BT(ゅは一般に分散に関してゴド定常であるC と

の ζとからだけむも ζれらの時系列の予報K通常の方訟を応用するのは安当でないととがわかる

が，更fC我々が必嬰とするのはエネルギ{スベクトルであって， A.T(JI)及び BT(りそのもので

はないので~ t，とのエネルギ{スベクトルの変化はもともと定常な変動に比べてゆっくりした，

全区間の長さと同じ程度の周期jをもつものでるるととを考えると， とれらに到して定常時系列の

予報の方法を趨用するととは無意味でるるととが明らかになるのでるる。従うて結局，エネルギ

ースベクトル ST(ν)=A.T(ν)2寸 Bl'(ν)2を求めて，その各成分の時間I'I'~変化を，たとえば曲線の

あてはめの方法によって乎滑化し，それからその;出来の値を推定ナろよりほかないであろう。

以 tは長JlJl傾向そのものの予報でるるが，さえにとれを利用してもとの時系列 q(t)の予報を行

う問題を考えなければならない。その方法には以下に示すような 2つの可能性がある。その第

1 は，時間li!~に変化する係数をもっ (2) のような形の方組式によって記述される物却系(可変

便数系一一-variable parameter system)の性質に封するL.Zadehの数学的正Ip論にもとやい

て，定常時系列の場合と同様に，現花までの観測値からそれに軒応ずる過去の簡僚の列即ち外力

p(t)を3.inuし， (2)の右越を零と沿いた方程式Kよって記述される系の，それらに到する応
符の重ね合せとして将来の値を推定するという方法でるり 2) その第2は，興えられた時系列を，

スベクトルに関して定常化してしまってから，趨常のブj式によって予報を行い，それを定常化し

ない場合Kひを直すという方法である。

III. Zadehの理論とそれによる非常定時系列の強報方式の定式化

p=d/dtと3なき，p (t)のかわりに一般の外力 e(のをかくと， (2)は
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L(p;t)q(t)=じα"(t)p"十…十αI(t)P十αo(t)] q(t)=e(t) . (5) 

とかかれる。との方程式によって記述される系の t=主に治ける簡撃 δ(tーのに到する応答を

W(t，むとすると，

は
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てつあで

. (6) 

. (7) 

で輿えられる。日l定律数系の場合の周波数応性:函数H(ω〕の搬張としてヲ pJ変控数系の阿波数

応答函数を

r=TTr /0  ~， -iuJ(t....，O 
H(iω;t)=1 W(t，Oe --，- "dc . (8) 

で定義する ζとができる。なぜなら，との式は，外カ ewt 11:到するとの系の応符が H(~ω; t) e iwt

であるととを示して沿札また e(t)の Fourier変J換を E(iω〉とすると，

q(t) =!H(iw;t)E(ωe ilut dω . (9) 

となって，とれは悶定径数系11::Jti-ける周知の関係

q くt)=!H(加 )E(仰 )e
iω
tdω . (10) 

の自然な;jJJ@~となっているからである。外カが p(ので基うる場合には，そのエネルギースベクト­

Jレを S(j)とすれば，q (t)の分散は

刈

でE興h処4えられるととも容旦易，11:亡示される。

α! (t) (i=l， 2，……， n)，従って Hぐiω;t)が周期的に変化する場合には，Hぴω;0を

Fourier級数に展開するととがむきる。一般には α!(t)ないし H(iω;0の変化はゴF周期的でへ

. (11) 

であから，その Fourier変換を考えなければならないが，それには H(iω;のそのものよりも

むしろ Hびω;t)e!wt 即ち ιMιK到する系の応~1この Fourier 変換を考えたカが悦利である:

T(仰;i 'll)口 fs(ω;t)eiCω--u)t d t . • (12) 

との“2重周期応符"は次の関係をみたす:

Q(Ut) =1子びω;叩 )E(ω)dω. . (18) 

但し Q(i川は q(t)の Fourier変扱である。とれはfftね台せの続分 (7)の周波数領域に;ゐ

ける表現にほかならない。
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HOω;t)の最も設喪主主'1生1"1として， とれが微分方程式:

一一一一一一l 十... 十 i一一一一-一一一一一一一一一| 一一一一一一
[ 1 汐P川川る叩叫Lιω(びωωω4ω似ωω叫州州;メのtの)汀1-dn H(ω川 r 1 日川〈びω4
n!L(αtω;メt) d(び4ωどαω1ρ))勾 L dtn 均 l'、L(σ4ω;t) θJ dt 

十H(ωjt)=一 1
L(iωjt) 

. (14) 

8ワ

をImAするととが詑明される。 1/L( iωjt)は，tという瞬間I'<:jないでこの系がもっ係数ω(t)

(t口 1，2，…， n)と等しい係数をもの聞定律数系の周波数応符l羽数でるるが， ζれを我々の系の

t=tに沿ける瞬間的周波数応符とよび，1frびω;のとかくととにする。(14)はH(仰;のが，形

式的に ζの系の瞬間的周波数応符島ぴωjt)左入力として， (t4)の右越を容とjないた方程式

にようて記述される仮組的な系に入れた場合の応符と見なされ得るととを示している。即ち系の

瞬間(I'~周波数応符 H;.(仰;t) =1/L(ω;のがわかれば， (14)を解くととによって H(ω;t)が求

まり，従うて任意の入力 e(りに到する応答 p(t)を， (9うから求めることがでぎるのである

III'<:のべた方式は，結局観測された時系列が (2)という方程式Kよって記述されているもの

と考えて， α1(0 (iご]， 2 ，…， n)の各瞬間の1rfi， 従うて系の蹄間的周波数応符島(ω;t)== 

1/ L(iω;めを，各瞬間を ~l!心としてとった趨当な長さの小区間のスベクトルから推定し，その将

来の値を予報するととにほかならない。現在を t=uとすると，とのようにして現想的にいえば

t=一∞から t=αく予報すべき駒来の時点)までの島びω;めがわかる。そうするとそれを用

いて(14)式を解くととによってー∞く tくα に沿ける H(仰;りがわかり，従って (8)の逆

変挽によって系の t=~ I'<:;Jなける簡般に到する応答 W(t，O が t=α まで計算されるととにな

る。観測された時系列I'<:f'.Jする過去の衝撃の列 p(O， 一∞く~<û は (2) 式から上1'<::9，[1られた

ai (t)を使って算出するととができるから，とれらの簡撃に到する t=αに治ける応符を重ね

合せて，q(α〉の推定位とすればよい。また 0く tく α に沿ける f.[ij~裂が全く推定可能であるとと

による予報の誤差長は，

P=fF2仇わ . (15) 

でよIIJえられる。との誤裳のほかに，母系列のスベクトJレを短い区間の観測値のスベクトルから推

定しなければならないととによる誤差が入ってくるととはいうまでもない。との謀議の評価も霊

要な問題でるるが，とれに関する詳しい考察は将来にゆだねて，ととでは立ち入らないととに

する。

VI.定常化による方法

τadehの理論による定式化比理論的には正しいものであって，非定常時系列の予報の問阻

は，原理的にはとれで解決されたと考えてよいであろう。しかしながら， ζの方式は非常κ複雑
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な計算を必要とするから，賞用にはむかないのではないかと忠われる。そとで，より簡単な方法

として，まや興えられた時系列をスベクトルについて定常化してしまい，定常化された系列K到

して通常の方法を趨用するととを考える。平均値ならび、に分散に関しては，自廷によく知られた定

常化の立iiたがるるが， とと壬は更にスベクトルま、でを定常化しようというのである。平均値はス

ベクトルの周波数容の成分でる þ ，分散はスベクトル全体の ~lf~ さに比例するから 3 平均値と分散

の定常化も，もともとスベクトルの定常化の特別の場合にすぎないのである。エネルギ戸スベク

トルと相関函数とは全く i可等なものでるるから，スベクトルに関する定常化は即ち相関函数に関

する定常化を意味する。現花まで，相関函数に関して非定常主主時系列をと P抜う Kは，兵るキ11関

函数をもっ部分を五にきりはなして解析する方法がとられているが戸予報という翻点からみる

ととれで・は不十分と思われる。定常時系列に沿いては， く1)のような常数係数の線形微分方程

式による定式化が1必然的なもので重うるというととができるのルであるが，m 時系列の場合の確率化

が定常化を意味するものとすれば，4) (1 )の係数 aiが相関函数ないしエネルギ{スベクトル

から一義的に定まる以上，非定常な時系列が興えられた場合， とれる平均値だけでなくすべての

スベクトル成分について，定常化するととは必然的要請であって，定常化を21'均値(及び分散〉

だけに止めて，異る相関巨頭数をもっ部分をきりはなして論歩るととは中途宇端な意味しかないと

思われる C

今 t=t'を中心とする幅Tの小区間内で計算した振幅スベクトルを
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とすると，t =t'κ主!応する母系列のヱネルギ円スベクトルの推定値は，

S (V，t勺=A2(V，t')十B2(V， t') . (17) 

で，BiJえられる。訟の訟の νの値KWJしてとれを t'の函数としてグラフt寸前き，それを平滑化し

た曲線 S'(v， t')から将来 (t'=α)のエネルギースベクト Jレの値S(ν，ゆを推定するわけでるる。

今ある時刻 t=toを定常化の規準時刻にとり 3

〆空I(νto M(川
必， (ν， t' ) . (18) 

をつくる。との M(v，tつを B(v，t勺及び A(v，tつに来歩ると，スベクトルが定常化される。な

ぜなら，

.lvf (v， fl)2 [.1 (V， tつ2十B(ν，tつ勺=1112(v， t')S (v， t勺=S'(v， to) 

となり p エネルギースベクトノレは tの如何Kか Lわらや一定(口S(V， to) )になるからである O
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即ち Jl1(v，t )， B (v， t )の逝余弦変換

h似(υt〉=4fy戸(い杓Mμ川，t'γめ/勺)B(かv，t'削，

tγ/一子くtく山子 • (19) 

が定常化された時系列を興えるのでるる。との時系列に釘して通常の予液の方式を趨用して(長IJ

ち qR(t) tc.;Mして改めて全区聞を用いてエネ1レギースベクトルを計算し，それから求められる

予報フィルターを用いて)めα-Ti2くtくα十T/2の聞の作(のを推定し，その区間内で計算し

た余弦スベクトル B(v，α)を M(v，α)=vS'(V百万S/(v，a了で割ったものの逝余弦変J換をもってと

の区間内の予報値とするのであるO

v .むすび

以上で，原別的にいって，非定常時系列の予報の問題は完全に解決されたと考えられる。 IIに

のべたように，定常時系列の予報の常数係数1J):!A:Yt)j程式(1)による定式化がf必然的なものむあ

るのと同じ意味で，非定常時系列の予報に沿いては可変径数微分方程式 (2)による定式化が必

然性をもっと考えられる。 J二κのぺ;そ2つの方法は一見全くちがうもののようであるが， IIIでの

ぺた方式は (2)をそのま Lの形でとり扱拾うとするものでるり，VI tc.のぺた方式はとれを(1)

にひきな;j;，-してと P扱沿うとするものであって，同等な必然性をもつのでるるC とれらの方法を

より推計学的に蹴斡!t:論歩、るとともに，震際への応用を試みることが今後の課題でるるが，とれ

をあ〔果的K官際問題に適用すれば，今まで定常時系列の場合の方法を震際に応用した結果に到し

てしばしば加えられた，基本周期の変動を考えに入れていないという批難に封しても耐え得る結

果が得られるととが期待されるO

主主主旨今期は，時系列を小区間に分けて各区間のスベクトルを求めるととによって，スベクトル

の時間的変化を求めても，結局全系列結局企系列を一区間と考えてスベクト1レを計算した場合と

同じ知識最しか得られないととをのべたが，じ とれは上のような非定常的なとり扱いが無意味で-

aうるととを意味するのではないととに注意して必〈。とれは小区聞に分けてその各区間のスベク
トルを計算するという接作と全体を一区間と見てそのスベクトルを計算するという操作とを比較

した場合の話でるって，我々の場合は，小区聞に分けるととによって得られたスベクトルの時間

的変化に関する知識を利用して，もとの時系列を定常化したのち，更に解析を加えるのであるか

ら，必歩、しもその議論は趨用されないであろう。
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Resume 

The scheme of the prediction of the non.stationary time series， which has previously 

been proposed by K.lmahori， was discussed in detaiJ. It was conc1uded that it amounts 

to the assumption that the observed time series is described by the equation of the 

form: 

dn q ，__ ，.， dn-1 q 
a" (t)一一吋十 α"_1(0一一一~十…dt均 三 dt均一1

dq 
十α1(t)一一十α。(t)q=p (0， 
dt 

which has temporaJly variable coefficients，instead of the equation with constant coef-

ficients which is used a'3 the fundamental equation in the stationary cases. Two differ-

ent mathematical formulations of the prediction scheme based upon this equation 

w~re proposed， one of which makes use of Zadeh's theory of frequency analysis of 

variable networks， and the other is based on the principle of stationarization with 

respect to the power spectrum. The former is mathematicaJly rigorous but involves 

considerable practical difficulties， whi1e the latter is expected to be useful in practice 
and will be applied subsequently. 
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