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熱{専導論の立場からみた馬鈴薯の凍結曲線 r 

士口 五
f

臼
片田

(低温科挙研究所股;用物3'lJl陸部門)
f昭和 ".:.7年9月受怒)

工凍結曲線の例

純物の組織小片・3と冷却して凍結させるときの温度礎化の経過については，いままでにも多く

の人々の研究があるが，近年，青木版1〉，照本商1)2)によって，殊に詳しく，馬鈴薯の凍結の研究

が行われた。第1闘は，その際にえられた，温度礎化の経過を示す凍結flb棋の質例で、ある。 IG

鈴著から，直観5mm，長さ 15mmの闘筒形の資料をきりだし，その中心に和Hい熱電却をさし

とむ。 とれを，外部から -100Cに

"crA 
O 

E 、、
4B(-3430C) 

ひやされている太い試験管のなかに

いれる。すると，熱電封によって示

れる温度は，第 1柿iに示したような

温度礎化の曲線をあたえる。たて軸

はj且度y よと刺iは時間である。

最初の A 黒ri(+ lOC)から出殻し

て温度は誌かにくだってゆく。約-

30Cになったととろで，資料の去|蔀

に氷を接{附させると (B鼎i)，過冷却

し.1<こ資料は凍結まはじめ，温度はi訟

にのぼ、ってC醍il'C控ーずる。 C製lのあ

とD思riまで，ふたたび、， i鼠度は惑か
にくだるが， D 黒lí~こすぎると温度の

降下は停滞するほどに綬漫になる。

しかし， とれもしばらくのととで，
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第 i 圏

馬鈴答凍結曲線の質例

(国l筒形資料，直径5mm，長さ 15mm)

者北海道大挙低温科準研究所菜続第 169披

低温科率第10i隣昭和28Jf-
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やがて降下速度はしだいにまして E貼をすぎ F製iにまで挫する。とのf111*泉の例では F貼ー

から先の貫測は行われていない。しかし，他の寅測の結果から推して， F貼からうbは，破線で

示し・7こような曲線になるものと忠われる。

いうまでもなく，ととに測定された慌度は資料の中心の温度であって，資料金体がとの中心

温度と沿なじ甑度になっているかどうかはわからない。それにもかかわらや，との極の}耳[~iJi F出

主:;Í~についての議論は，資料金体が一級な温度になっているとの必えに)'f..って行われているよう

に見うけられる。資料が小さいというととから，そのような珠想が立てられるのかとも忠われ

るが，とれば一度，検討して沿くべき問題であろう o とのような意味で，とれを熱悼導諭の立

場から論じてみようとするわけである。

青木1)は，第一氷結といわれている第 I隔!の C貼が現われるのは，資料の炎j母部に流出して

いる稀い細胞i夜の!民吋:凍結するためで、あるとの考えをだしプc。 との汚えによれば _goCにひ

やされた資料は， B 黒~Îでなにその表唐部が細胞j夜のì3t紘一占溢度一一一0.7 0C 一一ーにのぼり，熱

が資料の去唐部から内部K.停わってゆくととになる。との夫}営部からイ4~わる熱によって，中心

の温度が B 緊Jllから C割にあがるわけであるが， 熱の体導には時聞がカ，かるもそれで， B， C 

聞の短かい時間(第 1闘の例では 10sec) K.，中心温度を B 胤ーから C 梨~まで 1.80C 上昇させる

だけの熱が体わりうるかという問題がゐとるが，熱惇導論によれば，との程の定量的問題も取

扱うととができるわけである。

II. 教事的取扱いのための偲定

寅際に使われた資料は直筏5mm，長さ 15mmの同筒形のものであるが，数率的取扱いを簡

単にするために，凶t;jjの一長さは無限に長いものと椴定する。とれは，凶筒の上下の端の影響右こ

無視するととである。とのため，結果は，寅l僚の測定結果とくいちがうのであるが，ただ，そ

のくいちがいは，さほど大きいものではないで、あろうと推定される。熱の惇導については，大

ざっぱにいって 2倍の距離を熱がったわるのには41去の時ttilがかかるというととがある。距

離が n 傍になればポ係の時間がいる。それで、，じゃがいもの資料の中心にまで、熱がったわる

のに， m¥tmの端の商からったわるのには，同信1而からったわるのにくらべて少の9俗の時間が

かかるわけである。それで、，凶筒の端の面カらの熱の影響は少ないのでそれを無闘する。凶筒

t:1!民眼に長いと考えると，その端の而から熱がったわるには無限の時間がかかり，端の面の影

響は全くないととになる。したがって，賓際の資料の端の面の影響を無硯するととは， I成 Î;~j を

無限に長いと2与えるととと一致するのである。

iln'l度t:uで表わすと uは資料のなかの場所によってちがい，また時妥1]tとともにかわる。

したがって uは場所と tとの函数で、あるが，温度分市はいつでも資料の中心線に封して割稲

決 資料表暦の犬百五分の細胞は，資料がきりとられるときに，切断されたり，そのときの限カで破壊されて

いる。したがって，これらの細胞から流出した細胞液は表暦官官で述縦暦をなじていると考えられる。
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になっているはやであるから，中心t咲からその場所ーまでの距離を f とすれば 11は 7 と tと

の同敢になって

11 (1"， t) 

とかけるわけである。

資料のなかのある場所(I=I~心からの距離1")に微小な休1J1: dむを想像する。 との微小体'fJfに

は，塑~frl.!f.埠により，阿倍iから熱がはいってきたり，そとから問料iに熱がで、ていったりするが，

熱がでてゆくときはマイナスの熱がはいつぞてくると考えるとととすると，のという事故小時間

のあいだに

dql=dv • dt μ(会斗ま)
だけの熱72tがはいってくるというととが説明される。 μは資料の熱体導奪三でるる。(1/は 11(r， t) 

とかくべきであるが，簡単のためにただ U としてある。これからあとも必なじ¥0

また， とのî~史IJ、休Mdv のなかで凍結がj並行中とすると熱が鼓生する。との熱量を dq2 とし

て，それが，

dq2=dv. dt • q (r， t) 

の形に書き去わされると11'X定する。とれば dq2が微小休もIlの大きさ，また微小時間の長さに比

例するというととである。第 1[酋!の D 器i以後の凍結に釘しては，だいたいとの{限定がゆるさ

れそうである。しかし，凍結が，凶信jの}，[IJ設部から，はっきりしプζiT!i結境界面をもって内部に

むかつて進むというような場合があるとすれば，とのf限定は許されない。

かくして dvのなかの熱Jitは，dtのあいだに，dql十 dq~ だけ増加するわけであるが，そのた
δII 

めにかのiK~度はあがる。その温度上昇は一一 dt で表わされる。そして， dvの熱容量は，C，ρ 
θt 

をそれぞれ資料の比熱，年十i度とすると cρ かであるから，との温度J二昇に要した熱量は

dQ3=dv・dt• cρ OU 
δt 

である。そして，いうまでもなく ，dq3=dq，十dq2の除!係がなりたつので，それから，

ーさとニメtiffι+~判 +q (r， t) ... ... .................................... (1) 
δt¥δr: r or J 

なる1M微分方程式がみちびかれる。

いまのととろ 11 は r，tのi司教であるととがわかっているだけで， どんな函数であるかは

わかっていない。しかし，11がどんな回数であるにしろ，少なくとも (1)の偏微分方程式を満

たすような函数でなければならない，すなわち，との1M微分);程式の鮮でなければならないと

いうわけである。笠際に， (1)の偏微分方程式を満たす孫!数 u(r， t)は無敢にある。しかし，別

に依1'1:をあたえると，そのうちのただひとつのものが搾びだされる。

たとえば，第 1[i，;;jの A 鼎iから B乳liまでのあいだではiJ!邸主が長とっていないので， (1)式の



56 吉岡順ヨ1.

q (，-， tJは Oでるる。 また， iii初の A 賄で、は資料金体が十 lCCであったという依件がある。

すなわち，時刻 tを A !l!}.iカニらはかりはじめるととにすると，u (r， t)は rの如何にかかわら

や

U (1"， O)=+lOC 

という僚件を満たすものでなければならない。との種の僚件を干潟l~月僚1L1"という。また，資料は，

それをとりまく -100Cの空気に Newtonの冷却法則にしたがって熱?と放出しつつあるとふ与

えられる。資料の表面に微小面積 dfを考えると， {令却法則によって，微小時間 dtに

日 [u(a， t)-U]・df. dt 

だけの熱量が dfから空気ににげてゆく。ととで，aは資料の宇佐を，Uは空気の温度を表わ

している。したがって，角括弧のなかは資料の表面温度と空気の温度との予告である。 aは資料

表面の熱体主主係数である。一方，dfには，資料内部からののあい7さに，

ーμ2ι.df.dt 
cJr 

δu 
の熱が流れだしてくる。ととで，一ーの値としては，資料表面，すなわち I"=aの値をとると

dr 

ととする。との熱量は，上の空気ににげて砂く熱量ととひとしく友ければならない。それで，

資料の表面 r=aでの値の如何にかかわらや

a (U-U)立ーμ dU . . . .. . .. . .. . . . . . .. . .. . .. . . . .. ... . .. . . . . . . . . . . .. . . .. . .. .. . . . . . .. (2) 
cJr 

の闘係がなりたっていたければたらないととになる。との種の僚件を境界保件という。以上の

保件のために， (1)の偏微分方程式副総.たす無数の u(r， t)のうちから，第 1[，品!の A 県日iから B

鮪までの曲線を興えるべき，ただ一つの U (1"， t)が搾びだされる。 B黒l.iから C 貼までに封し

ては，初期保件や境界依件がちがうために， )JIJな u(r， t)が拡ばれる。凍結曲線のその他の部

分についても同犠なととがいわれる。

結局，問題は，熱侍導の現象に内在する性質を示すととろの偏微分方程式(1)を満足しかっ，

その場合場合の特殊な初明後件，境界僚件をも満足する函数 U (r， t)を求めるととになる。熱

停導論は非常によく霊支出していて，それについての書物もたくさんにでているめ。以後，u (r， t) 

としてでてくるものは，すべてそれらの吉:物に示された方法にしたがって求められるので，そ

れを求める計算の乎続きを書くととはいっさい省略する。ただ，U (1'， t)を表わすのに，初等的

主主数墜にはでてとない lo(立・)， 11(X)，ー・ 1n(a;)，"'" なるE語教がひんばんにJijいられるので，

それについて簡単な説明を加えて沿く。とればベッセルifEi敢といわれる一昨の函敢で、あって，

そのうちでも lu(x)と Hx)とが豆嬰なので， そのグラフを第 2[i，¥¥1の左上の方に示した。 lu1x)

は x=Oで 1で，そのあと波動的に減衰してゆく。1r(ぉ)は Oから防護し，やはり，波動的に

かえ4毛してゆく。 lo(x)は cosxに l，(x)は sirI.おに1ftたf生買をこもっているといえるであろう。
ィlNx)

事賞， ニニニニニー SlUX であるが， 一一一一 =-ll(ぉ)という闘係さえある。そのほか，ベッセ
d立 dx

}l: jfti敢についてはその性質が詳しく研究されているし，三ffJ幽数 SlUX や cosxに封して Z の
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いろいろな自在に到するi函数の

fl11の去が三[(Ji面教去として出

1¥反されているとn*lに，ベッ

セルï~敢についても I ， U誌なベ

ツセル雨量〔去.1)が111.版されて

いる。したがって， 11 :1'， t)が

指数函数♂や三角函数やベ

ツセル函教の組合せとして表

わされれば， 1I (η t)のfii'lを現

担に計算，して/:¥l，すとともでき

るわけで、ある。それで， との

ような舷で 11(1'， t)が友わさ

れ7こら，11 (1'， t)が求められtc

と1きえるわけである。

な;1;;-，しばしば，方杭式

Jb;)=Oの」共同，.J)e，・ ν'"・・・

がつかわれる。 JOfX)ほ波動的

にプラス，マイナスの1I!Lをと

るので，Jo'x)左 Oにするよ

うな zの値， すなわち，方

税式 Nx)=O の艇はカ!~敢に

ある。それらを，小さい方か

ら1¥国に Vu }.Je，……としlc.わけ

である。との根のfrlf.もベッセ

ル函数去にで、ている。

また， 方不足式

xlr{♂J=hん/ぉ)

l 

害j i 

2 bij r主ゃ、同町一7 -r-

O 11入l

勺にとレ/;~ろ¥や

1 

O + 8 

/ 
〆
/ 

/ 
レ/

Jレ/
ν/ 
0.2. u.4 

第 2 翻

ペツセノレ凶弾没

57 

ぉ主υ。

11 
V 
/ 。2

。1

。6 0.8 

の根， ii1> iì~，"， iin，もひんぱんにつかわれる。 hは場合場合で'ちがった1itLをとるが，いつで

も小さい童文である。 との方程式は

2主位 =h
JoCx) 

とかかれるから， ii1>ん，・・・は函数 xJlX)jJn(:vlを，ちょうど hにひとしくさせるような zの値

である o 第2闘に，JO(X)， J山・)のグラフとともに，函数 ，，:Jrl;c)jJb;)のグラフを般棋で示してあ

るo との函設は，分対:の Jo(x)が Oになる ν11 V2，'" でプラスまたはマイナスの無限大になる
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'" 
図版三五:

ので， I闘のような形になるわけである。ん，，12，・・・を求めるには，たとえば hが 0.1ならば，

たて軸 0.1の黒jliから，よと軸に平行に直線をひき， との直線と{波長JJ~ との交貼のととろの却の

1~在をとればよい。その?直は無数にあるから，それを小さい}jからんん・・・ とするわけで‘ある。

数値としてもっと正確なものを求めるためには次の{盟主lえがある。 xJb)/Mx)は，l{x)=oの根，

l.1> l.2'…のととろで、は Oになるo そして，hが小さければ，んだけは例外として，んがえz

I'C非常に;互い{庄であるととがグラブからわかる。事質，hが小さいとき

ん=み十__h_ n~2 
"n 

という閥係が詮明される。 Lはベヅセル函数去にで、ているので，との式からんが計算される 0

l.1だけはこのようにはゆかや，詳しい計算かグラフにたよるほかはない。第2lit:ilに，xの Oか

ら 0.9までの範聞に封して xJ山J/Nx)のグラフを摘んして書いた。 とれによって，hが 0.45

以下ならば，んの{班を有効数字3桁くらいまで、求められるであろう。たとえば，h=O.lならば，

，h=0.442 となる。な沿，との論文の末尾にだ11/10 の~j制点がある。

111. 初期の冷却 (A鈷から B貼まで)

tì'O肺lの A 思j~から B 票日i までは， 凍結が必とって必らや，資料は N巴wton冷却による自然

冷却をしている。したがって，資料のなかの温度 U (1'， t)は

cρ;:ニμ(会十九千)
なる偏微分方程式を満足Lなければならない。

資料は -106Cの空気中にたかれているが， とのぎをÆ'~の 'ìXilI主主こ U で、来わす。 そして，計算

の使立のために，溢度をはかるのに OGC を基準にしないで、 U を ~i1f jíljにとるととにして，と

のように基準則をうど、かした温度'!i:表わすのに V (1'， t)友使うとととしよう o すると

の(ハ t)=u(r， t)-U 

の酔l係になる。 U (1'， t)が OGCならば， U=-lOであるから，V (1'， t)二十10となるわけ?あ

る。

また， との閥係によ・って，V rま 11 と全く公なじ形の偏微分方J主式

cρすエメ!(会斗;:)
を満足するととがわかる。初j開催1'1'は U が rの如何にかかわらや，十1GCであるとと，すな

わち申が γ の如何にかかわら示、十11であるととで、ぷわされる。 それで、，との十11iこ一般

的に%として

む(r， o)=vo 

で初期保件を表わす。表面で、， Newton 冷却がゐとっているという境界保件は，IIの代りにむ
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をつかつて表わせば

一μ主=伽 (r=a)
dl 

となる。

とれらの僚件を満足する偏微分方粍式の併は，F (r， t)を，つぎのような指数函教とベッセ

ル函教の組合せで、なりたつ級数

∞ 't h Jiん，，/a)
F (r， t)=2~ e-Hn' 一一一一一一一一一

n-1 h~十 Æn2 Jlん)

とすると

の (r， t)=VO F(r， t) ........................田・・一.........……......………...... (3) 

で表わされるととが説明される。との式のなかで，hは常設で

11202-
/.f. 

である。そして，んは方程式

xJ/x)=hJo!x) 

の桜である。また常i数止は

μ一
…
ザ
一
a一

一
'
h
k
 

~表わす。 前節とjななヒに a f土資料の ~l' 1~i~ ， μ は熱f五五導率 aは Newton冷却に於ける熱

体連係数 cは比熱， ρl主将i皮である。

もし，止のil[(と hの飢とがわかれば，それによって F(x， t)を計算し，一一んιの航は hが

わかれば求められる一--vo= 11と必くととによって箔 1加!の A 拙から B閉までの資料の

温度が，資料の中心のみならや，資料のなかのすべての場所に封して興えられるわけである。

それで、，まや，kと hとのi[([をきめる必要がるる。

じゃがいもについて， /1， C，ρの飢が測定されていれば，それらの航からんを計立できるの

であるが，現在，そのようなデーグがない。 それで， tゃがいもの組成の 8006はノkであると

いうととから， μ，C，ρに水についてのir(iμ=0.0014cal/cm.sec.deg，c= 1 caJ/gr.degρ= 19r/cm3 

をつかい，資料牛終~ a=O.25 cmとjないた

k= -~~ =O.0224/sec 
。伺cρ

をもって，資料の是の位と仮定する。とれは，もちろん， lEしい値ではないので，あとで訂正

するが，質際のfil[に近いものとしていまのととろ採用するわけである。

h=aaJ.μ であるから，日のiili.がわかれば，hの航もわかる。しかし，熱体遺係数 d は，場合

場合によって鑓勤しやすいものなので，あらかじめ，その植をきめるととはむつかしい。それ
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で，第 1闘に示されている A 酷から B賠までの資料の中心温度の礎化それ自身を，hをもと

めるための材料として使うととにする。 第 1f，]l!のグラフは中心温度であるから， (:3)式で r=O

と3ないた

む (0，t)=，/}o F (0， t)， vo= 11 

で興えられるはやである。それで、，との式がグラフを:社もよく i引見するように Iz!D飢をきめる

わけである。

fo(O)= 1の閥係によって

間 -̂kA_'t

F(O， t)=21z2:， 一一 ←ーニ一一n~l 11'十んzE ゐ(ん)

である。 F(0， t)は，とのように，すでによく知られた両教の組合せの形として興えられては

いるが，ただ，それが無ー限に多くの項Eともった級数で、あるために，その航を計算するととがで

きない。しかし， との困難は次のようにして除かれる。

まや， Izは非常に小さい航のものであると{限定する。との1!x~屯に立って h の航を現2互にもと

めた結果，その他が質際に非常に小さかったとすれば， 1民主主は正しか・ったとしてよいわけであ

る。さて，第2f品lから直ちにわかるように，xf山)/foIx)=hの根んゐ，… は， Izが小さい場合

には，んだけが Orc:lli:いIJ、さい{直で，ゐはそれにくらべて遼かに大きい 4ぐらいの値， J.s以

下は更に大きい値をとるととがわかる。 したがって，F (0， t)の各項の分時にはいっているが

十ん2 は， 112十 À12 をのぞいては特非常に kきい。.ro~ん)の絶封{直は，第 21品iからわかる通り，

fOIん)がいちばん大きくて， あと次第に小さくはなるけれども， その鑓動はさほど大きいもの

ではない。 したがって，F (0， t)の各項の分i辻の絶剖fi加工，第 1項の分ほのほかは，みな大き

いととがわかる。それから，各項の分子の e-kλn'.!.t はが非常に Oに近いときだけは別であ

るががある税度以上になると，第 1項の f 叫 ]2t をのぞいてはみな非常に小さくなってし

まう。 e-X が，xが大きくたるとともに急激に減少するととは，よく知られたととである。 そ

れでがるまり小さくないときは，F (0， t)の第2項以下は第 1項にくらべて非常に小さい

ので，ぞilil告してしまうと F(0， t)は，近似的にそのUH項だけをと・った

2h 
F (0， t) =一一一つ一一一一e-k孔

(112十A12)fo(A1) 

という簡単な形で表わされるととになる。

結局，第 1f，雨'i!の A貼から B賄までのグラブの，t=Oのちかしすなわち A貼附近をのぞ

いた部分に，

2 h _，.， 
v (0， t)= 11 ，.. • " ， e λ 

(I?+ん2)10(ん)

の式がよくあうようにIzをときめればよいととになったわけである。との式は

む (0，t) =常数xe-kA，'t
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の形になっている ο ただ，常識:の11{Iは， 11がきまらないために，まだわからない。しかし，ん

が買は hによってきまるものであるから， との式をつか町ってんを求めれば逆に hの自立が'J;jl:m
できるととになる。百O!品lの場合十lCυ の A 票日lは t=Oに相;註するが， 11 (0， t)が， 00C，す

なわちむ (0，t)= 10のときの tは 25secで，すでに tはかなり大きいo したがって，

10=常童文Xe- kÀ ，' ・ ~G

の聞係が成立するととになる。J，!i~L 80 S~C '};こ・っと， B ~ilÎの -3.13CC，すなわち v (0， t) = 6.87 

に誌ーするので

G.87=常数xe-kλ1~ 0 105 

の関係がえられるo との式を上のよで、わり，まえに求めて沿いたん=0.0224をつかうと

0.687 = e- O • 02ヨ4X同ベ λ ゾ

ヵ:えらオLる。す~なわち，

2.3031og!O 0.687 = -0.0224 x 80 x ，112 

となり，とれを計算して，

，112ェ0.209， ，11 = 0.478 

l\ 1.030eニÀ~s 1.10 
『えな
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ヵ:えらオLる。そして為iC21刊

によると，ぉ=0.478(7.Jとと

ろのおJlx)jJb.:)の1iliは0.118

でるるが， とれが hの自在に

ほかならない。すなわち

h=0.118. 

はじめに lzが小さいと

i限定して，とのような hの

自立が求められたが，宜際に

hの111'iは小さい。 それで、，

はじめの1H:l.定は正しかった

わけであるが， なゐが

あまり小さくないととろで，

第 1唄だけとって

F(O， t) 

211 ρ-kλ]'!t 

U，2+，112)ん(，11)

とゐくととが， どの粍度K.

正しいかを第 31品iJによって

みるととにする。第 31ωiで
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は，長t=sとして sをとよと志向に，F (0， sj.めをたて車dlにとってかいであるが，宣線は省略なしに

詳しく計算して求めた F(0， sμ)の航である。 そして s が 0~0.2 の範囲に破線で示してあ

るのが，第 1項だけで F(0， sJk)を表わしたときの1i江で、ある。 との部分でだけとのような誌が

でるけれども，sがとれ以上に大きいととろでは， 売は小さくてiぬlの上には到底表わすととが

できない。 それ故、上につかった 111i:::求める方法は近似法で、あったとはいえ，その近似度が

非常に高いものであったととがわかる。

hの航として， 0.118とでたのであるから，第3f，，'，[1の F(0， sJk)は h=0.1l8についてのもの

を書くべきで、あった。 しかし，置は，h:=o 0.12としてかいである ρ もともと，11の1iCf.~ときめる

ときに止の値友っか・って，しかも止の航が，正確で、ないととはわかっている。 それで、，lzの

もIIとしても， 0.118にあまりとだわっても意味がないので，計算の便宜のため，それに近い簡単

な数0.12をとったので、ある。

'UC4f吋の A から B貼までの震紘は，む (0，t)を II(0，りにな治した

11 (0， t)= 11 F (0， t)十10

のグラフで+字印は寅際の測定値である。 とのグラフでは hの杭として0.12~とっかうとと

もに，止としては 0.0224でなく 0.02をつかつてある。 hを0.118でなく 0.12にしたために，止

をとのように縫更しないと賀~nrJ とるわなくなるのであるが，もともと 0.0224 というのは恨の他

A 

h: Q12 

)( k: O.02/sec 。.c ，回目一一B一~弘、‘
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第 4 圏

:Fl!l論 Illj 静止と資 illO li[ 
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であるから，とのような訂正が不訟であるとはいいきれないわけである。測定値の精度乞考慮

に入れると，hや止の精度にあまり高い要求をしても無意味になるであろう。

資料のなかの温度分布は (3)式の F(r， t)を，すでにその航のしられた 1z， kをつかつて計

算すれば求めるととができる。 との場合lこもがあまり小さい範i奇jでなければ，第 1ユ買だけ

をとって

211ん(Alr/a)， (r， t) = 11 一一--.e
(l?十AI").l日(ん)

とするととができる。との式によって，r-==aとして資料の去商温度 v(a， t)， r= 0として中心

祖度 v(O，t)をきめ，その比をとると

'(a， t) 
一一一~.= JO(A1) 
四 (0，り

となる。 tの如何にかかわらや，表前iの U の値と中心のりの値との比は一定値 lo(A1)である。

ん=0.478であるが， N0.478)ェ0.948なるととがベッセル函数去からしられる。今， B思ilで、の

v (0， t)の1I1'I6.87をつかうと， J-.の式から

v (0， t)-v (a， t)= 0.39 

がえられる。 すなわち， B罰liでは，資料の去百{の温度は中心のj出度よりも 0.39"Cひくい。第

4 [品，)1の右上の方にj脱皮分布のだいたいの様子を示しあるが， A ~llíで、は水平な苦手組で、表わされる

ー秘な温度分布が， B出l1で、はなかだかの分布rll時:Jjtに鑓ってくるわけである。

第 11品IA鼎iから B;!1i'iまでの初期i自然冷却では， J二にt!たように，そのごく初めのととろを

のぞいては，冷却r1lJ脱が時間 tについての簡単な指数凶敢になる。そしてとの部分は， Newton 

冷却に闘係する常数 h~と決定するのに殺だつのであって，それ以外にはあまり霊要な意味をも

っていない。しかし，hがきまらないと， B鈷以後のととを論やるのに非常に困難t:来たすの

で，その意味では，との自然冷却が重要な意味をもっo

hは，場合場合で鑓勤するので多くの例をとりあっかうとき厄介で、あるが，F(r， t)の第 1ユJi

の係教が'.hが 0.2より小さい場合に，近似的に

2h 
一一一一一一一一一=1十0.251z
(h2+ A12) Jo (ん)

で代mできるというととは，計算を行う J~.に便利なととである。

IV. 第一次凍結 CB酷から C詰まで)

前 1闘の B思liから C )j)~í までの温度上昇は，さきにも地べた通り，資料の去庇部に流出した

*i!ll血液がJ合意iiするためで、あると青木がi説明した。とのおn胞i夜の脱の凍結が進行しつつあるあい

だは，資料の表面の温度はお11胞液の凍結温度-0.70Cに保たれる。したがって， B貼から C思li

まで、の経過は，はじめ B思liのj民度ーにあった資料が，なにその去面左 -0.70Cに高められたため



64 士
口 m 民五

に起るものとして取扱えばよい。

まや， ift度の基準黒11には*i11胞波J絹:台混度 -0.70Cをとり，時間 tfまB旦liからはかりはビめる

ものとする。 -0.70Cを基準とした温度を 7'(r， t) とすれば，との場合にも責料内部Kì~[k~:れま

公とっていないから V は師微分方科ー式
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を11詰込しなければならない。

初Qmj依件。 B出ilのi毘度分布がとのときの初!明保{1tを興えるがf.iiji2'iiでのベた油り，資料内の

jftil度は B貼で一様で、ない。資料支出は中心に比べて 0.890CI'毘度がひくいのである。しかし，

とのととを考慮にいれると数式が擬雑になるので， B鼎iでの資料内の地度分市は，一様で、，仁"1

心詰l度とゐなじであると椴定する。したがって， B鞘での中心浪皮をと刊で表わせば

ψ (1-， 0)ニ Vo

が初期保1'1二をと去わすとととなる。いうまでもなしとの刊はマイナスであるo

境界保件。 B型Iljでの時刻を t=Oとするのであるが，との時刻以後は資料の表面の溢度は細

胞j夜の凍結祖度に保7とれる。 すなわち P は表面での如何にかかわらや Oになっていなけ

ればならない。したがって境界後件は

む (a，t)ニ O

で:BQ，えられる。

とれらの初期僚件，境界{条件を満たす偏微分方程式のW~は

G (r， t)を

∞ Jbπr/a) 
G (r， t) =22:一一一一-e

n~l Jbn) 

なる紋教とすれば，

むの，t)=vo G (r， t) 

で、あたえられるととが詑l切される。ととに，止は前節とお‘なピ止=μ/ロヨcρ で，ぬは方程式

Nx)=O 

のj阪である。

いまの場合は，前部の F(r， t)のときとちがって，ハだけが特別に小さいというととがない。

しかし，均以下は ν1の2倍以上には大きいのでが充分に大きくなれば，との場合にも，

G (1"， t)をその第lJf{で代去させるととはできる。

百'~ 3 [i.，'i¥I乙，止t=sとして，中心jJ;il.皮に闘係のある G(0，1';'めのグラフをかいであるo グラフの

形からQても想保されるようにが0.2以J二になれば，前 1唄だけをとって

G (0， s/止)=2ev，ヨ8/101ν1)

としてだいたいよい。
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資料中心の浪度は

む (0，t) = Va G (0，1) 

で興えられるが，去陵部の出iJl胞iI支がむ|ぬl;じきってしまえば，資料の温度はふたたび、 Newton冷

却によってくだりはヒめる。 J;U守内部の寅1:'f部の {~t結温度は，夫Wf部に流出した細胞液の氷;:I111j

よりひくいので，資質部の凍結温度に~f:するまで、ふたたび自然冷却がnわれるわけである。そ

れで，衣庶都市Hl胞液が凍結しきったときの tのfil在を τとすれば， J二の V (0，りの式がなりた

つのは t< ，の範聞についてだけで，そのあとに釘しては，全く別な式を伎わなければならな

いととになる。 ととろでで、もし t=τが;第古1[悩必叫lの C貼と一致するのZな主らばZ事3詐伊引1-'刊自j的l

なのでで、あるが，グくのようなJ:1llr!1でそうはならないのである。

表ぼ部市Hl胞液が凍りきった時で、も，資料中心温度は去町温度にくらべて非常に低くなってい

る。第 4[i!'a吋1・J二の);の C と書いたような温度分俗になっている筈でるる o それ故， との時以

後，去酎温度が降下しは t めでも，中心部ばしばらくのあいだ，温度の T~:;J いその)，lil!I，，\から熱を

受けて，なjなその温度を治iめられる。そしてある航に挫してから下降しはじめるわけで，その

]頁出11にあたるととろが第 1tiufJの C器1lになるわけでるる o つまり t=τに於て C剥が現われ

るのではなしそれよりある時間たってから C 貼が現われる。

いまのととろ，去居部細胞液が{J!!りきるととろはわからないが，それは第41品iJの CIと印し

たあたりであるととにはまちがいない。第 41尚の B 拙からあと C までのJ_昇.-JjiJ ~Jj~は Vo (0， t) 

の出J*;í~である。 そして C 以後は，ふたたび、，初期冷却とゐなじに， N巴wtonの方J!IJにしたが

う自然冷却がはじまるわけである。 それ故，C1 以後のととをう、!lるのには，温度の~i~iíg黒ilj を広

j誌の温度 Uに搾んで，

cpす=μ(予二十千三千)
ー μ苧LM(Fq)

01 

を満足したJ-_，オくの初期!依f'1~t:: iiiWたすようなイをみいだ氾時ばよいととになる。

あらためて，時刻 tの原思Ijt:: CI 叫Ij~ζ搾ぶと，初期保1'1"はイ (r， 0)が Cノ品iiの温度分市と一

致するというととで興えられるo ととろで， C/記jljの温度分布は， B出l1から Cノ思iiのあいだを表

わす前J誌の式

v (r， t)=~'o G (1， t) 

に於て t=τとした v(r，τ)=vo G (r，τ)によって示される。 との場合，まだ τのfnlがはっ

きりきめられないのはもちろんであるが，出41函iからみてだいたい 10secはありそうである。

すると s=k，は0_2となり，先ほどのべたことにより， G (r，τ)はその第1項だけで代表させ

てよいととになる。それで、 CI鼎iの温度分イriは

')f1!~o-k ν1 '.'!t 
二工L 一一J川 /α)
Jo(内)
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で表わされる。 すなわち， C/ 貼の1~l度分布は， *iA胞液凍結温度を基準却にした場合には，

foIV1r/a)κ比例しているわけである。 それで、，U を混度基準虫i1iとした細胞液凍結温度をと Ur'，

資料の中心温度すなわち c思liで示される温度を山とすると，初期依f!f"乞表わす式として，
イ (r，0)= ~!1/一(v/ -~，/)Jo ル1r/a)

と書くととができる。 ゐ10)=1，fOIν1)ニOでdうるから， ~〆 (r， 0)β 巾心 r=Oで vI~h 資料去

而 r=aで官/1 となり，保19'にあっているわけである。

以上の捺1ttをi荊足する〆 (r，t)は，H (r， t)を，

∞ んムー反乱n勺 Jlんr/a)
H (r， t¥'F 2VIJl(ν1)~~一一一一一一一7 一 一一一，~] (11'十J.n')(Vl~ーんn NAn) 

なる級数とすれば

イ (r，t)=ψ/ F (r， t)一(v/ーがつ H (r， t) 
となるととが詮明される。1"=0とした H ~と ， s=ktの同敢として沼 3!lui! vc.表わしである。 H

(0， s/k)は，s=Oで 1で，sの増加とともにな激にへってゆき，s=0.3のあたりから急:にその

減少度がゆるやかになる。とのととから，との H (0， s/k)と，やはり第3固に書きいれてるる

F (0， s/t)と，をむすび、あわせて作った函敢

イ (0，t)=Vl F (0， t)一(Vl一V2)H (0， t) 

が， 1=0では V/の{1fT.右ととり，それからしばらくのあいだ、上昇して極大植にiliしそのあとは

減少しつづけるというととがわかる。
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第 1[ii;i!の質例にとれをあてはめるのであ

るが3 との場合，市iUH伊液司法li温度むよは 10

-O.iニ8.3とわかるが， C/臨むi見皮イけま，

c出Ii自身が不明で、あるからわからない。そ
れで)'v{として， まや， C弘liの温度をこ将ん

でみる。すると，V2(=  10-U38=8.ω で，

とれらの1ifLをといれて〆 (0，t)のグラブをか

くとお5脳lの般総のようになる。とのグラ

フから，極大fn立は最初jの温度より 0.26だけ

高いととがわかる。それで， C黒i1iの温度は

C賄の温度より 0.26だけひくいと考え， C〆

結の温度ぜを J~.に採用した 8.62 から

8.62-0.26 =8.36に訂'1[ミする。 との V'2の
C緊/i， C(!郊の i;J~ 定

訂正t江主とっかつて， もう一度上の式をつか

つての〆 (0，t)を書いてみるとすc51前!の寅統治王将、られる。

以上のようにして， C/思liをきめて B騎から出鼓した出j;I'J止を，それが C 制の温度に建し
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たととろで打きり，それに今もとめた第5怖iの賞紘のグラフをつぎたしたものを第4闘にかい

である。

C献をすぎたあとは，資料表而温度は中心温度よりもひくしついに，去出.温度は資料賀民

の凍結iff~度に詰L，表耐1j昂度の降下はそとで停まる。とのときの資料内の温度分布は， B 黒i!!の

ものと似たものになっているは宇で、，ヨHI凶iの右上方に D〆と印したような溢度分布をもつに

ちがいない。中心温度は，とのあとも降下をつづけ，ついに資料金体が資料質賃の凍結温度と

一致する Dの温度分布になる。

第 4[，同の B 割以後の震がi止で去わされたま担論EH1*!í~と，十字印で表わした震測fí立との一致の程

度はあまりよいとはいわれないが，また全然だめで、あるともいわれない。」二の計算の手続きを

5l!，てもわかるように，担論rlh*l止を求めるのには B))1tj， C ))1;ljの溢度や時刻にかなり 11ミ確な1KLがい

る。 しかし，第4[1;';;1の貰1Jll問Iは 15sec ;j;;-きに観測したものであって，との寅測が正献に B貼，

C黙を悩んだかどうか疑問である。したがって，いまととで，上の結*からはっきりしたとと

右というわけにはいかない。しかし，第 1次凍結に闘しての青木の考えはだいたいに於て正しく，

訂正を要するとしても少しの訂正でLすむで・あろうという程度のととは拡諭して差っかえないも

のと考える。

xJ1(x)人ん(x)の数値表

nu m
 

2 3 4 5 6 7 8 9 

0.0 0.0008 0.00245 0.00321 0.00406 

0.1 0.0050 I 0.0061 00072 I 0.0085 0.0098 O.OJ 13 1 0.OJ28 0.0145 0.0163 0.OJ8J 

0.2 0.0201 0.0222 0.0243 0.0266 0.0290 0.0315 0.0341 0.0368 0.0396 0.0425 

0.3 0.0455 0.0486 0.0519 0.0552 0.0587 0.0622 0.0659 0.0697 0.0735 0.0715 

0.4 0.0816 0.0859 0.0902 0.0947 0.0992 0.1039 0.1087 0.1136 0.IJ87 0.1238 

0.5 0.1291 0.1341 0.1373 0.1456 0.1514 0.1573 0.J633 0.1694 0.J757 0.1821 

0.6 0.1886 0.1953 0.2020 0.2090 0.2161 0.2232 0.2306 0.2390 0.2457 0.2535 

0.7 0.26J3 0.2694 0.2776 0.2859 0.2944 0.3031 0.3J 19 0.3209 0.3300 0.3392 

0.8 0.3486 0.3583 0.3678 0.3780 0.3881 0.3984 0.4089 0.4J94 0.4303 0.4413 

0.9 0.4524 0.4638 0.470.2 i 0.4871 0.4991 0.51 J2 0.5236 0.536.2 0.5489 0.5619 

1.0 0.5751 0.5885 0.6022 0.6160・ 0.6302 0.6444 0.6591 0.6739 0.6889 0.7043 

1.1 0.7198 0.7357 0.7519 0.7681 0.7848 0.8017 。‘8190 0.8364 0.8544 0.8725 
0.8910 1.0.296 1.2 0.9097 0.9288 0.9482 0.9680 0.9882 1.0087 1.0508 1.0724 

1.3 1.0943 1.1 074 1.1396 1.1630 1.1868 1.2108 1.2352 1.2605 1.2858 1.3117 

1.4 1.3383 1.365与 1.3932 1.42J4 1.4500 1.4793 1.5092 1.5398 1.5708 J.6026 
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R会SUlue

Aoki and Terumoto measured the temperature at the centr巴 ofa cylindrical potato piec巴

(diamater .5 mm， length 15 mm) as it was cooled and froz巴nin the environment of cold air at 
-100C. The piec巴 wascooled without fr巴ezingfor some time according to the N巴wtonian

law of cooling before it begari to freezc when its temperatur巴 wasreduced to several degr巴es

below O"C. lmmediatlly on freezing the temperature was raised tu a temperature one or two 

degrees b巴luw00C called the first freezing point. l'hen it was again reduc巴dto a constant 

temperature called the second freezing point and was kept at this temperature for some time 

before it decreased further. The second freezing point is without doubt the freezing point of 

the body of th巴 pie~e. The app巴aranceof the first freezin邑 pointwas explain巴dby Aoki as 

the result of freezing of a layer of sap enveloping thesurface of the piec巴 A number of cells 

of potato tuber were bruken when the piece was cut out uf it and the sap flowing out from 

them formed a thin layer over the surfac巴 ofthe piece・

The heat flow in the interior of the piece after the beginning of fre巴zingof the sap layer 

was treated mathematically by th巴 heatconduction theory. The theuretical curve and th巴

measured values of temperature (cross marksJ were shown in Fig. 4. The sap layer began to 

freeze at the point B and was complet巴Iyfrozen at the point C'. The time of fre巴zingof the 

sap layer was not long enough to raise the temperatur巴 atthe c巴ntre of the piec巴tothc freezing 

point -O.70C of the sap and it was still lOC or so below this temperature when th巴 freezing

was completed. The surface of the piece which had bcen kept at the temperature of sap fr巴ezing

point began to be cooled at the point CI but th巴 heatflow towards th巴 centre of th巴 piecewas 

still going on at this point. The t巴mperatureat th巴 centr巴 ofthe piec巴 was，th巴refore，raised 
to the point C after it had reached the point C' and then it began to decreasるagain. Since the 

point CI could not be d巴termined experimentally， it was estimated by th巴 methodof trial and 
error. 


