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雪の結晶の昇華嬰形についての定量的考察特
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〈昭和 2!)年 12月受理】

1. 

雪の忠吉品ばODC以下の温度でも昇華によって変形する。 その変形の経過を小島賢治1)がく

わしく研究Lているが，樹校朕θ雪の結晶についてみると，結晶の，はじめは短形の断面の，

細長い校のおのおのp，第1図の写真にみられるような新面が円みをおびた梶棒の形にかわり，
それと同を曜に殺の根もとはくぴれて細くなり，ついにそこで切断される。切断された枝のおの

おのはぞのあとしだいに球の形にちかずいていしこのような結晶の変形は，水蒸気が，結晶

の;!bる部分で蒸発し，空気中を拡散によって移動し，他の部分に凝結することによって起るこ

とに疑い去はない。そしてこのような結晶表面での水蒸気の蒸発，凝結に対して一般には，つぎ

のような説明がおこなわれている。

結晶表面の曲率 K は表面の各点でちがう。 表面上のある点、で， そこでのふたつの主曲率

半径を RI， R2とS，Rr， R2はそれぞれの曲率円の中心が表面より内がわにあるときには正，

外がわにあるときには負にとることにすると，との点での表面の曲率Kは

1 1 
K===一一+ ……………………………………………………・・・・・・ (1 ) R

1 
• R
2 

で与えられる。表面が平らな所では K=Oで，表面が凸のととろでは K>Oである。表面が凹

になっていると，そこでは KくOであるが，馬の鞍のように，前後の方向には凹であるが左右

の方向には凸であるというばあいには，K は正にも負にも，あるいはOにもなりうる。

氷の表面張力は，表面が凸のところでは表面のうちがわにある氷を押しつけ，凹のところ

で‘は，逆に外の方に引っぱりだそうとする。そのため凸のところでは，表面のうちがわに;!bる

氷に，結晶のまわりの空気が及ぼす圧力のほかに，余分の圧力がはたらし凹のところでは，

余分の負の圧力がはたらしこの余分な圧力を .dP とすると，.dPは一般に

.dP == aK ………………………・…一…・・・……・ー……………………….. (2) 

* 北海道大暴低温科拳研究所業績第268務

低温科皐物理篇第13斡oN和29年
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(a) はじめ (b) 10 El 守長

傷

付) 1ラ日後 (d) 21日後

第 1重量 雲~~E付の喜重の結晶の昇ー響銭形

(a)から (b)まではーデC，以後一O.IOC(小島賢治による)

によって表わされる。ここに aは氷の表面張力で，大浦浩文2)によると，その値は87dyne/cm

である。

氷と平衡をたもつ水蒸気， すなわち氷の蒸気圧 ρsにひとしい圧力をもった水蒸気の 1モ

ノレがもっている自由エネノレギ-Fvは

Fv = RTlog ρ8十const 一・…・・・・・・・・・……・・・・・・・・・・・・…・・・・・・…・・・・・・…・・・ (3 ) 

であらわされるが， これはつねに氷の 1モノレの自由エオ、ノレギー民に等しくなければならない

ことが，熱力学によって要請される。(この 1モノレあたりの自由エネノレギ-F舎は，化学ボテン

乙/ヤノレとして考えるのが適切であるJ平らな表面，すなわち KニOの表面をもった氷の蒸気

圧をあとし， (3)式のあのかわりに九をいれたときの Fvの値を FVIl とすれば，平らな表面の

うちがわにある氷は， その 1モノレについて， 1ぐいとひとしい値の自由エネルギ-F叫をもって
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いるわけで忘る6 ところが，氷の自由エネノレギー F.は，7kにかかる圧力 Pが変るとかわる。

その変化の関係は，氷主:モノレの体槙を Vとすれば

aE 、 eaE-去=V ..… ・・...・H ・H ・H ・......・H ・..…H ・H ・....……ー・….......・H ・-… … (4) 

であらわされる。 したがって，K=Oでないような表面では，表面のうちがわの氷の九は，

(4)式と (2)式とにより ，F.oよりも

，dF. = VaK ………………………・・ …………………………?………… (5) 

だけ大きく、なる。 すると， この表面と平衡をたもつ水蒸気の Fv，すなわこの表面の蒸気圧に

ひいしい圧力をもった水蒸気の Fvは ，dF.だけ F叫よりも大きくなければならないことにな

る。 そのためには，いま温度 Tは一定のばあいを考えているので， ρ8が増大しなければなら

ず，その増加分dρsは (3)式から

イF. V 
dρ18 ==ρ。ーよ =ρ。 ~aK …………………………………-…・…… (6) RT • V RT 

となることがわかる。 すなわち， 曲率が Kなる表面の部分では，K=Oの部分にくらべての)

式で与えられるだけの蒸気圧の増大 (KくOのときは減少}があるわけである。

結晶の表面に，蒸気圧の高い部分と低い部分とが接近して存在すれば，水蒸気が前者から

蒸発し空気中を拡散して後者にいたり，そこで凝結する。はじめ短形の断面をもっていた雪の

結晶の枝が， しだいに円い断面にかわっていくのは， 短形の角では K>Oで， 短形の面では

K=Oであるため， 前者では蒸気圧が高くて， そこで蒸発した水蒸気が蒸気圧の低い後者で凝

結する結果である， とするのが一般の説明である。この立場からすれば，校の根もとがくびれ

て細くなるのも， そこでは Kが他の部分よりも大きいためであると考えることになる。 しか

し，根もとのところの表面はちょうど，馬の較の形になっていて，'Kが正か，負か，さらに正

であったとしても他の部分の K にくらべて大きいかどうか，すぐにはわからない。

11. 

雪の結晶の矩形の断面が円形にかわることのほか，根もとで切れた校が球の形にちかずい

ていくことなど，曲率 K の差異によって説明されることがらは非常に多いu しかし， これは

みな定性的な説明であって，たとえば理論的に変化の速さをもとめ，それと実際の変化の速さ

とが一致するかどうかを検討するというような定量的な考察は，いままでに行われていないよ

うである。定性的には説明がついたとしても，それが定量的に事実とあわなければ，その説明

は正しいものではない d たとえば，スケートが氷の上をすべるときの摩擦が小さいのは，スケ

ートが加える圧力によって氷の融解点がくだって水が現われ，その水が滑剤の役をするからだ

との定性的な説明が古くから行われてきた。しかし，定量的に考えると，それには大きな疑問

がある?
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IIIから VIIまでは，断面が円形になった雪の結晶の校が根もとでくびれていく現象を，

結晶表面の世1率 Kの差異によるものとして放った理論的考察である。いろいろな限定をもう

けての理論なので，もとより不完全なものではあるが，その結果はゐまりにも数量のうえで実

際とくいちがう。それゆえすくなくとも，校の根もとのくびれに対して，表面の曲率による説

明はあたっていないと考えないわけにはいかない。それと同時に，ほかのいろいろな変形に対

しても，一般におこなわれているような表面の曲率による説明は正しくはないのでないかとの

疑いをもつわけである。

曲率による説明が校の根もとのくびれに対してなりたたないことを知ったあと， VIIIで別

の説明を試みた。それは，校自身の重さのために，校の根もとにはかなり六きな弾性歪が存在

するはずなので， この弾性歪のために氷の自由エネノレギ{孔が増加し， それにつれて蒸気圧

があがってその部分が蒸発するという考えである。氷にかかる歪力(ストレス)を S，歪(スト

レイン)を E，氷 1モノレの体積を V とすれば， (1)式に相当する式として

aF. 
~~. = V，ε ………………………………………………………………… (7 ) 
aS 

がなりたつ。したがって，歪がないときにくらべると，歪をうけた扶態では

ルマ二 :""" (8) 
だけ氷の自由エオ、/レギーは大きい。 (8)式は， また，等温可逆変化において，外部からなされ

た仕事を自由エネノレギーとする定義にしたがっても求められる。 この王立の Eは弾性係数で

SニEEの関係がある。 前節でのべたのとおなじ理由で，Fiのこの増加のために氷の蒸気圧は

V Eε2 
l1P8 =ρ 一一 ……・・……………・ー……………………………… (9 ) 。RT 2 

だけのぼることになる。

しかし，VIIIでわかるように， このような考えによっても，曲率によるばあいと同様に，

枝の根もとのくびれを定量的に説明することは，全くできないのである。

III. 

雪の結晶の枝の根もとのくびれを曲率 K の差異によるとしての理論をたてるため， 準備

として次のことからはじめる。

半径 aの無限に長い氷の円柱を考え， 柱のまわりの空気中の水蒸気圧は， 柱の表面の曲

率 K=ljαに相当する圧力九=ρ。+Pil (VajRTa)になっているとする。 そうすれば， 氷の柱
はそのままの形を保っていることができる。 しかし， なんらかの原因で， 柱の表面に小さな

変形がおこったとしおら， この変形のために生じた表面の曲率 K の変化のために水蒸気の蒸

発凝結がはじまって，その結果，変形がますます助長されることも起りうるであろう。つぎに
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このような変形のひとつの場合をとりあっか

う。
二S__  ¥-，s寸シアピ

t第2図は氷の柱の縦断面をあらわすものと

して，ある時間 tだけたったのち，はじめ一様 一一一一中刈織

に半径αの円柱で伊ったのが， SSSなる母線を

もったVリンダ{に変ったとする。表面の形は

いつも柱の中心線について対称、を保ちつつ変る

ι 

Z 

O 

第 2 圃

ものとしているわけである。中心線にそって Z坐標をとり，中心線から表面までの距離を yと

して，

~ = a-y 

として， ~が α にくらべては非常に小さいばらいを考えることにする。

坐標 Z のところでの表面のふたつの主曲率 (1/R1)，(ljR.)は，~~a の条件によって

~ _ ~ 1 _ a2?{ 
ιRl - Y ， R~ δ:;;2 

はK
 
率曲
，
v
t
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J
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とヤ」るす〉』

となる。したがって， ここの氷の蒸気圧はムzよりも・

4ρ=長ρ。(7-3-J)
だけ高くなるが，この式は

Va L-/ δ2~ .， ~ ¥ 
At=一一一九( 十一一) ・・・・・・・・……ー………………- 一…・・… (10) 
RT ¥δぉ/

とかきなおされる。

dρ>0のところでは蒸発がおこり ，AtくOのところでは凝結がおこるわけでらる。それで

その蒸発凝結速度は4ρ に比例するものと限定する。 この限定は物理的にみて自然な偲定であ

ろう。.すると，まは蒸・発とともに増し， 凝結とともにへるから，ぽ/atは蒸発凝結速度に比例

することとなる。したがって， Aを比例の常数とすれば

三三=A (竺十三}，ゎ0 ・ … ・… ・ ・・・ (11) 
at ¥δz“ a" ) 

なる関係がなりたつことになる。この比例常数 Aは物質の性質だけできまる常数ではなく，表

面の形に関係のある量にも依存するが，その値はあとになって求められる。微分方程式 (11)の

解のひとつとして

さ=~oeÀk't Cω (x 、/江商2~k2) ・・-一… …H ・H ・.....・ H ・-…・ …・・・・…・・・ (12) 
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がえられる。 hは任意にえらんでよい実数の常数である。 t=Oとするとさ=';0cos (xv(lJa2ーが)

となるが， これがなんらかの原因によって，はじめに表面に与えられた変形にあたる d これを

きっかけとして，変形がしだいに増大していくばあいを考えているのであるが，(12)式は，ま

さにきが時間 tとともにその絶対値を増大させていくことを表わしている。

IV. 

つぎに， 氷の柱のまわりの空気中での水蒸気の移動を考える。 表面上4ρ>0になってい

るところでは空気中の水蒸気圧ρはιより高く L1ρくOになっているところではρは九よ
り低いので，水蒸気が前者から後者にむかつて空気中を拡散していく。

氷の柱の中心線から空気中の任意の点までの距離を rとすると

u=ρ-ρa 

は r，x， tの函数であるが， この U は明かに r=∞では Oとなり，柱の表面では dρ と一致

しなければならない。すなわち

Ur=a-t; = L1.ρ 

なる条件を満足しなければならないが， .;~a なる条件をつかって，この条件を

Ur=α = L1p ………………h ・……・・ ……………………………………... ..• (13) 

で近似することとする。

柱の表面のところで，拡散によって外の方に流れていく水蒸気の量は，単位面積，単位時

間あたり

一回(ま)一
であらわされる。 Dは空気中での水蒸気の拡散係数， sは水蒸気の密度と水蒸気の圧力との比

である。一方， この量は蒸発する氷の量にひとしいはずで，それは ρを氷の密度とすれば

ρa.; 
at 

で与えられる。 これらふたつのものが等しくなければならないという条件は，再び ~~α の条

件により，

ρ与=-sD(竺i... ... ... ... ...... ...... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... (14) 
dl ¥dY Ir=α 

と表わされる。

空気中での水蒸気の拡散については， それを準定常的とみて auJatの項を無視すると u

ついて
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δ2U . 1 au . a2u 
← +一一 十一丁=0 ……………………………………………… (15) 
ar" r ar δz占

なる微分方程式がなりたつ。 それでまず， この微分方程式の解で (13)式， (14)式の条件を満す

ような函数 Uを求めることにしよう。このばあい (13)式の dρ は(10)式の Sに (12)式の Sをい

れてえられる。

dρ=長ιρ'ok~eÃ川OS(xv同二P) ......... ............ ............... (16) 

であり， (14)式の持jatは(12)式からえられる

A ・17=ZoA能川 COS(れ1(1/a)2-k2) …H ・H ・ー………・・………・ ・・一… (17) 

である。

(15)式の解で r=∞で Oになるものとして

iH"o (ilr) =u。一一一一一-4-cos (lx) ………ー…………・・…・…・-……・・…・……… (18) 
iHJ，o(ila) 

がある。 H はHankelの円筒函数で，1は任意にえらぴうる常数であるψ iはも1=-'1である。

(18)を rで微分すると

となる。

ここで‘

IH，.， (ilr) 
一一 =U(j一一一一一一一 cos(lx) ………………ー・…………………………… (19) 

iH1，o (ila) 

1=へ1(1雨戸二/ll) ……………………'"・H ・..……………………・……・・ (20) 

。 aV ρoçok~e Ãk' ・・ ・……・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ (21) 
RT  

A = asDV;ρ。ー(la)H，.J (ila) 
PRTa iH1•O (ila) 

(22) 

とすると， (18)式の U が(13)，(14)， (16)， (17)の条件を満足していることがわかる。 こうして，

ここに求めようとしていた函数 U がえられたわけである。

v. 

以上のように，すべての条件に合致する U が求められたことは， (12)式の

c = coeAk't cos (戸ペ扉_k2) .............................................・・・・・・ (12) 

によって与えられるような表面の形の変化が，氷の柱に実際におこりうることを示すものであ

る。 この変形のため，氷の柱の断面は，x=O附近でくぼんだ，第2図の曲線sssの形になれ

この形が週期的にくりかえされる。
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hとlとはどちらも任意にえらびうる常数であるが，互いに(20)式でむすばれているので，

方が定れば他方も定まる。しかし，1は実数でなければならないことから，kは，

0くhくZ
G 

の範囲の値しかとることができない。そして lもまたおなじ範囲に制限されている。 (12)式は

さ=qo告λk'tcos (lx) 

とかかれるが， このことは柱の変形した表面の母線が余弦曲線で，その山と山，あるいは谷と

谷とのあいだの長さ Lが

ワ岬
L =7(23)  

にひとしいことを示している。 lのとりうる最大値は l/aなので，Lの最小値は 2πα となる。

すなわち， 山とLlJとのあいだの距離は，柱の直径の 3倍(正確にいえば π倍)より小さい値は

とれないわけである。

この L=2πα は k=Oのばあいに相当する。 このばあいにはがが2は1となり， ~は時間

的に変化しない。すなわち，はじめに与えられた変形さ。cos(x/a)はそのまま保持されることに

なる。実際にこのような変形が与えられたとしても， IIIのK の式からわかるように，表面の

曲率はすべての点で 1/α にひとしし半径 αの円筒面の曲率とかわらない。しかし，Lが2πα

よりも大きく ，kが Oでないときには，はじめに与え

られた変形は助長され，変形の進む速さは」がが大き

ければ大きいほど大きくなる。

変形の速さをきめめる」がは， (22)式により，

一(la)n.l (ial) 
f(la) = {1ー(lal}

iH1 •0 (ila) 

(2.4) 

なる函数をつかって

asDV p 
J.k2 =一一ーす・f(la)
ρ'RT a 

(25) 

と表わされる。 f(la)の図を第3図に示したが，f(la) 

は la=0.5のとき極大値をとる。 すなわち， L=4πα 

のときに変形の速さは最大になる。 la=lのとき f(la)

0.2. 

0.2 0.4 
-J..一一一一ー」

第 3 圃

=0であるが， これはさきにのべた k=Oのばあいにあたる。 laがOに近くなるときも f(la)

.~O にちかずき， 変形の速さは小さくなるが， これはそれにつれて Lが大きくなり， ~の山

や谷がなだらかになっていくためである。
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VI. 

ここで根棒肢になった樹枝肢の雪の結晶の校が，その根もとでくびれて細くなっていくこ

とに， うえの結果をあてはめてみよう。雪の結晶のばあい，校の長さは無限でもないし，また

変形のしかたも軸の方向に週期をもっているわけでもない。しかし， うえに考えた無限に長い

氷の柱におこる変形のうちの 1週期にあたる部分， すなわち ZニOを中心として軸方向の長さ

Lのなかにある部分をとって，それが結品の根もとのくびれに相当するものとしても，それほ

どひどい違いはないであろう。

変形の速さをあらわす Aがの数値をもとめるために (25)式の右辺の最初の分数の値を計算

すると，

asDV -ー←=1.92 x 10-Hjcm3• sec・mmHg
pRT 

となる。この計算には，うぎのような OOCに於ける物質常数の値をつかった。すなわち M を

氷の 1モノレの値18grとして， MjRT= s= 1.06 x 10-" gr!cm:l.n'lm Hg=8.0 x 10-10 grjerg，氷の

表面張力 a= 87 dynejcm，水蒸気の拡散係数 D=0.22 cm2jsec，氷の密度 ρ=0.9.2grjcm九V=

M)ρ=19.6cm3。

棒扶になった雪の結晶の枝の直径.2aをO.Olcm，かを OOCでの水蒸気圧4.6mmHg，f([a) 

をその最大値0.675として，結局

』が=3.8 x 1O-9jsec = 3.2 x 1O-4/day 

がえられる。この値は，くびれの幅 Lが直径 2α の2π 倍のばあいの， )Ji'としては最大のもの

であるο しかし，この最大速度をもってしても， ξの値が 2倍になるためには

r = loge 2j()'k2) = 2.2x 103 day， 

すなわち， 6年かかることになる。はじめ半径 aの1%にあたるさが何らかの原因で与えられ

たとしても， それが αの2%となるのには6年かかるという結果である。 しかし， 第 1図の

写真にみられるたくさんの校の根もとのくびれの進行の速さは，どれもさが2倍になるのには

せいぜい数日でたりることを示している。このように変形の速さの実際の値と理論的な値との

あいだに 1000倍にも達する、くいちがいがあるということは， 理論の主要な出発点であるとこ

ろの「結晶の表面の曲率の差異によって変形がおこる」という傾定に誤りがあるとしなければ

なるまい。

VII. 

雪の結晶の枝のくび.れる速さが全然あわないことのほか， くびれのl隠も理論と実際とで合

わない。くびれの幅は，うえの理論では，氷の柱の表面の母線の山と山との間隔 Lに相当する

わけで，Lは，すくなくとも，柱の直径の 3倍(正確にはπ倍)以上でなければならないのであ
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った0・しかるに第1図でみると，実際のくびれの幅は，校の直径にだいたい等しいか，せいぜ

いそれの 2倍ぐらいしかない。

うえの理論では，L>2πaのぼあいだけを考えたが Lく2πα のときはどうなるであろう

か。微分方程式(11)の解として (12)式全求め，それによって議論をすすめてきたわけであるが，

(11)式の解としては

g = goe-λ山 cos (x.v(l/函E弓") … H ・H ・..…...…-…・・・........…・・・…・… (26) 
も存在するのであって， このばあい Lはあまらかに 2πα よりも小さい。 (26)式をもとにして，

まえとおなじ取扱いをすると Aの値として (22)式と全Jくおなじものがえられる。 但6)式は，

はじめに与えられた変形が ~ocos (x .v C刀両可否~)のときの s の変化を表わしているが， この変

形は e一λk'tの因子のため，時間 tが大きくなるとともに減少していし したがって，Lく2πα

なる変形は，それがなにかの原因であたえられたとしても，しだいに消えてしまって，氷の柱

の形はもとにかえるわけである。 いいかえれば，氷の柱の円筒面は，Lく2πaのようなこまか

い変形に対しては安定であり ，L>2πα のような粗い変形に対しては不安定なわけである。 こ

まかい変形では Eが減少すること，つまり，くびれたところに水蒸気の凝結おがこることは，

うえの理論によれば.そこの曲率 K が負になるためである。 これは.変形がこまかくなると，

氷の柱の表面の母線の負の曲率， すなわち IIIの l/Rsが強くなり， 柱の横断面の円周の正の

曲率 l/Rl をしのいで，面の曲率 K~負にすることによるのである。

以上は，すべて主《αのばあい，つまり変形の初期のことを論じたのであるが，初期にう

まくいかなければその後のことは起りえないのであるから， くぴれの可能不可能の判定だけの

問題とすれば，以上のことで充分である。しかし，かりに，なにかの事情で相当大きなくびれ

が起ったとしたばあいのことを，すこし考察してみよう。

うえの理論で，L=2πα のときは，氷の柱の表面の曲率 Kがどこでも円柱面の曲率 1jaに

ひとしいことをみた。そしてt!"のような等曲率面は，変形が増大するか減少するかの墳にあ

たる曲面として大きな意味をもっている ρ 等曲率面の一般のばあいは， しやぼん玉の形として

ヘ¥ノ勺

二ン¥)
第 4 画

古くから研究されている。しゃぼん玉の内部の空気の圧力は，

外部の空気の圧力より一定な値Hだけ高いので IIとしゃ

ぼん玉の面の曲率K とのあいだには

II = 2aK 

なる関係がなければならず， (しやぼん玉では膜の裏表の表面

張力がきくので，係数2がかかる。)このために，しゃぼん玉

の表面の Kは，どこでもおなじ値をもつのである。第4図は unduloidといわれる等曲率面で

ある?このようにくびれが大きくなると，くびれの幅 Lは，いちばん太いところの直径 2aの

1.6倍である。 unduloidの形のくびれが氷の枝にできたとしても，そのくびれはそのままの形



雪の結晶の昇華変形についての定量的考察 2，1: 

で保持されるわけで， このように大きなくびれが増大するためには， L> 1.6 (2a)という条件

が必要になってくる。この条件は，前の条件 L>π(2a)にくらべればよほどゆるやかである。

しかし，たとえこの条件にあうくびれが生じたとしても，その増大速度の点で，理論と実際と

は到底一致しないであろう。

VIII. 

氷の表面の曲率を原因と考える理論では，結晶の校のくびれの幅が小さいとくびれが消

えてしまうこと，それにもかかわらず，実際にみられるくぴれの幅は小さいこと，これらふ元

つの点から考えて，幅がせまいほどくびれを助長させるような事情がほかにないかとの疑問が

生れる。 IIIで説明じた弾性歪による蒸気圧上昇は，まさにこのような性質のものでらる。 な

ぜならば，常に，くびれて細くなったとこるほど弾性歪は大きいからである。そしてくぴれの

幅がせまくて，細くなった所と細くならないところとがちかいと，水蒸気の拡散が速かに行わ

れ， くびれが助長されやすくなるからである。

この節では，このような弾性歪をもととして， くびれの考察をするのであるが，結果は，

まえにものべたとおり，定量的に事

実とあわない。また， この節の議論

では，曲率の影響は全く無視する。

まず，半径αの無限に長い氷の

円柱を考え，全体にわたって一様な

たわみのモメシトGがかかっている 第 5 園

とする。すると，柱は一様にまがって，中心線は円形になる。 中心軸にそって 2坐標を，x軸

に垂直に， Gのはたらく面内で外の方にむかつて y軸をとる(第5図)。すると，氷の柱に生ず

る歪は

4G . y 
E=一一， -~ …一・………………-……・……...…………・・・・ (27) πισα 

で与えられる。弾性係数Eは，この場合，氷のヤング率である。 これから， IIの (8)式によ

って，ヌ'Kの自由エネノレギ-}';，は.

d九=竺~ JL2~ 
1["J!- au 

だけ増加し，蒸気圧は (9)式により

8VG2 y2 
(4ρ1) = PO一一一一一・つ ………………...・H ・..………………………… (28) 

がRTE

だけ上昇することになる。

(.1ρ)はyの函数なので， おなじ横昨面のところでも， 表面のうえの位置によって (.1ρ)の
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値はちがう。第5図についていえば， A，A点、で (LIρ)は最大であり，表面にそって 0，0点に

近ずくにしたがい小さくなっていししたがって，水蒸気は A，A点附近から 0，0点の附近

にむかつて移動し，柱の形は円から楕円にかわっていくであろう。しかし，このことを考慮に

いれると事情が非常に複雑になるので，円周にそってはがの平均値

4VG2 1 
(Llt) =ρo 1t吾子E・五……・・……・・…・……-…・……・・…....・H ・-……・ (29) 

をとり，これだけ，氷の円柱の表面の蒸気圧が，一様に全体にわたって，上昇したと考える。

つまり ，x紬に対して対称になっているとするわけである。 そして，柱のまわりの空気中の水

蒸気は，九十(LIρ)の圧力をもって，歪をうけた円柱と平衡をたもっているとする。

さて，氷の柱のあるところで，半径が~ (~a) だけ減ったとすると， (29)式に示されたと

おり，圧力上昇は半径の 6乗に逆比例するので，他の部分にくらべて圧力がのぼる。その圧力

上昇は，やはり柱の周辺についての平均値として考えると， (29)式によって

4VG2 f~l~__lJ 4ρ=ρ 一一一一一一 ， 
o n2RTE l (α-;)'; a6 J 

24VG2 ; 
=t一一一一r:;' ~7 …・……………………………………………ー・… (30) 
n rr"RTE a 

となり， ;に比例する。 それで， こLでもまた，水蒸気の蒸発凝結速度が dρ に比例すると仮

定すると， ).を比例常数として

立三=々 ……・…....・ H ・....…・………...・H ・H ・H ・-……………………… (31) 
δt 

がなりたち，その解として

さ= ((x)eAt ………・・ ……………………………・・ ……………………… (32) 

がえられる。 ，(x)は，なんらかの原因によって，はじめに与えられた変形である。
(31)， (32)式は，それぞれ， IIIの(11)，(12)式に相当するものであって，このあとの考えか

たは， 曲率による理論のばあいとまったくおなじに進めることができる。 そして， (32)式の

，(x)， ).として
，(x) =ιcos lx ………………………・・………………………………… (33) 
).=1坐DV，空To.ー (la)Hl，l (ila) 

1t2pRTEa~ iH1，o (ila) 
(34) 

がえられる。 1は任意にえらぴうる正の実数であるが，その値の範囲についてなんの制限もな

い。」の式のうち，(la)の函数になっている部分は，ほぼ， 0.5+ (la)で表わされ，(1α)の増大と

ともに大きくなる。したがって lが大きいほど，すなわち L=.2πjlが小さいほど Aは大きくな

る。そして (32)式から明かなように， ).が大きいほどさの増加は速かに行われる。 曲率による

ばあいとちがって，どんな Lに対してもさは増大し Lが小さいほどその増大速度は大きい。
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まえの曲率のばあいと同様に，雪の結晶の枝の根もとのくびれを，氷の柱に周期的におこ

るくぴれのひとつに等しいと考える。 そして， ;.の値を数値で考えるために， くびれの幅が直

径 2aにひとしいとする。 すなわち la==2πにとる。 また，たわみのモメント G としては，直

径O.lmm，長さ 1mmの氷の棒の重さによる 3.5X 10-4 dyne.cmを用い，氷のヤシグ率 Eに

は1010dynejcm~ の値をつかう。 その他のものの値には， まえの曲率のばあいのとおなじもの

を使って計算すると

A = 5 x 1O-13jsec = 4.3、x1O-8jday 

となる o ~が 2 倍になるまでの時間 T は 50 万年という，全く問題にならない結果である。

IX. 

以上のようにして，雪の結晶の校の根もとが昇華によってくびれることを，結晶の表面の

曲率の差異によって説明することは，定量的にみると誤りであることがわかった。雪の結晶の

ほかのいろいろな変形についても，それを表面の曲率に帰することに対して疑いをいだかざる

をえない。さらに，結晶の校の根もとのくびれを，枝の自重によっておこされる弾性歪によっ

て説明しようとする試みも全く失敗した。このようなことから考えて，雪の結晶の昇華による

変形の原因は，結晶を作っている氷自身の内部構造に求むべきではないかと思う。雪の結晶は

非常に速かにできあがる結晶であるから，内部にたくさんの結晶欠陥をふくんでいるにちがい

ない。そして，その欠陥の性質も数も，結晶の部分部分でちがうであろう。そうすれば，結晶

の表面の異る箇所は異る蒸気圧をもつはずである。

X. 

弾性歪による結晶の校のくびれの説明は，孤立した雪の結晶についは全くあてはまらなか

ったが，積雪をなしている雪の結晶のばあいには，大きな弾性歪が起りうるので，昇華に対す

る弾↑生歪の効果もまた相当なものになりうるであろう。ひとつの例として，つぎのようなばあ

いを考えてみる。

第6図(a)のように， 厚さ 2Hの積雪の

板が， 2Lの長さだけ台の縁からはりだして

いるとする。均百坐標を図のようにとり，歪

の大きい x=Oの鉛直面附近の事情を考える

ことにしよう。簡単のために，はりだした部 第 6 圃

分には，その部分の重量 Mg(雪の板の z方向の単位長さについての質量を M とする)なる力

がx=Lのところで鉛直下方にはたらき， 雪自身は質量のない，弾性だけをもった物質と限定

する。 このようにしても，x=Oの附近では，実際のばあいじ弾性関係については，ほとん

どちがいがない。こうして，x=Oでの歪力の成分を求めると
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X~= ー笠竿y， 九 =0，れ=X，，= 塑互 (H2_y2) ......... ......... (35) 白H3 :1' ~ Y - ~， ~ '" -'~y - 4H3 

となる?X2は雪の板の中心では Oで， 上下の表面で最大となり Xyは中心で最大値をとり

上下の表面では Oとなる。 すなわち Z面 y面にはたらく歪力についてみれば，上下の表面

附近では，x方向にはたらく張力，圧力のみがあり，中心部では，勇断力だけがある。 それで

中心部， すなわち y=Oの点、と，上下の表面，すなわち y=:t:Hの点、とについて考えることに

しよう。

積雪の構造を，簡単のために，第6図(b)のように，氷の柱が X，y， z軸に平行に，間隔

Jをもって配列したものとする。 つまり， 長さ lの氷の橋が，X， y， Z方向につながった構造

のものとするわけであるd 百=0では，x面， y面にそって

3Mg 
(Xy)。一一一 ……………………………………………………………… (36) 

4H 

の男断力が作用している。 それゆえ N を氷の橋に垂直な単位面積内にある氷の橋の数す

なわち， 1/12とすると，鉛直な氷の橋のふたつの根もとには，左右の方向に

(X，，)o f=一一吐 ………………………………………………………………… (37) 
N 

なるカがはたらき， x方向に平行な氷の橋の根もとには， おなじカが上下の方向にはたらし

そして，いずれのばあいにも，flなるモメントで氷の橋を回転させようとしている。そのため

氷の橋の根もとには，弾性による

G = f1 =一一 …・ー・・・・・…………………………・・…………・・・・・・……… (38) 
2 

なるたわみのモメントがあらわれる。氷の橋のたわみのモメントは，両端の根もとで最大値た

るうえの値をとり，橋の中央では Oとなる。したがって，事情は前節で考えた雪の結品の校の

根もとが，枝の自重によってくびれるばあいと全くおなじである それで， ここにえた Gの

値を前節の結果にあてはめてみよう。

XI. 

台からはりだした積雪の密、度を 0.3gr/cm九L=25cm，H==20cmとすると， Mg==5.9 

x 10' dyne/cm， (Xy)o = 2.2 >< 104 dyne/cm2となる。 氷の橋の長さ lを 1mmとすれば N=

100/cm2で，これらの値をつかうと，

f == 2.2 X 102 dyne， G = 11 dyne.cm 

がえられる。 前節では， G= 3.5 X 10-4 dyne.cmをつかつて A= 5 x 1O-13/secをえた。 Aはo

に比例し，こんどの Gは前節の Gの3.14X 104倍なので，Aは 10X 108倍となり，

A == 5>< 10-4/sec = 1.8月lr



雪の結晶の昇華変形についての定量的考察 25. 

なる値がえられる。 さが2倍になるまでの時間 Tは23分という短い時間でるる。 単独の雪の

結晶の Tは数日であるから，それにくらべると著しくみじかい。したがって，このぼるL、，弾

性歪の効果は非常に大きいといわなければならない。しかし，すべての氷の橋の根もとが，こ

のような速さでくびれていくというわけではない。いま考えている積雪の密度0.3gr/cm3に対

して，第6図の構造は，氷の橋の直径として 0.3とOAmmとの中聞の値を与える。 Lかるに，

うえにえた τの値は直径O.lmmのの橋についてのものである。 τは直径の 8乗に比例するの

で，直径が 2倍， 3倍になると， 256倍， 6500倍というように非常に急激に増大していし と

ころで，実際の積雪の構造は非常に複雑なので， 第 6図 (b)のような構造をf既定するとしても，

氷の橋には，太いもの細いもの，いろいろな直径のものがあるとしなければならない。また，

うえにえた Gの値も平均値であって，実際の Gのイ直は，氷の橋のひとつひとつについてちが

う。 したがって，細い氷の橋が大きな Gをもっぱ、あいもありうるわけである。 上の計算は細

い氷の橋に平均値の Gが生じたばあいである。 ただ，細い氷の橋に大きな Gが生じうるとし

ても，それには限度がある。 Gが大きいと氷の橋が破壊するからである。 うえに求めた1=2.2

x 10合dyneの力が直径O.lmmの氷の橋にはたらくと 2.8kg. wt/cm2の努断力になるが， これ

は氷の破壊現断力にちかい値である。

雪の板の上の表面附近では張力，下の表面附近では圧力がはたらいているが，歪力の絶対

値の点では上，下の面ともにおなじである。したがって，弾性歪が昇華におよぼす影響に関す

るかぎりでは，上下の面で差はない。 それで，(35)式によって Xxの絶対値を計算すると

(Xx)H-= 9 X 105 dyne/cm~ 

となり，一本の水平な氷の橋にかかる張力(または圧力)1は

1= 9x103dyne 

となる。氷の円柱の軸の方向にカfがかかっているときにおこるくぴれについても，いままで

に行ってきたのと全くおなじ取扱いができるわけで，その結果，

~ = ~oeμcos lx …・・・・・・・…-… ・・ ・・…………・・…………:・・………..・ (39) 

A = 2ßDV/~丸一(la)昂 ， 1(ila) 
π2ρRTEa" H1，o(ila) 

がえられる。直径O.lmmの円柱にうえの値のfが作用すると

A = 6.8 x 1O-4/sec = 2.4jhour 

(40) 

となり， r=17分という結果になる。 したがって，弾性歪の影響は非常に大きい。 しかし，こ

のばあいも，やはり，すべて氷の橋がこのような速さでくびれるというわけではない。

実際の積雪の構造は非常に複雑であって，それを構成している氷の橋の太さは短い距離の

あいだにも非常に大きな変化をしめす。したがって，積雪に力がかかれば，弾性歪の異る部

分が接近して存在することになり，歪の大きい部分から小さい部分に水蒸度が移動し，積雪の
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構造を変化させるはずである。そして，その速さも， うえにえた例から考えて，相当に大きな

ものになるであろうと想像される。

終りにのぞみ，この論文を書くにあたって杉田元宣博士から助言をいただいたことを記し

あっく感謝の意をあらわす。

なお，この研究は文部省科学研究費によって行ったものである。
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Resume 

The cause of metamorphosis by sublimation of snow crystal below the melting point 

of ice is commonly believed to be the non-uniformity of curvature of the crystal surface. 

At those parts of the surface， such as points or edges of the crystal which have positive 
curvatures， the vapour pressure of the crystal surface is higher than at ditches or pits 

engraved on the snow crystal surface which have negative curvatures. The tension of 

the surface in conjunction with positive curvature brings about a local pressure acting 

on the ice lying under the surface in addition to the atmospheric pressure acting uni-

formly on the whole surface of the crystal. This local additional pressure causes an 

increase in the chemical potential (free energy per gramme molecule) of the ice lying 

under the surface which increases in its turn the vapour pressure of that part of the 

surface by an amollnt proportional to the increase in chemical potential. In the same 

way negative curvature of the surface brings about a decrease in the vapour pressure. 

Water vapour then evaporates from those parts of the snow crystal surface where the 

curvature is positive， diffuses through the air surrounding the crystal and condeneses 

on those parts where' the curvatllre is negative. Such a transfer of water vapollr evi-

dently makes the surface of the crystal smooth. This concept seems to accord with 

the mode of metamorphosis observed on an actual snow crystal. 

The smoothing of the sllrface of crystal is not the only process observed to occur 

during metamorphosis， but the branches and twigs of the dendritic type crystal become 

thin at their r∞ts and finally are Cllt 0任 there. Usually the branches and twigs begin 
to thin at their r∞ts when they have changed to rod-like pieces with smooth surfaces. 
The author made a mathematical study on this thinning process of the roots under the 

assumption that the phenomenon is due to the curvature of those thinning parts of the 

crystal. 
Let a long circular cylinder of ice with radius a be in equilibrium with water vapour 
having a pressure corresponding to the curvature of the cylindrical surface and let the 
radius be slightly changed by any cause to 

Gーさ。 cos(lx)， 
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where x is length measured along the axis of the cylinder. The change ~ in radius is 
found to increas~ according to the formula 

~ = ~oeH'tcos (lx) (~<(:a) 

in the case when the condition 

alく l

is satisfied， that is， the period L = (2πjl) of the change in radius along the axis of cyl-

inder is greater than πtimes the diametr 2a of the cylinder. l.k~ is 

asDV Po" i 1 I~T\2) 一 (al) Hl.1 (ialJ l.k2 = ~一一一・ Y~ • 11ー (alJ2~ 
ρRT a'; t~ ")  iH1ρ(ial) 

where 

a: surface tension of ice 。ratioof densi防 andpressure of water vapour 
D: diffusion coe飴cientof water vapour through air 

V: volume. of one gramme mcIecule of ice 
ρdensity of ice 
R : universal gas co回 ta叫

T : absolute temperature 
ム vapourpre部 ureof ice at temperature T 

H i •J : Hankel's cylIndrical functio~ 

i: imaginary unit v'ご1.

J.k2 takes its maximum value when (la)=O.5， that is， when the period L is 27T times as 
large as the di旦meter2a of the cyIinder. 

One pericdical length of the ice cylinder between x =一(Lj2)and x= + (Lj2) is as~ 
sumed to corresponed to the thinning parts at the roots of branches and twigs of snow 

crystal. Then the decrease of radius at the centre of the thinning part of the crystal 

is given by 

~ = ~o (ß H't ， 

which means that ~ is multiplied by the same amount for each definite amount in in-

crease of time t. The time ， nec田 saryfor ~ to double is given by τ= (loge早Jjl.k2and， 
numerical calCulation yields， for the case 2α=0.1 mm  and L=2π(2a) 

，= 6 years; 
while ， was experimentally observed by K. Kozima to be not more than several . days 
in metamorphosis of the actual snow crystal. 

Discrepancy between theory and experiment is found not only in the rate of change 

of ~ but also in the length L of thinning part. As described above ~ can increase only 

when L>π(2a)， but it was shown by experiments that L was less than twice， the dia-
meter 2a. The theory gives 

S ニ ~oe- ilk't cos (lx) 

in the case when L is smaller thanπ(2a) with the same formula for l.k2 as above， showing 

that ~ must be decreased as time geos on. In the case of L =π(2a)， l.k2 vanishes and ~ 
does not change. 

The author considers that these discreprncies between theory and experiment are 
enough to prove wrong the assumption that the thinni-ng of the roots of branches is 
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caused .by the curvature of the crystal surface. Furthermore he is doubtful of the opin-

ion that the smoothing of snow crystal surface is due to its curvature. 

If elastic stress S， such as tensile stress or shear stress， is prodl1ced in ice， its 
chemical potential is raised by 

S'"j.2E (E: coe伺cientof elasticity) 

and its vapour pr田sureis increased by the amount 

Po.!~ S2 一←
RT 2E 

The branches and twigs of snow crystal are striving to bend themselves by their own 

weight and the bending moment G is greatest at their roots. A small change $0 cos (lx) 

produced by any cause in the radius of a long circular cylinder of ice bent uniform-

ly by a constant bending moment G is promoted by waterもapourtransfer; the change 

$ in radius at time t is given by ， 

主=~oeat cos (lx) 

A = ~坦DV空 h 一(la)Hリ (ilα)
;1'2ρRTE a i~ ，o(ila) 

with no restriction on the value of 1， E is here the Young's modulus of ice. The 

larger A becomes， the larger is la， that is， the smaller is the period L， contrary. to the 
former case of Àk2• This result was applied to the case of the root of a branch of snow 

crystal with diameter of 0.1 mm  and length of 1 mm  in the same way as before. The 

weight of the branch produces at its root a bending moment G of the value 3.5 x 1O-~ 

dyne.cm and the time τ== (loge2)Jえturnsout to be one half mil1ion years for the case L= 
2a， which result show that elastic stress has entirely no effect upon the metamorphosis. 
Although elastic stress has no effect on the metamorphosis of a single independent 

snow crystal， large stre団関 appearingin such a deposited snow layer as one hanging 

over the edge of a terrace or roof are expected to be sufficiently e任ectiveto promote 

the metamorphosis of ice grains composing the snow layer. Ca1culation gave， in the 

case of a sheet of deposited snow of density 0.3 gr允m3andthickness 40 cm projecting 

out 50 cm horizontally over an edge， value of less than one. hour for τfor a rod-like 
ice grain of diameter 0.1 mm  on the vertical plane standing on the edge. Here the 
snow layer was considered to consist of rod-like ice grains of length 1 mm  and of various 

diameters whose mean value was about 0.35 mm. Elastic stress is e妊ectiveonly on 

those grains of small diameter since its effect is reduced very rapidly with increasing 

diameter as shown by the fact thatτis proportional to the 8 th power of the radius a. 


