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Zyungo YOSIDA 1964 Internal Stress and Viscous Flow of Snow Covers on Sloping Ground 

Surfaces. 1. Snow Cover on Wavy Ground of Mean Inclin乱tlOn日ー Low Temperc7ture ScieJlce， 
Ser. A， :?:? (With English Summary p. 97) 

斜面積雪の内部応力企よび粘性流動 r

波状 l乙起伏する斜面の積雪

吉田順五

(低温科学研究所応用物理学部門)

〔昭和初年 11月受理)

まえがき

この論文および次につづく論文は，斜面につもった雪を平而ひずみの状態にある粘性の非

常に大きい非圧縮性ニユ戸トン粘性流体と見て，その内部応力，流動速度を理論的lζ求めよう

とする試みである。乙の種の問題のうち，一枚な斜面積雪，すなわち，無限にひろい平らな斜

面に一様な厚さでつもった雪についてのものならば容易に解く乙とができる。しかし，その他

のばあいについての解は，筆者の知るかぎり，ほとんど求められていない。山の地形は稀々雑

多であり，雪のつもりかたも，時とばあいにより，いろいろに変る。それで，一様な斜而積号

以外の積雪についての内部応力，流動速度を知る必要にせまられる。乙の論文では正弦波状lこ

起伏する斜面の積汚の内部応力，流動速度をもとめ，つづくふたつの論文では，平らな斜面lこ

くさび形につもった守，および，円形斜面に一様な厚さでつもった 4雪をとりあっかう。

積一号と氷とをくらべると，氷の方が非圧縮性粘性流体lζちかい。それゆえ，乙の論文の結

果は，斜面積雪の流動，応力よりは，むしろ，氷河の流動，応力lζ近いものを与えるであろう。

しかし，軟かい積雪は別として，古く硬い積雪ならば，非圧縮性粘性流体とみる乙とが，すく

なくとも近似的には ~l される。斜面積雪の流動，応力については Haefeli 1 ) の理論，氷河の流

動，応力に関してはLliboutry2" Nye引の理論などがあげられる。 ζれらの理論は 1-;雪や氷を

必ずしも単純な非圧縮性ニユ戸トン粘性流体とせず，一般の塑性体として扱う点ですぐれてい

る。しかし，一方，斜両の形や積'寸，氷河の表両の形を円由lことりえないという欠点はまぬが

tvt;よし、。

1. 理論の概要

第 1図で， rUl線Gは斜面の形，曲線Sは斜面lζつもった雪の表面の形をあらわす。 Z 軸を

水平lこ，y軌を鉛直上方lことる。(実際の問題をとくときには，直角坐標軸を傾けてとったり，

また，極坐標その他の坐標をつかったりする。そのような坐標へは，ここで用いる坐標から変

換によって移ることができる。したがって，ここで，X 軸γ軌を水平および鉛直にとって議論

* 北海道大学低温科学研究所業績 第 655号

低温科学物理篇第 22輯昭和 39年



84 吐ゴ
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しでも，議論の一般性が失われることはな

い)。斜面lこも積吟にも，x~qi1 yjMl'乙垂直な

z方向には変化がなく，積雪は z方向lζ歪

をもたない平而歪の状態にあるものとしよ

う。また，さきに述べたように，積せは非

圧縮性のニユ F トン粘性流体であると仮定

する。しかも粘性係数は非常に大きくて，

積雪の流動をきわめて綬漫にし，加速度を

O にするほどだとする。すると，積雪内部

の応力成分 f7x，σ約九 1"yz，T出 t'xy;およ

び流動速度の X，Y成分 U，Vは微分方程式

af7x a，XY _ (¥ 
-ー←ax θy 

三竺L 十 a'X11 _ ρσ= 0 I 
ay ax 

σ す川f7y)， Tyz ::=: Tzxニ O

す机-du) t(du-dm) 

(1 ) 

国 1眠 五

O 

第 1図斜面積雪の一般のばあい

S: 積雪表面 G: 斜商

=2可

す(37+去)au av 
ax ay 

を満したうえペ さらl乙

曲線 Sのうえでは九=0，τnt=O;すなわち

[σnls = 0， [rnも]日 =0

曲線 Gのうえでは u=O，v=O;すなわち

uG = 0， VG  = 0 

(2 ) 

(3 ) 

(4 ) 

の境界条件を満足しなければならない。

の粘性係数である。 nとtとは積雪表面，

ここに gは主力の加速度， ρは積雪の密度，方は積雪

すなわちrlk綜Sの法線方向と切線方向とを表わす記

号で，f7nとi:"'ntとは，それぞれ，積雪表而における]立直応力成分と勇断応力成分とである。積

雪表面は自由表両なので，境界条件 (3)が要請されるわけである。境界条件 (4)は，積雪が，そ

の!までは，斜面に附着して動かないことを示している。 したがって，乙の境界条件は

[vnlG = 0， [町lG= 0 (4〆)

という条件にいいなおしでもよい vn，引は，それぞれ，流動速度の，斜面の法線方向と切線

方向との成分である。乙乙で nとtとは方向を示す記号につかったが，さらに nとtとでそ

れぞれの方向の長さをも表わすことにしよう。すると t，η は斜面上の一点の近傍でひとつの
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直角坐標系を形成する o したがって (2)式によって円一九=胡avt/atの関係がなりたつo とこ

ろが，引は斜面上でつねに Oなので， δVt/'δtもOである。かくして，つねに

[r1nlG = [()'tlG (5 ) 

の関係が成立することが知られる。

以上により， (1)， (2)式の微分方程式の解で境界条件 (3)，(4)をみたす (Jx，fJy，τxy， U，りを

みいだせば，斜面積雪の応力，流動速度がえられる乙とになる。しかし，斜面の形，積雪表面

の形がよほど単純なものでないかぎり，乙のような解を直接もとめる乙とは難かしい。それで，

以下のようにして，多少ともその困難を軽減する。

(1)式の微分方程式には重力の作用をあらわす一仰の項がある。 これが困難のひとつの原

因である。もし (1)式が電力の項をふくまない

J()'三+J，:cyー=01 
δzδy 

aσy J，切れ|
ー+一一δy ・ dx -) 

)
 

P
O
 
(
 

であったとすれば，解は造かにもとめやすくなる。その ζ とを利用して次節の方法をとる。

II. 単純応力場と重畳応力場

まず，実際の境界条件とは全く無縁l乙，きわめて簡単な境界条件のもとにある (1)式， (2)式

の解をもとめるo この解を単純応力場とよび，単純応力Ji'lil乙属する応力成分，流動速度成分の

記号には，その右肩に Oをつけることにしよう。単純応力場としては，たとえば，つぎのふた

つが考えられる。

(i) 表面が水平な積雪の応力場 表面が水平面なので，底がどんな形をしていても，積

号は静止の状態にある。したがって，坐標原点を積雪表面上にとると，流体静力学の法則から

σ2=σ3=ρgy， 'ゐ=0 I 
U
O = VO = 0 

(7 ) 

が直ちにみちびかれる。 この d~ ， d~ ， T~y ， uO， VOは，たしかに，(1)， (2)式の微分方程式を満

足している。よって， (7)式はひとつの単純応力場をあたえる。

(ii) 一様な斜面積雪の応力場 まえがきでも述べた，無限にひろい平らな斜面に一様な

厚さでつもった雪である。斜面の傾斜角は α，雪の厚さは hであるとしよう o 坐標原点を斜面

上の一点lζ x軌を斜面にそって下方l乙，y軸を斜面l乙垂直上方にとると

62=σL=ー ρσcosα(h-y)， '~y 土 ρ9sin α(h-y)) 

U
O 
=立3q旦ν(h - ~)， VO = 0 J 

(8 ) 

となることが，厚さ (h-y)の表面雪層の釣合いの条件から直ちにみちびかれる。坐標軌を傾

けたので， (1)式は，それと同等な
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alJ"， . aヂ δ1J1I a，xy 一一三十一」色十句smα=0 一一一十一一一一ρgcos α= 0 (1') δzδy .." _... - ay ax 

の形の微分方程式iζかわる。 (2)式の形は変化しない。 (8)式が (1')式， (2)式の微分方粍式をみ

たす乙とが検算によって界易にたしかめられる。したがって， (8)式は，ひとつの単純応力場で

ある。

つぎに，境界条件は一応考慮の外において， (6)式と (2)式との微分方程式の解

62〉， oF， てお， uC包 v仙 (i=1，2，3，……) 

を幾組かもとめる。乙れを重畳応力場とよぷ乙とにしよう。すると

九 = a~ 十.L: ai<J ~i) ， σy = IJ~ 十L: aiÚ~) ， τ時 =τ~y+ 乙 αgrL21

u = u" + .E aiU(i)， v = VO + .E a〆由 1
(9) 

で与えられる (Jx，Oy， 7:xy， U， V は(1)式と (2)式の微分方程式を満足する。 aiは常数で任意lζ

択んでよい。京畳応力場iIζは多額のものがあり，それを見出す方法もよく研究されている。そ

れゆえ，適当な'if(畳応力坊と適当な常数向とをえらんで (9)式の九，(Jy， ~xy ， U， v，c，与えら
れた斜市積雪lこ関する境界条件(3)，(4)式を満足させる可能性:がうまれる。それに成功すれば，

との tJx，dy， 'rxy， U， V が， 目的とする，斜而上の積雪の応力と流動速度とを与えることに

なる。

i1i:昼応力場は，よく知られているように，応力間数 ¥O(めから導くと便利であるべ ¥O(包)は烹

調和l同数，すなわち，微分方程式

(三2+長)2¥O'/l = 0 (10) 

の解で，応力成分は，乙の rp<ilから

δ2çρ <i) 包 a2~ρ(4〉(の δ2q; C包〉

=一一 a~~"J 一一一， τ =一一ーで (11) ay2 
~ 11 aX2 'xy a:ιay 

として求められる。流動速度成分u山 'VCi
)
は(11)式のqF，dr，τよL)を(2)式lζ代入し積分し

て定めればよい。直角坐標 X，Yのかわりに極坐標 r，fIを使うとすれば，(10)式， (11)式， (2)式

は，それぞれ

(手!?+iJL+土手)'¥0的 =0dr r dr r dfr / 

IJ'の 1 a~ク〈包〉 ι1 a2q;'白
一 一一-r δr 

I 
r
'J

δ11' 
Oiil a
2
¥O'
引

σ ar2 d=-tJ(手芸二)

(10') 

(11') 

t 
(dT-djd〉)

δuf 

t(dje)-df) 

V~il 1 ava白

一一一

，
TO〉ィ、 =2可 (2')

1 (1 av;!' av~il vail¥ 
一一一ー一一一

dr r r afl 2¥rδtI δr r / 

と吉:きかえられる。乙乙!こ Vn V(Jは流動速度の r，fI成分である。

以上のよう (C ，いくつかの応力場を重畳することが許されるのは，積号をユュートン;fl~性
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流体と仮定したために， (2)式の右端の万が応力の大小に1m関係な常数となるからである。厳密

にいえば，積と号のばあい，可は応力によってかわる。 ここでは，その厳密を犠牲にして応力重

畳法の便利をとるわけである。

111. 正弦波状に起伏する斜面の積雪の定常状態

平均の傾斜角は αであるが，第 2図の曲線Gのように正弦波状の小さな起伏をもっ斜面の

積号の応力，流動速度をもとめる。斜面が無限に)ょいとすると，積雪は平均の厚さ hの定市状

第 2図 正弦波状IL起伏する無限に広い斜面の積雪

S: 積雪表面 G: 斜 面

α300 

ωh， 1.5 

ツLよ心
ιノ

態をとりうるであろう。 X，Y生J僚を第2図のようにとり，斜両の曲線Gが

YG =δSlll ωX， 2π ωA  

で表わされるとすれば，積雪表面Sをあらわす式は

ys-h = δ1 Sill ωx+δ2 COs ωX， 2π ω=コ-

(12) 

(13) 

の形をとるはずである。」は起伏の波長である C 応力成分九， du，7mv，流動速度成分 U，V は

微分方程式 (1/)および(2)の解でrtil線G，S上で，それぞれ(3)式， (4)式の境界条件をみたすも

のであるが，いまのばあいは更に，流動速度lこ対して

[vnls = 0 (14) 

の境界条件がつけ加わる。定治状態では積雪表面の形が時間的lこ変化しない。そのためには表

面S'c 'i"jÏ~直な速度成分 [vnls が O でなければならないからである。

斜面の起伏の振幅δは小さく
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δ<(::，{ すなわち ωδ<t:: 1， および δ<t::h (15) 

であるとする。 δがこの条件をみたせば，iJ"んもおなじ条件をみたすであろう。 δ.， δ2が，{tと

くらべて著しく小さいと， 1111線Sの切線方向 tと法線方向 nとは，それぞれ xブj向と Uブj向

とに，ほとんど，一致する。それゆえ，積丹表而での境界条{'¥二は， (3)式， (14)式のかわりに

[<1yls = 0， ['xvls = 0 

Vs = 0 

としてよい乙とになる。単純応力場には，前節の (8)式をもちいる。

単純応力場 rt¥¥線Gのうえの UO，VO の値 u~ ， vaは， δ<t::hであるために

u& = (uo)y_O 十 Ya( 宅~i ， v~ = (VO)y_O+YG (冬山
¥ C'Y / y-o ¥ 口百 / y~o 

(3/) 

(14') 

とするととができる。 (8)式と (12)式とによると，(UO)ド o=(VO)y.o=(avO/ay)ド 0=0また

(auOjaν)Y~O=(ρghj可) sin αである。よって

u~ = (ρgh/YI)δsinαslnωx， v~ 0 (16) 

となる。また iJ.， iJ 2 <t:: hであり，(<1~)Y~h=(τゐ)Y~h=O であるために， (8)式と (12)式とから

/コ<10.¥、
[o~]s = [<1~]S = (仏-h)( V:'.y )ρ9 cos α(δ1 sin ωz十九cosUiX) 

Uδ¥aY J y~h 

[，~tls = [市]sニ(仇-h)(竺立)ーρgsmα(δ1sinω十O2COS UiX) ¥ 
百 ¥θY/y~h' ) 

となる ζ とがわかる o

(17) 

重畳応力場 主畳応力J;sとしては第1表の応力函数 ψ(1)，q;(2i，…… ψ(6)から導かれるもの
をつかう。第 1表および以下では，簡単.のため，つぎの記j去を用いる。

<1 sin ωx， I: = sinhωY， と=ωY，

r = COS ωx， r = cosh ωy， K = 1/(2可).

第 1表重畳応力場

4ク(1) 伊(2) 伊 (3)

伊Ci)
4"(') 伊 (5) ーク(6)

<1r rr C<1L: とrL: と<1r とrr

dr〉 ω2<1r ω2rr ω2<1X ω2rx ω2<1X ω2rx 
(2r+cL;) (2r+とL;) (2L:十Cr) (2L: 'h~r) 

6ぽ〉
y 一ω2<1r 一ω2rr 一ω2C<1L; 一ωそrL; 一ω2と<1r 一ω2Crr

xJ~ 一ω'rL: ω2<1 L; 一ω'rx ω2<1X ω2rx ω2<1X 
(L:+とr) (L;+ζr) (r+とL;) (r+とL:)

u(也〉 -KlJJrr K帥σF -KlJJrX Kω<1X -.ωrx Kωσ× 
(r+とL;) (r+cL:) (L:+ζr) (L;+cr) 

1)(1，) -KIJJ<1L: -/i'ωrL: -/i'ωζ<1r -Kωξrr -/i'ωζdL; -KωとrI;

(] = sin ωX， r = cos ωr， L; = sinh ωy， r = coshωy， と=ωy， K ニ 1/(2甲)
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正弦波状に起伏する斜面の積雪の応力場 第II節の (8)式であたえられる単純応力場と，

第l表の 6個の重畳応力場とを， (9)式の形lこ組合わせれば，目的とする， JE弦波状lこ起伏する

斜面上の積雪の定常状態における応力場 (/x，(Jy，τxy， U， V がえられる。係数a1，a2，……， a. 
および δ" O2は，以下のようにして，境界条件から定められる。

境界条件は(の，(3')， (14')の条件，すなわち

(イ) Uo = 0， (ロ) VG = 0，判 [σy]s= 0， (ニ) ['Xy]s = 0，ホ) Vs = 0 

の5個であるが，乙のうち(ロ)はすでに満足されている。単純応力場のがは常に 0であるし，

第l表の重畳応力場のが。は，いずれも x紬上すなわち y=oでOとなるからである。厳格

にみれば，曲線G上の点のv坐標はOでないから，V(包)は，yニ OでOであるとしても，曲線

G上ではOでない。しかし，曲線Gとz軸との距離は極めて短い δの程度であるし，a1， a2・・

・，O" O2 もδの程度のものにちがいないから， 曲線 G上の u仰の値は δ2の程度の微小量とな

る。それで，y=oで Oならば，曲線Gのうえでもが。は Oであるとして差しっかえない乙と

になるo 一般には応力函数 ψ(-2)=112::， <p(ー')=72::からえられる応力場も重畳応力場として使

える。しかし，乙れらの応力函数IC::属する U はν=0でOとならないので，今のばあい，<p( -2) 

と<p(-1)とは，使っても無駄になることが初めからわかる。第 1表l乙，'1'仰として σ2::， r2::をあ

げてないのはその為である。

曲線Gのうえでの d の値ubは(16)式で与えられる。また，重畳応力場l乙属する uゅの曲

線Gのうえでの値には，曲線Gのうえの Uゅの値について上にのべたのと同じ理由で，y=o 

での値を用いてよい。すなわち， 2::， r，ζをそれぞれ0，1， 0とした u仙の値を用いてよい。

かくして川の条件は

川 [(ρgjr;)hδsin α+α2"ω十a，Kω]σ+[-a，，，ω-a3Kω] Y = 0 (18) 

とかかれる。曲線Sのうえでの重畳応力場に属する応力成分，速度成分の値l乙は，同様の理由

から，y=hでの値がつかわれる o それで

S = sinh (ωhi， C = cosh (ωh) (19) 

とすれば， (17)式を利用して， 0'¥，同， (ホ)の条件が

い) [ρgδ， cos α-a，ω2C-a，ω'hS-asω'hC] 11 

+[ρ'go2 COS α一向ω2C-a，ω'hS一角ω'hC]r = 0 (20) 

同[一ρgδ，sin α十a2ω2S+a，ω2(S+ωhC)+a6ω2(C+ωhS)]11 
十[ーρgO2sin α-a，ω2S-a，ω2(S+ωhC)-asω2(C+ωhS)] r = 0 (21) 

(ホ [-a，KωS-a，，，ωhC-as"ωhS]11

十[-a2/CωS-a，，，ωhC-a，，，whS]r = 0 (22) 

と書かれる。(イ)，け， (ニ.)， (ホ)の 4個の式は，いずれも， σ=slnωzとy=cosωzとの斉一次式で，

dおよび7の係数項がOでなければ成立しない。そのことから， 8個の未知係数a1，a2，……， aS' 
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その方程式を解くと

2C(ωん)4sin'α 
δ=。
(ωh)' sin'α+(CSー ωh)"COs"α 

δ1> 0，を定めるべき 8個の方程式が導かれる。

(23) 

δδ CS-ωh t α 一一一一一…
2 - U'l ωh)' (24) 

、 (JgS
4 = - 0，ーで吉ア-:Lァcosα 

αノ{αJnl

、 ρgS
a， 01 一一ーす~cosα 

u;-(ωIlJ 

(25) α
 

α
 
-m
一
世
ω

nrυ 一一

2ρg sin α ， _ Sー ωhCi 
ao υ一一一一一一一一一一寸-a一一~一一一一一一一 I

v ωI  ~4 whS 

a，二ごー- a， 

S-ωhC 
a， -a 一一一一一一一-

"1ωhS 

(S = sinh(ωh)， 

また， αとωんとの函数

C = cosh(ωh)) 

という結果になる。積宇;表面の形を定める δlとんとは， δlζ比例し，

であるが，積雪の街度 ρおよび粘性係数可 lζは関係しない。

前節の結果の検討

δ1の{直 前1mでは，いろいろな係数のうち 0，だけを完全な形で苔きあらわし，他の係

数はふを使って表現した。それで，第 3区11ζ(δ，/δ)とωhとのグラフを示した。 (δJδ)はωhとα

との函数なので， αはノfラメ F ターとしてRJい， それに 50おきの値を与えた。 (δ，/0)の数値

IV. 

第 3図 (e出)と ωh，aとの関係

斜面の起伏はIisin ωzで，積雪表面の起伏はIi，sin ωx+Ii， COSωz 
で表わされる
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は，乙の論文の末尾に表としてかかげる。

積雪表面の形 積雪表面の形は(13)式で与えられるが，この式は

ys-h =岡山一x)= O's sin2n( ~サ (26) 

δ 福芋~=δ1../百蕊瓦)'， 2πx = tan-1(δ2/0'1) (27) 

と書きかえられる。斜面の形を表わす式は (11)式 ya=O'sin (2nx/).)である。よって，第2図l乙

示しであるように，積雪表面を表わすlUI線Sの山あるいは谷は，斜面を表わすlf11線Gの山あ

るいは谷より

)..χ(ωh，α) (28) 

だけ Z の負の方向，すなわち斜面上方にむかつてずれる。しかし， ).xは)，/4をこえない。また

litl線Sの振幅らは曲線Gの振幅 δの

m同

倍である。前節でえた 0'" んの値から

(仇 α)=一一三也ひih?.-)1+ iEいん)2?OS2
(ωh)' sin2α+(CSー ωh)'cos2α .V ~ ， ωh)' sin2α 

-1 (cs-ωん)cot α 
χ(ωh，α)=一一 tan

(ωhY 

(29) 

(30) 

(31) 

がえられる。第4図，第5図のグラフは， αのいろいろな値に対して mとχとの値を ωhの

函数として示している。

あるひとつの斜面について考えれば，αとωとは一定の値をもっ。このばあいには，第4図

から，積雪の厚さんが増大するとともに，mは， αが350以下ならばただ減少し， αが35
0
以

上ならば一度極大値をとってから減少することがわかる。すなわち，積雪が浮くなると，当然

予怨されるように，地面の波形の影響は積I~'表面 lζ現われにくくなる。

第4図で， αの値の大きい11lJ線ほど上の方lと位置している。 したがって，斜面の影響が積

雪表面に現われる度あいは，平均傾斜角 αが大きいほど強い。 αがOならば，hと」とが有限

なかぎり，ln=Oすなわちら=0で，積雪表面は水平面となり，地面の波は積雪表面l乙全然あ

らわれない。これもまた，当然予怨される結果である。

斜面の波と積雪表面の波とのあいだのずれ Zは， 第5図が示すように， ωhが小さくなる

とともに，すなわち， ).が hl乙対して大きくなるにつれて，小さくなる。 しかし，ずれの実長

は)..χ でχ自体ではないから， ).が長くなっても，ずれの実長が短かくなるとは，必ずしもい

われない。

第2図の曲線G，Sはα=300，ωh=1.5のばあいについて書いてある。」は hの2π/1.5=4.2

イ告にひとしい。 m とχの値としては第4図，第5図からえられる1.64，19.4%をつかった。積
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10 

ωh 

にD
b。

E時

E 

宣言

tj 



斜面積雪の内部応力および粘性流動 I 93 

雪表面の起伏は斜面の起伏より 64%も強く，波長」の 19.4%だけ斜面上方にずれている。 斜

面が起伏のために平均傾斜αよりゆるやかになる部分では積雪は厚く，急、になる部分ではうす

い。これもまた当然期待される結果である。

積雪表面の m 積雪表面ではの 'nもは Oである。 しかし表面の切線方向lこは張力ある
いは圧力が存在しえ，それはつぎの [dtlsであらわされる。

hlsニ (Ys-h)(宅Li 十(taidii)i 
¥0ν / y~h ¥i=l /y~h 

=2匂 [2Msinαcosωー(えτ-1)…削nω十九…

=2刷出mα[cos2π~ -ksin2rr(テ+x)J

k = (ゑγー1)令cotα12S (32) 

2 

2 (uh 

第 6図 k， k'とωh，aとの関係
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[dt1sが正ならば張力，負ならば圧力である。張力の存在する表面部分iζ割目がはいれば拡

大するであろう。

(32)式の [σ占は，斜面の形の波より位相が)，/4斜面上方にずれた cos2nx/).の波と，斜面

より位相が H だけ斜面上方にずれ積雪表面と位相の一致する sin2n(x/).十χ)の波との手nとし
/ 52¥ し

て表わされている。第 1の波と第 2の波との振幅の比 k= ¥ w";h2 ーリす附α/25とα，
ωhとの関係を第6図lζ示しである。

第2図とおなじ条件，すなわち， αニ 300，ωh=1.5のばあいについて [σt]s/(2ρgδ・25sinα) 

とZ との関係を第7図の曲線6で示した。曲線4は cos2n(x/).)，曲線5は kcos 2n (x/).+χ)で

ある。曲線6の値が正のど乙ろでは積雪表面にそって張力が働く。乙の張力部分は，第2図lこ

うっすと， a点と b点との聞になる。 だいたいにおいて，斜面起伏のため，斜面の傾斜が平均

傾斜よりゆるやかになっている所の鉛直まうえが張力部分である。平均傾斜より急なところで

は，逆lこ圧力がはたらく。

第 7図 積雪表面にそう方向の垂直応力成分[<1t1sおよび積雪の底の勇断応力
[Z:ntlGの変動部分。曲線 4，引ま，それぞれ cos2rc (x/ A)， k cos 2rc (x/A 
+x)で，曲線4と5との和である曲線6が[内ls/(2ρgo・2Scos日)を表
わす。曲線 1は sin2π(x/J..)， 曲線2は k'cos 2，τ(x/HX)である。曲
線3は曲線 lと2との和で， [rntlaの変動部分を ρgosin αで割った
ものを表わす

喝2

曲線 6の極大値は，第7図が示すように，だいたい 0.5である。 sinαの債も， α=300で

あるから，0.5である。したがって， [dtlsの極大値は ρgo・Sで与えられることになる。 h=2m

とすると， ωh=1.5なので， ).ニ8.4mである。よって， δ=0.2mにとれば， δはhゃ).iこくら

べて充分小さい。 δが乙の値であるとして，雪の密度ρを0.4gr/cm3 i乙とると， 5=2.13を用い

て，[0占の最大値は 17gr-wt/cm2となる。雪の底での (]x，<1yの平均値Pghcos αは69gr-wt/cm2 

である。したがって，[叶sはρghcos αの 1/4にも達することになる o

積雪の底の τnt 積雪が波状lζ起伏する斜面と接する面での積雪内勇断応力 [rntlaは
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[τn，]G = [τ~Y]G+CE at"r '1~)y~O 

=ρgh sin αー ρgδslnαsm ωz 

r~. . . Sー ωhC
+ρσ12o sin a sin wx+τv∞sα(δ1…zー δ2sin wx) 

=ρgh sin山 gosinα[sin 2rr子-k'cos 2π(~ +χ)J 

k'ー ωhC-S ゐ一一一…-(ωh)2 山~ o 

で与えられる。第6図に k'とα，ωんとの関係、をグラフで示しである。

95 

(33) 

[rnt]Oは平均部分 ρghsin αと残りの変動部分とからなっている o第7図の曲線3はα=300，

ωh=1.5のばあいについて，変動部分を ρgδsmαで割ったものを Z の函数として表わしたも

のである。曲線1は sin2rr(x!..l)， 曲線 2はk'cos 2;r(x/..l +χ)で，k'の値lこは第6図からえられ

る1.76をつかった。曲線 1は斜面の起伏とおなじ位相であり，かっ曲線 1と由線3とは位相が

ほぼ一致している。したがって，男断応力の変動部分は斜面がもりあがったところでは正で，

雪が地面を引ずりおろそうとする平均契断応力 ρghsin αを助長することになる。斜面がくぼ

んだ所では，変動部分は負で，平均勇断応力を削減する。

第7図でみると，曲線3の極大値は 2.75である。まえと同様に， h=2m，δ=0.2m，ρ=0.4 

gr/cm3とすると，勇断応力の平均部分は 40gr-wt/cmヘ変動部分の極大値は 11gr-wt/cm2と計

算される。すなわち，[-rnt1G は斜面起伏の頂では 55gr-wt/cm九底では 29gr-wt/cm2で，頂と底

とでの差は，かなり大きい。斜面の起伏の凸部をけずって斜面を平らにする作用にはいろいろ

ある o そして，乙れだけの積雪の到断応力 [τ叫 ]0の変動も，その種の作用のひとつとして相当

な効果をもつものと思われる。

流量 斜面も積雪表面も平面ならば，積雪が斜面を流下する流量は

('h 一 ρgh3
Uo = ¥ uody =一一:-sJo ~U-" 3可

(34) 

である。 斜而も積雪表面も波状l乙起伏する今の定常流のばあいの流量は， (δ/..lj' U，。の程度にお

いてしか，U，。と差がない乙とが容易に証明される。 したがって，第 1近似では，斜面に起伏

ができても，流量lζは変化がおこらないといえる。

V. 正弦波状に起伏する斜面にある表面の平らな積雪

いままでと同局，斜面には正弦波状の起伏があるが，積雪の表面が平面をなすばあいを考

える。積雪の平均の厚さは hとする。第8図のように坐標原点を積雪表面上におき， ν軸を積

雪表面lこ垂直下方にとると，斜面の形をあらわす曲線Gの式は

h-yo = δsm ωz (35) 

となる。境界条件 (3)，(4)から，曲線Gのうえでは u=む=0;積雪表面では，すなわち，y=O 

では，l1y=';";吋 =0であることが要求される。
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単純応力場として，今までのと同じものをつかう。ただ，坐標のとりかたを変えたので，

応力成分，流動速度成分の式は

となる。

。 σ;=ρgcos α-u， r2u=ーρgsinα"y ， 
u' = ~旦 sin川ーが2可 IfI 

(36) 

重畳応力J%Iこは，第 I表の応力函数ザペザ引から導かれるものを用いる。この重:畳応力場

のσF，d2は，ともに，y=OでOであり，またOL，duもν=0でOとなるから，

t1y = O~+a.a~"+ α662〉

1
r町 ，~y+a.τ~~+α

(37) 

もy=OでOとなるo すなわち，乙の t1y，
'
却は，係数 a4，a6の{直の如何にかかわらず，積雪表

面での境界条件をすべて満している o 曲線Gについての境界条件

一(告)Y~h 山エ叫')吋6)い =0
[a.v(的十a.v(勺y-h= 0 

は

r Pah ω 日 1

I ';.. sin山 a.21l (C+ωhS)十a.会 (S十ωhC)I sin wx = 0 

一会ωh[a.C+a.S] =。
となる。乙れから，係数向，a.が

a. 一一
2ρgS L"  α 1 一日naw-

(38) 

仏

2ρgC、|
ーー←一一一づ，.--0 Slnα l w- f 

として定められる。 S，Cは，今までどおり，

それぞれ sinh(ωh)，cosh (ωh)の略号である o

第1表， (35)， (36)， (38)式によって，積雪

表面y=Oでは

Vs = 0， 

[引ls= 4ρgSδsm αcos ωx J 
(39) 

f¥¥ 

第8図 正弦波状lζ起伏する斜面のうえにある
積雪の!底，曲線Gのうえでは 表面の平らな積雪

-[.ntlG =ρgh sin α+ρgosin αsm ωz (40) 

であることが知られる。表面R:~伏のある前のばあいと同じく α=300 ， ωん =1.5 ， h=2 m， o= 

0.2m'ことると， [円lsの極大値は 34gr-wt/cmヘ
[τn占の変動部分の極大値は 4gr-wt/cm'とな

る。 これらの値は， まえは， それぞれ 17gr-wt/cmヘ11gr-wt/cm'であった。それゆえ，積雪
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表市が平らになると，積雪表而にそう方向の張力圧力は 2倍にふえ，積雪の底の労断応力の変

動部分は，逆に， 1/3に減ることとなる。

流量は (34)式の U。とかわらない。

(39)式に示したとおり vs=oであるから， 乙の積雪表而が平らなばあいも，時間ととも

ζ積雪表面の形に変化がおこらない。つまり，積雪の流動は定常である。しかし，この定常状

設は不安定で，積雪表面の形がなにかの原因で乱されれば，表面lζ起伏のある前の定常状態lこ

多行ーするであろう。
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Summary 

In Fig. 2 of the text curve G represents a sloping ground surface with small undula-

lons， with a snow cover of mean thickness h the upper surface of which is indicated by 

urve S. The purpose of the present paper is the theoretical derivation of internal stress 

nd flow velocity in the snow cover. For this purpose it is assumed that snow is an 

lcompressible Newtonian fluid of uniform density ρin a steady flow state of plane strain 

もeformula for curve G is assumed to be 

-. 
YG a Slll ωX， (1 ) 

rhereδis very small compared to h and ，i (= 2rr/，ω)， the wave length of undulations of 

i1e ground. Then curve S will be of the form 

ys-h = δ1 sln ωx十δ2COS ωx δs sin (ωx+2ro:) 

'ith OI>ん， Os of the same order of magnitude as O. 

(2 ) 

The following relations between stress components "x， "y， "z， 'yz， 'zx， 'xy and flow 

elocity components叫 V，ωholdfor any incompressible Newtonian fluid in a state of 

lane strain: 

"， = !(九十l1y)， 'yz = ..日=0， w = 0 

t何一勺) 主(l1y一九)
'xy =2甲， ( 3) 

δu av 
ax ay す(77十号)

，here甲 isthe coe伍cientof viscosity. Since snow has very high viscosity and conse伊
uently flows very slowly if at all. the acceleration of its movement can be entirely 
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neglected. Then the equations of motion for the snow cover on the wavy slope arE 

written as follows: 

Fヲσ憎み..~伽 ・ ハ 1
一一二十一」と+ρgsmα=  01 
eJx . eJy 

竺L十生生ーρ9sinα= 01 
dy . dx ) 

The boundary conditions for the stress and velocity components are given by 

[l1nls = ["n占 =0 (5 ) 

(6 ) 

(7) 

UG =τ}G = 0 

[vnls = 0 

wher巴 thesu])scripts S and G indicate the top and bottom surfaces of the snow covel 

and the subscripts n and t the directions normal and tangential to th巴 topsurface. Con 

dition (5) expresses the fact that the top surface is free while condition (6) means thal 

there is no slide between th巴 bottomsnow surface and the ground. Steady flow of thE 

snow cover is expressed by conditioJ;l (7). In steady flow the top surface of the snoVi 

cover does not change shape and its normal component of flow velocity Vn disappears. 

The stress and velocity components of the snow cover are. found by solving differen 

tial equations (3) and (4) for I1x， l1y， ..岬，u and v using boundary conditions (5)， (6) anc 
(7). In order to obtain a solution the author made use of the following two kinds 01 

components which are to be combined together afterwards. 

(a) 孔 = o~ = ー ρ9cos α(h-y)， "~y = ρgsm α(h-y)) 

一 ρ9 ~:__._.f 、 (8) 
u = ----r;--Sl問 (h一切， VO = 0 f 

These are the stress and velocity components for a snow cover of uniform thickness h 

on a planar slope of angle α. 

(b) l1 ~i) ， I1til，τLZ，u〈心，V吋)(i = 1， 2，……， 6) 

listed in Table 1 of the text derived from the stress functions rp的 shownin the top roVi 

of the table. They are simultaneous solutions of di妊erentialequations (3) and 

êJl1 ~i) δτ42 ハ l
一一一一.
δx δy 

θσF iaTよ2ーハ|ー十一一
δY dx 

Neither of the components (a) and (b) satisfies the boundary conditions. 

However， it is obvious that combinations of (a) and (b)， of the form 

(9 ) 

)
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are solutions of differential equations (3) and (4) for all values of coe伍cientsai・ A solution 

of this form gives the correct stress and velocity components for the snow cover of thE 
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wavy slope if the values of ai are chosen to satisfy boundary conditions (5)， (6) and (7). 

The following formulas are found to give such values for ai: 

2C(ωh)' sin'α 
δδ  
(ωh)' sin'α+(CS一ωh)cos'α 

CS-ωh 
Oo = δ.ー一一一-0-cot α 

~lωhY 

αδf世-~^α 
1 -..，}ω， (ωh) しV~ ~ 

α
 

山

一
O

一

一切

m

S
一M

2

0

σ7い
'
h
H
一
〈

ρ
一2
0

u

一

一ω
M
-

δ

s

 

d

向a3 = -a1 

S-ωhC 
a. =ーLl.， 一一一一一一-
5 時 1ωhC

a. = O 2pg豆旦旦 +a，~一ωhC
6v  uJ214ωhC 

where S and C are sinh (ωh) and cosh (ωh) respectively. The formulas for δ1 and んare

obtained during the process of finding those for ai. 

The amplitude Os and the phase angle χof curve S are related toδ1 and δ， by 
δs=.jar王宮 and2;rX=tan- 1δ2/Ò， • In Figs 4 and 5， os/δand χare plotted against ωh for 
values of αbetween 50 and 450. As shown by the curves in Fig. 4， the amplitude Os 

increases as the slope angle αincreases， therefore， the steeper the slope， the more the top 

surface of the snow cover reflects the contours of the ground surface. Fig. 2 il1ustrates 

the relation of the curves S and G when α二 300 and ωh=1.5 (..l=4.2h). 

The longitudinal tension or compression [atls at the top surface of the snow cover is 

given by 

[at1s = 2ρgδ・2Ssinα[cos ωx-k sin (ωx+2;rx)] ， 

where k is a constant varying with ωh as the lower right group of curves in Fig. 6 

indicates. Curve 6 of Fig. 7 shows how [σ占/(2ρgδ・2Ssinα) changes with x when α=300 

and ωh=1.5. Areas of tension (positive value of [円]S)and compression (negative value of 

[dt]S) alternate: in Fig. 2， the area of tension is between points a and b. Should a crack 

appear in the top of the snow cover， its position would be near the centre of the tension 

area. 

It is proved that a snow cover with a planar upper surface will flow down a wavy 

slope with steady velocity， retaining its planar upper surface despite the snow movement. 

The stress and velocity components of such a snow cover can be obtained by combining 

the above t1~， ・・・・・・，v' with the components derived from the stress functions q>(') and q>(6) 

of Table 1， referred to coordinates x， y shown in Fig. 8. Th巴 authorpresumes that this 

steady flow is unstable and that any disturbance of the upper surface of the snow cover 

wil1 result in a transformation from a smooth surface to one more nearly corresponding 

to the ground surface contours (Fig. 2)， 



100 

日

ωh 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 

0.4 
0.5 
0.6 
0.8 

1.0 
1.2 
1.4 
1.6 

1.8 
2.0 
2.2 
2.4 

。

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 

0.4 
0.6 
0.8 
1.0 

1.2 
1.4 
1.6 
1.8 

2.0 
2.2 
2.4 

日

0.0 
0.2 
0.4 
0.6 

0.8 
1.0 
1.2 
1.4 

1.6 
1.8 
2.0 
2.2 
2.4 

吉田順五

数 値 表

斜面の曲線Gは YG='Gsinωx(本文の (12)式)で表わされ，積雪表商の曲線S¥i
YS-h=C，1 sin ωX+~2COS ωx=òs sin 2rr (x/A+X) (本文の (13)式および(26)式)で表わさ

れる。 ω=2π/;.で， ;.は斜而の起伏の波長である

日。 10
0 150 

O1/O os/o (，，/o os/a odo os/o 

2.0000 2.0000 0.00 2.0000 2.0000 0.00 2.0000 2.0000 
1.2698 1.5977 10.38 1.7578 1.8797 5.76 1.8925 1.9504 
0.6056 1. 1116 15.83 1.2885 1.6213 10.38 1.6283 1.8229 
0.3258 0.8253 18.54 0.8960 1.3687 13.64 1.32う2 1.6645 

0.1983 0.6547 20.10 0.6288 1.1660 15.94 1.0517 1.5079 
0.1323 O.ラ463 21.11 0.4557 1.0138 17.58 0.8321 1.3699 
0.0943 0.4729 21.81 0.3416 0.9000 18.81 0.6634 1.2540 
0.0546 0.3823 22.72 0.2088 0.7474 20.50 0.4375 1.0818 

0.0353 0.3300 23.30 0.1385 0.6538 21.60 0.3021 0.96ラ5
0.0243 0.2966 23.69 0.0967 0.5917 22.39 0.2157 0.8838 
0.0173 0.2731 23.99 0.0695 0.5469 22.97 0.1573 0.8225 
0.0126 0.2549 24.21 0.0508 0.5119 23.42 0.1159 0.7730 

0.0092 0.2397 24.38 0.0374 0.4821 23.76 0.0844 0.7187 
0.0068 0.2260 24.52 0.027ラ 0.4549 24.04 0.0632 0.6896 
0.0050 0.2130 24.63 0.0201 0.4289 24.25 0.0464 0.6ラ08
0.0036 0.2002 24.71 0.0146 0.4032 24.42 0.0337 0.6123 

20
0 

25
0 30。

2.0000 2.0000 0.00 2.0000 2.0000 。目。。 2.0000 2.0000 
1.9445 1.9770 2.89 1.9693 1.9713 2.26 1.9834 1.9966 
1.7945 1.9134 5.64 1.8831 1.9600 4.47 1.9347 1.9866 
1.5923 1.8246 8.12 1. 75う8 1. 9159 6.うO 1.8594 1.9717 

1.3751 1.7256 10.31 1.6033 1.8619 8目49 1. 7614 1. 9515 
0.9901 1.5321 13.82 1.2819 1. 7434 11.85 1.5255 1.9018 
。ー7093 1.3775 16.39 0.9949 1.6313 14.56 1.2728 1. 8452 

，[ 0.5148 1.2604 18.31 0.7634 1.う350 16.72 1.0340 1.7869 

0.3789 1.1713 19.76 0.5829 1.4629 18.43 0.8229 1.7262 
0.2815 1.1005 20.88 0.4434 1.3811 19.80 0.6444 1.6650 
0.2099 1.0403 21.77 0.33ラ7 1.3155 20.89 0.4974 1.6014 
0.1563 0.9855 22.74 0.2524 1.2524 21.77 0.3788 1.う344

0.1158 0.9335 23.02 0.1882 1.1900 22.47 0.2847 1. 4637 
0.0852 0.8821 23.46 0.1390 1. 1270 23.03 0.2113 1.3895 
0.0621 。‘8305 23.65 0.1015 1.0620 23.48 0.1ラ49 1.3119 

35。 400 45。

2.0000 2.0000 。。。 2.0000 2.0000 0.00 2.0000 2.0000 
1.9672 2.0032 3.02 1.9889 2掴0144 2.53 2.0037 2.0218 
1.8726 2.0122 5.96 1. 9519 2.0543 ラ.05 2.0098 2.0846 
1.7223 2.0211 8.76 1.8782 2.1103 7.ラ4 2.0012 2.1781 

1.529ラ 2.0226 11.35 1.7581 2.1686 9.9う 1.9565 2.2878 
1. 3136 2.0135 13.66 1. 5912 2.2161 12.26 1.8573 2.3941 
1.0934 1.9899 15.74 1.3875 2.2415 14.38 1.6974 2.4792 
0.8853 1.9516 17.50 1. 1667 2.2403 16.28 1.487ラ 2.5296 

0.6998 1.8993 18.99 0.9487 2.2114 17.95 1.2507 2.5392 
0.5416 1.8347 20.23 0.7493 2.1581 19.36 1.0128 2.5088 
0.4115 1.7597 21.25 0.5771 2.0838 20.54 0.7941 2.4444 
0.3075 1.6762 22.07 0.4352 1.9940 21.50 0.6059 2.3527 
0.2263 1.う8う9 22.72 22.28 0.4520 2.2414 

0.00 
3.89 
7.41 
10.34 

12.72 
14.61 
16.13 
18.38 

19.94 
21.07 
21.94 
22.60 

23目13
23目54
23.87 
24.13 

0.00 
1.83 
3.65 
5.40 

7.08 
10.19 
12.88 
15.18 

17.09 
18.68 
19.97 
21.03 

21.88 
22.57 
23.12 

0.00 
2.13 
4.29 
6.46 

8.67 
10.87 
13.00 
15.00 

16.81 
18.39 
19.74 
20.86 
21.77 


