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斜面積雪の内部応力kよび粘性流動 III* 

円い斜而の積雪

吉田順五

(低温科学研究所応用物理学部門)

(昭和 38年 11月受理)

まえがき

第1図のr!lJ線 Gは鉛直断而が円い斜商である。 ζのような円形斜而のうえに一様な厚さ

でつもった積雪の内部応力，粘性流動を理論的l乙定めるのがこの論文の目的である。 Sが積雪

の表面を表す。との論文のまえにある同じ表題のふたつの論文1'¥II2)でと同様，積雪は粘性

係数守の非常に大きい非圧縮性ニュートン粘性流体で平面歪の状態にあると仮定する。第 1図

aでは積雪が円形巴斜面lこ，第 1図 bでは円形凹斜両にあるが，どちらのばあいにも，斜面G

の半径を R，積雪表面 Sの半径を Sて'表わす。坐標lこは，図lこ示したような極坐標 r，tJをも

ちいる。内部応力成分は61，σj，τ:。で，粘性流動速度成分はバ， ujで表わされる。

A 
b 

第 1図円い斜面の積雪

S:積雪表面 G:斜面

a図は円形凸斜面 b図は円形凹斜面

* 北海道大学低温科学研究所業績 第657号

低温科学物理篇第22輯昭和 39年
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1. 応力成分，流動速度成分

論文 1，IIでと同様，単純応力場と重畳応力場とを力[1えあわせる方法で応力成分〈， dj，

τie，流動速度成分v;，v~ をもとめる。境界条件は第 1 図 a， bいずれのばあいも

7・=sでは σ:. = r~8 = 0 

r=Rでは V~=V~=O 

(1 ) 

( 2) 

によって与えられる。応力場を論文 Iの微分方程式 (1)(2)ーーただし，ここに用いる板坐標lζ

変換したもの一一ーの解として一義的に定めるには， Illl総 S，G {ζ関するこれらの境界条件にく

わえて，第 1図の，たとえば，直線 ABと CDとの上での境界条件もあたえる必要がある。

しかし，乙の論文では，このあとの境界条件は予めあたえずに解をもとめる。したがって，乙

の節の解は第 II論文で述べた第 1段階の解に相当する。応力場の各成分の記号の肩 lと夕、ツシ

ュをつけて〈， d，τ:。， uf，u;としたのは，そのことを表わすためである。

単純応力場 論文 Iでのべたふたつの単純応力場のうちの (i)，すなわち，表面が水平な静止

した積吟内の応力場をもちいる。表而を坐標原点。をふくむ水平而lことれば単純応力場の成

分は

a~ =σ;=±ρgr cos θ， 'j;" ~o = 0 

V~ = v~ = 0 
(3 ) 

となる。 gは軍力加速度， ρは積雪の密度である。記号の右肩の Oは単純応力拐の成分である

ことを示すためにつけた。復記号土の+は第 1図 aのばあいに，ーは bのばあいに用いら

れる。

重畳応力場 重畳応力場[こは第 1表の， );i5力函数料'l， <p(へψ(3)から導かれる dF)，…， uj3〉
をもちいる。 uLぺ uj2〉 l乙ふくまれる C は長さの元をもっ任意'lf~'数である。 その値は，あとで，

境界条件からきめられる。

第1表重畳応力場 (κ=1/(2甲))

'1'(1 ) '1'(2) 伊(3)

cp(i) 

r3 COS (J r(Jsin(J cos (J/r 

t1 ~i) 2 r cos (J 2 cos (J/r 2 cos (J/ r3 

σj白 6 r cos (J 。 2 cos (J/r3 

tr
〈eo〉 2 r sin (J 。 -2 sin (J/r3 

'V~i) 
-Kr2cos (J dn一

r
一・ cos(J κcos (J/ r2 
C 

vfi霊〉 3 Kr2sin(J - K ( 1 + ln~ ) sin (J Ksin(J/r2 

応力成分，流動速度成分 単純応力場の成分と重畳応力場の成分とを
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a~ = σ~ + a，l1~" + a2σ(2)十 G367〉

v; = v~ + a，Vd"十 d2Uj2〉+G3UJ3〉 j
(4 ) 

の形lζ加えあわせ，境界条件 (1)式(2)式によって未知常数 a1，a2， a3 および V~2) ， vr)にふくま
れる Cを定めれば， (4)式はつぎのようになる。

dか 士功ρ句gR山Rco∞ωO

σa; =土仙osflーを[(一五色村3(++)J
rL8ニ±帆sinfl克己可(+-()

v~ =士写と∞sfl. ~2 [オミら+羽色村C2-÷)-ln長JI 

(5 ) 

v; =:t竺写sinfl去[1-2~議可一司令 (3(2+す)+けJJ(6) 
ζ= rjS， 2 = RjS. 

復記号±の+は第 1図aの円形凸斜面のばあいに，ーは bの円形凹斜面のばあいに用いる。

ζ の値は滋l乙 1 と Z との聞にある。 a のばあいには Zく 1 なので Z 三~(壬 1 であり， bのばあ

いには 2>1 なので 2~ (~三 1 である。

(5)式(6)式の応力成分〈， d，τ28流動速度成分叫，v~ が第 l 段階の解で，第 1 図の円形

斜面との積雪内lこ存在しうる応力場のひとつを与える。

II. 前節の解の検討

前節でえた第1段階の解(5)(6)式は坐標原点Oを通る鉛直面OA(第1図)に対して左右対

称、である。それゆえ，左右が対称な円形斜面l乙一様な厚さでつもった積雪内l乙生じうる応力場

のひとつを表わす乙ととなる。論文 IIの模形の積雪でと同様，このばあいの積雪lこも定常状

態はありえない。

積雪表面 Sの61 積雪の表面で表面にそう方向にあらわれる張力あるいは圧力 [11;]Sは(5)

式の第 2式で (=1とおけばえられる。すなわち，

/. 222¥  
[a~)S = :tρgRcosfl[勾)S， [O.;1s =プ¥1一τァ) (7) 

である。 O豆がくπ/2なので cosflは正であり，すぐつぎに述べるように[I);lsもまた正である。

よって，第 1図aのばあいには[a;lsは正で張力となり， bのばあいには負で圧力となる。 こ

れは当然予怨されるところである。張力も圧力も第 1図の A点で最大値 ρgR[8;lsをとり， C

点では消失する。

h=S-R ( 8) 

とすると第 1図aのばあいには hそのものが， bのばあいにはーんが積雪'の厚さとなる。
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b →ト a

。ヘ

-0.5 

第2図 h = S -R， h/R = (I/Z)ー1. 曲線 1-[a~ls (7)式;

曲線 2-[a~1o (11 式);曲線 3ー[記。10(12式);曲線

4-[iì~ls (9式);曲線 5ー[句ls(10式)

Z = R/5 = 1/{1 + (h/R)} の関係をつかつて， Z の函数である [B~ls を h/R の函数として表わした

のが第2図の曲線1である。このように[内lsは常に正である。 h/R>0の右の図aが第 l図の

aのばあいに，h/Rく Oの左の図 bが第 1図の bのばあいに対応する。 第2図 bでは左へゆ

くほど Ih¥は大きくなる。

曲線 1は原点Oでh/R軸lζ切している。すなわち，¥hl/Rが小さい範囲では ¥h¥/Rがかわ

っても[匂lsはあまり変化しない。しかし原点からはなれれば，かなり急速に増大する。それ

ゆえ，ある特定の円形斜面については，積雪がうすいかぎり， [(1~ls はほとんど O である。しか

し少しでも厚くなると，そのどは積雪の厚さとともに [σ。[~の値は急速に増しはじめ， aのば

あいには割自の， bのばあいには摺曲の発生の可能性がます。 積雪の厚さ Ihlが同じなら，斜

面の半径 R が大きいほど [o~ls は小さい。なぜならば， (7) 式において ， R の増大による[(1~ls の

増大率よりも，Ihl/Rの減少にともなう [O.;lsの減少による[(1~ls の減少率の方ーが高いからであ
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る。したがって割目や摺曲は Rの小さい斜面ほどお乙りやすい。

積雪表面 S の流動速度 v~， v~. 積雪表面の流動速度の法線成分 [v:ls ， 切線成分 [v~ls は， (6) 

1TI 斜面積雪の内部応力および粘性流動

式で ζ=1とおいて得られる。すなわち

1 ( 1-Z' "'~， 
[v;ls = :t ~~ R2 cos tI [v~ls [V:ls = ~2 ¥五τ万戸lnZ} (9 ) 

陥=す(1-1rr-M)

である。第2図の曲線4と曲線5とが，それぞれ， [v~ls と[巧ls とを表わす。[ーがls は a のば

あいには負， bのばあいには正であるから， (9)式により a，b いずれのばあいも [v~ls が負にな

るo すなわち表面は， aのばあいは積雪の厚さを減少する方向lζ，bのばあいは増大する方向

にうごく。これは積雪が斜面を下降することの当然の結果で，実際，斜面にそう方向の速度成

分 [v~ls は下向きになっている。すなわち， [v;lsは，第 2図の曲線5が示すとおり a，bいずれ

のばあいも正なので， (10)式は aIC対しては正の [v~ls ， b Iζ対しては負の [v;lsをあたえる。出

ともに，原点Oで h/R軸に切する。それゆえ積雪の厚さ Ihlと表面の流動速度

とは，前項でのべた Ihlと[a;lsとの関係と同様の関係にある。

斜面 Gでのぐ，(j~， τ20 斜面 G での，すなわち積雪の底での，ふたつの垂直応力成分 [(]~la ，

[a;luは，論文 Iの(5)式によって，互にあいひとしい。その値は，乙の論文の (5)式の第 1式

あるいは第2式で，=Zとすればえられる。すなわち

(10) [v;ls = :t ~~ R2 sin (j [V;ls 
4甲

線4と5とは，

[O":la =剖 Z2_1十上，Z:"1 
Z" l- ~'2(1+Z') J (11) 

である。 [O":laとh/Rとの関係は第2図の曲線2で表わされる。 [O":laはaのばあいは負， b 

のばあいは正なので，[a;laはa，b両方のぱあいとも負，すなわち，圧力である。曲線1，4， 5 

とちがい曲線2は原点Oで h/R軸l乙切していない。それゆえ，積雪が斜面におよぼすこの圧

力は，積雪がうすくても，ほぼ厚さに比例して増大する。

斜面 G での勇断応力 [r~ola，すなわち積雪が斜面におよぼす切線力は， (5)式の第 3式で

[a~lG = [a~lu = :tρgRcostl[勾la，

1-Z' 
[仙la=一一一一一一一

222(1 + Z') 

と=2とおいた

(12) 

であらわされる。第2図の曲線3が[そらlGの曲線である。[そらlGがaのばあいは正， bのばあ

いは負なので， [τら]Gは a，b両方のばあいとも正である。したがって，当然予想!されるように，

この勇断力は斜面をひきづりおろそうとしている。 曲線3も原点 Oで h/R軸lこ切してはいな

乙の契断力は積雪がうすくても積雪の厚さとともに増す。

[τらla= :t ρgRsin(/[-r~olG ， 

よって，
。、
l
v
 

円形凹斜面の底の障壁に及ぼされる雪圧

第3図 bのように円形凹斜面の底lこ鉛直な障壁があると，積雪の流動速度の障壁面l乙垂直

111. 
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な成分は Oでなければならない。こ

の速度成分は (6)式の吋でが=0と 長::0.2
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その値は正lζO

である。 このことから， (5)式(6)式

の応力場は，障壁のあるばあいの積

雪内応力場をも表わすことがわか

る。それで (5)式の第 2式(復記号±

のーを用いる)でが=0としたもの

おけばえられるが，

日

6斗」江
6 

b図は鉛直な障壁で支えされた円形凹斜面の

積雪。 Fは積雪が障壁11::およぽす全圧力。
c図は b図のばあいと同じ全圧力 Fを障壁

にあたえる水平面上の積雪

第3図

を [a~]。とすれば，その [a~]o が障壁

に及lまされる雪圧をあたえる。ただ

し， θ=0 のとき V~ は O でも u: は

Oでない。それゆえ，いまのばあい

積雪は障壁面を自由にすべりうると

仮定していることになる。

障壁にはたらく全雪圧F 正のとき張力lこ負のとき圧力にと

この節では逆に圧力を正にとることにしよう。すると障壁面の雪圧は

いままでは応力の垂直成分を，

ってきた。しかし，

一 [σ~]o で表わされることになる。

障壁全体にわたっての雪圧，すなわち， 全雪圧は

F=+[(lー去)-首7(J-zz一会-1)F=一仁陥dr=ρgR2F，

で与えられる。 Z二 1+δ，δ<<1ならば

(13う

である。第 4図の曲線 1がFとん/R=1一(1/Z)との関係を示す。乙のんは R-Sにひとしく

積雪の厚さを表わす。前節までは S-R=hとしたので，円形凹斜面のばあいには積雪の厚さ

hが負となった。この節では hを正にするために，上のように h=R-Sと改める。

第 3図cのように平らな地面に一様な厚さ h'でつもった積雪の一端が障壁で支えられて

F=(δ2/2)(1 + o) 

いると，障壁には

凡 =ρg(h!2/2)= (JgR2 [h'/R)'/21 

F=Fxならしめるような h'を考えると，h'はそれで，の全圧力がかかる。

(14) 

ふたつの曲線

ん'=R~2 F 

となる。第4図の曲線4は乙のん/と R との比ん'/Rを，

の比較からわかるように h'はhより 3割がた大きい。

障壁の根元のまわりの雪圧の廻転能率M は

曲線5はh/Rを示す。

雪圧の廻転能率 M，Fの着力点
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曲線 l-F(13)，(13')式;曲線 2ー ρ(15)，(15')式;
曲線 3-h*jh(16)， (16')式;曲線 4-h'jR(14)式;

曲線 5-h/R

0.4 。‘30.2 

第4図

(15) 

M=-fvvi凶=帆'(F-P) 
P=+(lーす)-了今(与一歩)J 

(15/) 

で与えられる。 Z=l 十 δ， δ~1 ならば

F=(δ'/2) [1 + (2/3)δl 



126 吉田順五

である。 (15)式の積分変数 Uは障壁の根元から鉛直上方への長さで R-rにひとしい。

全雪庄 Fの着力点は障壁の根元から

h* =MIF=R[1ー(PIF)] (16) 

の正:j さにある。第 4 図の巾線 3 で hりh と h/R との関係が示される。Z=1 十 δ， δ~1 ならば

h吋h= (1/3) + (3/4)δ= (1/3) + (3/4) (h/R) (16') 

である。よって，hlR→0でh*lhは 113となる o
第3図 cのばあいの着力点の高さは積雪の厚さ h'の 1/3である。第3図bのばあいも，

h/R→0で着力点の高さ炉が積雪の厚さ hの 1/3になるのは
(1) R::T hのため障壁附近の地面は広い水平面となり，障壁附近の積雪は cのばあいの積

雪と同じ状態になる

(2) 障壁lζ圧力を及ぼすのは斜面上の積雪全体のうち障壁の附近にあるものだけである

ことによって説明される。 (2)の条件は，同じ全雪圧をあたえる第 3図 cのばあいの積雪が，

bのばあいにくらべて僅か3割ほどしか厚くないことからいえる。積雪を支えるのは障壁と斜

面とであるが，障壁から速く斜面を高くのぼったあたりにある積雪は斜面だけで支持されてい

るわけである。
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Summary 

Curves G in Fig.1 are the surfaces of circularly curved slopes in vertical section and 

curves S are the upper surfaces of their snow covers. The thickness of the snow cover 

does not depend on tJ， but is巴qualto S -R or R -S， R and S b巴ingthe radii of curva-

ture of the ground and of the upper surface of the snow cover. The purpose of th巴

present paper is to derive the stress and velocity components of the snow covers by the 

same m巴thodand with the same assumptions used in Parts 1 and 11. 

It is shown that， if r/S and R/S are denoted by ， and Z r巴spectively，then 
a~ =:tゆ0げーを[(，-+)+苛色寸(+ーサ1
(J~ =叫んMーを[，一五色寸(3，++)J
ら=土PgRsintI苛七す(す-，) (1 ) 
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ピ=::t:等1CM去[古告す十布告す-+)一l→JI 
v; =::t:等sinll去[1-2~認可12可(3ζ2++)+ln乏JJ
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gives the stress and velocity components for the snow covers. The upper sign of土 IS

applied to Fig.1 a and the lower one to Fig.1 b. The五rstsolutions (cf. summaries of 

Parts 1 and 11) used are 

σ~ = tJ~ = 土 ρgrcos が '~D= 0 

り~= v~ = O. 
(2 ) 

Components σ;へ Vdi)，derived from stress functions q;(i) in Table 1 of the text， give 

the second solutions， where c in V~2) and Vd2) is a constant having the dimension of length. 

When so combined as to satisfy the boundary conditions 

[dγ]s = [.刊]8=0 and [vrlo = [Vo]G =0， (3) 

these two solutions produce the above stress and velocity components (1). The value of 

the constant c is determined in the process of that combination. 

The values of d人一り atthe ground surface G and the upper surface S of the 

snow cover ar巴 obtainedby putting (= 2 and ζ= 1 in equations (1). 

In Fig.2， 

curve 1 glves ::t: [d;]8;'ρgRcostl 
curv巴 2 glves 土 [<1~]G/，ρgRcostl 

curve 3 glves ::t: ['r山/ρgRsinゲ
curve 4 glVes 士 4可 [V~1s1ρσR2 costl

curve 5 glves ::t:4可[v;1s1ρgR2sintl

as a function of hlR， where h = S -R. The thickness of the snow covers is numerically 

equal to h， but in Fig. 1 b， h is negative since S is less than R. Fig. 2 a corresponds to 

Fig. 1 a and 2 b to 1 b 

As seen from the formula (1)， v; vanishes when tI = O. Thereforeσ;，……， v; can be 
applied to a snow cover whose fiow is arrested by a barrier at the foot of the slope as 

shown in Fig. 3 b. The force F which the snow cover exerts upon the barrier is given 
"h 

by ¥ [ú;lo~o dy， where y is the height from the foot of the slope. The forces exerted on 

the barriers by the snow covers in b and C of Fig. 3 are equal when the height of the 

sat snow cover in c is h' as given. In Fig. 4 curve 4 is for h'IR whil巳straightline 5 is 

for hlR: as seen from those two curves h' is about 30% larger than h. (In the preceding 

paragraph and in Figs. 3 and 4， h is equal to R-S instead of S-R.) 


