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Zyungo YOSIDA 1967 Surface Structure of Ice Crystal. 11. Revision of the Previous 

Paper 1. Low Temperature Science， Ser. A.， 2;';. (With English Summary p. 10) 

氷 の結晶の表面構造 II*

論文 I の改訂

吉田順五

(低温科学研究所応用物理学部門)

(昭和42年7月受理)

1. まえがき

おなじ題名の論文 p)で，氷の結晶底面，すなわち結品主軸に垂直な結晶面(0001)の構造を

理論的に論じた。その結果，結品底面は，温度が Tc=ejkαであたえられる臨界温度より低け

れば分子的に平滑であるが Tc以上の温度では凹凸のある粗い構造になることが知られた。是

はボルツマンの常数， εは氷の結晶を構成する H20分子間をつなぐ水素結合を切断するに必要

なエネルギーである。 αは ln(p-l)十1/21n2をあらわす。 ρは結品底面内の分子が{乍る平面

格子に対する裏格子の配位数で，値は 6にひとしい。

平滑な結晶表面をつくる分子面のうえに，ある広さの分子面が重なると，その部分は平ら

な台地のように高くなる。これをプラスの島となづける。平滑な結晶画ーをつくる分子面の一部

がとり去られると，すぐ下の分子面を底とする平らなくぼ地ができる。これをマイナスの島と

する。凹凸のある粗い表面構造は，平滑な面に，たくさんのプラスの島・マイナスの島が生じ

て乱雑に重なりあう結果できるものと，論文 Iの理論では考えた。島の数や位置や形は広い範

囲にわたって変りうるため，結晶表面のエントロピーは，平滑なときよりも粗い構造のときの

方が大きい。一方，島ができると，島の周辺に，切断された水素結合が現われて結品表面のエ

ネルギーを増大させる。エネルギーの増大は粗い構造を不安定にするが，エントロビーの増大

は，逆に，安定にする。結局，エネルギーの増大とエントロビーの増大とのかねあいで，ある

温度において，表面に島の群が存在するかしないかが，すなわち，表面の粗滑がきまる。

エントロビーの計算に必要な， ひとつの島の取りうる形の数 m のきめかたが，論文 Iで

は，あまりに不完全であった。 この論文 IIで改訂するのはその点である。 しかし，lnの値を

改訂しても，臨界温度 Tc=ejkαの値に変化はおこらないし， Tc以下の温度では結晶表面が平

滑であり ，Tc以上の温度では粗L、ということも変らない。

氷の結品底面 (0001)についてえられる結果は，そのまま，結晶柱面 (IIOO)にもあてはま

る。それは，底面 (0001)と柱面 (IIOO)とでは，表面の分子配列が非常に似ているからである。

11. 島の形の数

論文 Iでのべたように，プラスの島でLあれマイナスの島であれ，烏の周辺は裏格干にそっ
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てとるのが便利である。あいとなる裏

格子点のあいだを「歩」とよぶことに

する。論文Iでは，第IV主主で，周辺歩

数が Jなる島のとりうる形の数として

m' = (p-1)lJ(4l) (1) 

を求めた。論文Iの (3)式であるが，

論文 Iの仰は訂正さるべきものなの

で，ここでは ln'とかく。 ρは，まえが

きで述べたように裏格子の配位数をあ

らわし，いまのばあい，値は 6である。

第 1図のうろこ形の網目が裏格子を表

わす。第1図の a図に着目することと

し， 白円印を出発点として裏格子を J

歩たどって，出発点にかえる道筋を考

える。図には，ひとつの道筋が太L、線

で示してある。この道筋は閉じている

吉岡目前五

第1図 太い線が，形は同じだが位置の異なる閉『告を

表わす。 うろこ模様は哀防ヲーである

ので，すなわち閉路をなすので，島の周辺となりうる。つまり，この閉路の形は，島がとりう

るひとつの形である。しかし，歩数 1は同じとしても，閉路の形は図に示したものに限らない。

いろいろ違ったものがたくさんある。その違った閉路の数が近似的に (1)式の 111'で与えられる

ことを論文 Iで示したわけである。

しかし， (1)式の値は，つぎに述べることから明らかにされるように，ちがった閉路の数と

しては正しいが，島の形の数としては大きすぎる。論文 Iは，ちがった閉路の数をそのまま島

の形の数とした点で、誤りであった。第 1図の b図には， a図のと形はおなじだカら斜め左下に

一歩だけずれた閉路カU通いてある。 c図の閉路は更に斜め右下へ 1歩， d I玄!のは更に斜め左下

へ 1歩ずつずれている。いずれも出発点の白円印からでてまた出発点にかえる同じ形の閉路で

ある。このような道筋はp あきらかに全部で J箇ある。つまり，閉路には，形はおなじで位置

だけが違うものが J箇ある。どんな形の閉路についても同じことがし、える。

(1)式の 11['は歩数 fの閉路の全数である。形はおなじでも位置がちがえば，違った閉路と

して数えこんだ数である。それゆえ， うえのことにより，形のちがった閉路の数，すなわち，

形のちがった島の数には，Jn'を Jでわった

1ft"工 (ρ-1)I/(4l2) (2) 

をもってあてなければならない。

しかし，島の形の数としては ln"でもまだ大きすぎる。裏格子上の閉路のうちには途中

で，自分自身と交叉するものがあるにちがし、ない。交叉した閉路は島の周辺になりえない。周

辺となりうるのは無交叉閉路だけである。それで，仮定として
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m = (p_1)'ll3 (3) 

を島の形の数とおしつまり，島の形の数は m"のJ分の 1にひとしいと仮定する。分母に入

るべき 4は除去した。小さな数4は，エントロピーの計算にあたって，あってもなくても影響

がないので，取り去った方が便利で、ある。

I1I. 無交文閉路の数についての仮定

前章のおわりで、のべた仮定は，つぎのような考えに立って設定した。

しばらく，出発点に帰る帰らないは問わず，裏格子上の 1点から出発する道筋を考える。

ある定った方向にだけ伸びる道筋は，出発点から ([3/2)l歩の距離にまで達する。しかし，道

筋は屈曲するのが普通である。その結果，平均としてみれば，出発点を中心とする半径{T歩

の円内に道筋は限られる。つまり，道筋はうこの円内を役雑な形をなしてうねっている。この

うねった道筋を簡単化して，円内を Z 方向にある回数台二復し，それに直角な ν方向にも同じ回

数往復する道筋と考える。円の直径は 2.)7であるから，道筋は z方向 y方向に，それぞれ，

(1/2)/(2.) l ) =.) 1μ回往復する。よって ({f/4)2=1/16箇の交叉点ができる。かくして， 1本の
道筋が向分自身と交叉する回数の平均値は，だし、たい，1 にひとしいと考えられる。

閉じた道筋でも，閉じない道筋でも，交叉回数の平均値は同じであると仮定する。つまり

(1)式で与えられる?が筒の閉路についてもラ交叉点の平均値は 1であるとする。さらに，nt'箇

の閉路のうち，自分自身と j回交叉するものの数は，Jには無関係に同じと仮定する。すなわ

ち，J国交叉する閉路の数は，交叉回数Oの無交叉閉路と数においてひとしい。すると Jの

最大値を Jとすれば，無交叉閉路の数 1n'"は

'In'" = 111小I

となる。また 1本の閉路の交叉回数jの平均値は

(台)/J=み2
であるが，これは先にのべたように，lにひとしい。よって，J=2lの関係がえられ，

171'" =η〆Il (4) 

と書くことができる。 Jll'"=m' 1(21)とすべきではあるが，簡単のため， 2はとり去る。

無交叉閉路の数が全閉路の数の l分の lにひとしいという上の結果が正しければ，前章の

終りで設けた仮定も正Lい。しかし，上の結果は多くの仮定のもとに導かれたもので，確かなも

のとはいえない。ただ，次の章でわかるように，島の形の数 m を(3)式で与えると，臨界温度 Tc

以上における粗い表面構造に対して，物理的に穏当な程度の凹凸がえられる。これを，前章の

終りの仮定の根拠とすることもできる。 m の値として，論文 Iでのように (1)式を用いると，

あるいは第 1段の改訂をほどこした (2)式を用いても，凹凸の程度はあまりに激しくなって，本

来の結晶表面のもっていた底面としての性質が全く失われてしまう。
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IV. 表面自由エネルギー

論文 Iにおける島の形の数 (p-1Y/(41)を， この論文で求めた (3)式の m= (p-1)lj13でお

きかえる。すると，周辺歩数の総和が Lにひとしい島の群のとりうる状態の数 W は，論文I

の(18)式から

W=WaWb 

Wa=(ρ-l)L・2(正/2)

Wb=Nν(rY叶 1請す叫(πJ亨)
ν=手 (ln手吋

(5) 

に変更される。変更をうけるのは Whだけである。 との式で，Nは表面分子点の数の半分，す

なわち，元来の平滑な結晶面内にある表面分子の数の半分，pは裏配位数， Cはオイラーの常

数である。論文 Iでは，Nを表面分子点の数それ自身にとった。しかし，論文 Iの第2図から

わかるように，ひとつの島は，つねに，白円であらわされる分子が黒三角で表わされる分子の

七に重なるように位置しなければならない。したがって，形のきまったひとつの島が表面上で

とりうる位置は，表面分子点の数の半分しかない。それで，Nを表面分子点の半数と訂正する。

表面の自由エネルギーを Xとすれば，論文Iの

と全く同じ形の ロ京
10 

長=(す-r-in1
(6) 

の関係がえられる。式(6)の最初の式も， 形は論文 I

の(20)式と全くおなじである。 しかし， ln Wb の値

が論文 Iのばあいのとちがう。論文 Iの第4図に，

論文 Iのばあいの lnWb とLとの関係を，対数目盛

をつかって Nの異なる 3箇の値について示しであ

る。 lnWbは Lの増大につれて増大するが，Lのあ

る値 LMで極大値に達し，そのあと急速に減少する。

この刊を極大にする山非常に大きく ，Nの1
1015倍から 1023倍にも達する。 ところが， この論文

で訂正した lnWh では L;，が N にくらべて蓬かに

小さい。第2図の太い曲線は 2N= 1015のばあいの

ln WbとLとの関係を表わす。 論文 Iのばあいとち

がって lnWbを対数百盛でなく実目盛で示したの

2N=IOI5 

8 

8 10 
-logL一一占

q
4
 
•••••••••. l
 

第 2図曲線 1，2， 3， 4はa[-tf(l十t)jL
の曲線で，t=ー¥0-3，-¥0一七一10戸 5，
¥0-6のときのもの。t=(T-Te)jTc。
これらの曲線と ln日1bの曲線との関
係から， Lの函数としての XlkTが
負の極小値をもつことがわかる
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で，論文 Iの第4図の曲線とは形がちがう。しかしそれは目盛のとりかたを変えたためにおこ

った見かけの差異にすぎない。 lnWhとLとの関係は，定性的には，論文 Iのばあいと同じで

ある。ただ，Lが，N の値 1015の1万分の 1にすぎない 1011になると，ln Wbは極大に達して

しまう o 島の形の数m を訂正した結果おこる変化は，このように LMが Nにくらべて非常

に小さくなる点である。

表面の自由エネルギ-xが Lのある値で極小値をとり， 島の群の存在する粗い構造の

表面が安定になるのは， ln Wbが上のような極大値をもつことによる。そして，島の群の周辺

歩数の総和 Lは，温度が上昇して臨界温度 Tcに達すると急に増大して，だいたい L'Mに近

い値になる。ところで，Lは表面分子の数 2Nにくらべて，よほど小さい値に限られなければ

ならない。 Lが 2Nに接近したり，あるL、は 2Nをこえると，島の周辺は，表面上のすべての

分子点を通過する。そうなると，結晶表面から平滑な部分は消失し，底面としての本来の性質

が全く矢われてしまう。それゆえ，L~， は N に比して小さくなければならない。この条件は，

m として， (1)式あるいは(2)式ではなく， (3)式を用いることにより始めて満される。

v. 絶対温度 Tと表面構造との関係

論文Iの第5図には， (1)式で与えられる?がを島の形の数として使ったときの Lmと絶対

温度 Tとの関係が示してある。 Lmは表面白由エネノレギ-xの極小値 Fに対応する島の群の
全周辺歩数で，表面の凹凸の度合いを表わす目安である。絶対温度 Tが Tcより低いあいだ，

Lmは小さく実際上はOとみなしてよい。ところが， Tが Tcに近づくと，Lmは全く急激に増

大する。つまり Tc以下の温度に対して表面は平滑であるが，温度が Tcに達すると急に粗い

構造になる。この関係は，1nに(3)式の値を用いても変らない。第3図の上半分に， (3)式の仰

を使ったばあいの TとLmとの関係を示した。縦軸にLmが，横軸に， a図では

t = (T -Tc)/Tc (7) 

の1，000倍が， b図では 105倍がとってある。 t=Oが臨界温度にあたる。 a図にみられるよう

に Lmは tがOに近づくと急激に増大し，臨界温度 Tcで表面が急に粗い構造になることを

示す。

第3凶 bの上半分には，-10-5- 十10-5という非常にせまい tの範囲での Lmの変化が示

しである。この範囲は，絶対温度 Tて、表わせば， Tc(lー105):から Tc(1+10-5)までにあたる。

かりに Tc二 200
0Kとすれば， Tcを中心とする 0.004

0
の温度範囲にすぎない。このせまい温度

範囲の高温側で，Lm は極端に急激な増大を示す。 Lmの曲線は強く響曲したあと，破線で示し

たように，少し低温側に傾いた直線となって上昇する。笥曲部の最右端に相当する状態を臨界

状態とよぶことにする。臨界状態における tおよび Lmの値を，それぞれ，t~I およびムf で表

わす。

臨界状態の意、味は，第 3図の下半分にあらわした F/kTとtとの関係によって理解される。

Fは表面白白エネルギー X の極小値である。第3図で，t Iませまい範囲に限られているから，

Tはほぼ一定とみなされる。よって，F/kTはFそのものに比例すると考えてよい。図 aにみ
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第3図 F: 表面白白エネノレギ-xの極小値。 Lm: Xを極小にする

Lの値。 t={T-Tc)/Tco b図の太い実線で、表わした曲線の右

の終端が臨界状態にあたる

られるように， Fは温度が Tcに近づくにつれ急速に減少する。すなわち，温度が Tcに近づ

くと，Lmが急速に増して表面が粗くなり，その粗い構造の安定度も急速に増大する。しかし，

この Fの減少は tがOをこえて tMに達する直前で停止し急激な増大にかわる。 この減少か

ら増大への変換点の Fの値を FMとしよう。 Fは増大して tMでOになるが，それから先は僅

か左に傾いた直線にそって増大をつづける。 Fは表面自由エネルギー Xの極小値であったが，

t=tMにおいて，実は，Xの極大値にかわる。その極大値としての Fとtとの関係が，少し左

に傾いて t昇する直線で表わされるわけである。つまり， tMより大きい tに対しては表面白出

エネルギー Xvこ極値がなく， tMより少し小さし、 tに対しては極小値と極大値とが存在する。

Lmの曲線のうちの破線部分は， Xを極大にする Lmの値を表わす。 このことから，表面に粗

い構造を与える島の群が安定状態を保ちつつ発達しうるのは t= tMの直前までであるといえ

る。その意味で，t=tMでの状態を臨界状態とよんだ。正確には， Fが F)，になる状態が臨界状
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態である。しかし，臨界状態のおこるときの tの値は tMとほとんど区別されない。それで，簡

単のため，臨界状態は tMでおこると考える。温度が Tcをこえると，結品表面は，まず，この

臨界状態に達するわけである。

臨界状態での Lm の値が L~l である。氷の結品底面の 1cm2 には 1.129x1015箇の分子があ

る。 (論文 Iて、は，この数を 0.977x1015としたが誤りであった。ここに訂正する。)第3図の曲

線は 2N=1015のばあいについて書いであるo よって，第3図は面積 1cm
2の底面に関するもの

と考えてよい。計算によると，第3図のばあい，LM = 1.3 X 101~ となる。 うえにのベたように，

LMは島の群が，安定状態においてとりうる最大の全周辺歩数である。したがって，結晶表面に

安定な島の群ができて粗い表面構造が生まれでも，島の周辺にあたる表面分子点は全表面分子

点の L~d2N=1.3 x 10-3にすぎない。周辺にあたる分子点の数は，全分子点の 1000分の lを

こえることはない。したがって，表面が粗い構造になっても，元来の結品面，すなわち結晶底

面の性質は，なお充分に保存される。臨界状態における νの値を h とすれば，同は臨界状態、

における島の数を与える。 )/M=1.2x107と計算されるので，1 箇の島の周辺歩数は L~r/νM= l.l

X 105となる。

んIの値は 1X10-5以下である。かりに，Tc=200
0Kとすれば，臨界状態の温度は臨界温度

Tcと0.002。しか違わない。 よって臨界状態は臨界温度Tcでおこると考えることができる。

第3凶 aでみると，t= -lx 10-3でLmは 108の程度である。それが臨界温度では LM=1012に

増大するわけである。 Tc=200
0Kとすれば，臨界温度における僅か 0.20の温度範囲で Lmは

104倍に増大することになる。極端に急激な増大といわなければならない。

島の形の数mvこ， (1)式や (2)式をつかっても，やはり臨界状態が現われる。ただ，LMの
{庄が N の10の10乗倍以上にもなる。 島の群の全周辺歩数に， このように大きな LMの値は

許されなL、。 mを表わす式として (3)式を仮定すると，うえにみられた通り， LMは穏当な値を

とる。

VI. 臨界温度以上での表面構造

前章でのべたように，臨界温度 Tc(正確には Tc(l十tM)) より高い温度では，島の群のあ

る表面，すなわち，粗い構造の表面の自由エネルギ-Xに極小値が存在しなくなる。 Tcより

高い温度に対しては，島の群の全周辺歩数Lの函数と Lての Xに極小値があらわれない。 し

かし，Xは，なお，負の値をとりうるので，平滑な面よりも粗い構造の方が，臨界温度以上で

も安定である。

式(6)の第 1式は， (7)式の tをつかうと

w
h
 
n
 

L
 

M
一山

x
E
 

(8) 

と書かれる。臨界温度れより高い温度では tは正であるから，上式右辺の第 1項は負である。

第2図に示されているように， ln WbはLが 1012より小さければOより大きい。よって，XjkT 

は負となり，全周辺歩数 Lが 1012より小さい島の群ならば，それが存在した方が，結晶表面は
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式の右辺第2項は正となつて Lの増大とともに急急、速にl増旨すようになる。しかし， -ln Wb
のば

大の速度は
，(8)式の右辺第 1項が Lとともに減少する速度よりは小さい。よって， 10

12より大

きい Lに対しでも，X/kTは負の値をとる。

うえのことにより Tc以上川温度で、も，記i品表面は粗い構造であるということができる。

しかし Lの値，すなわち粗さの程度がきめられない。ただ
，Lは ZNよりも，つねに，小さい

ことが必要である。それゆえ，おそらし臨界状態での粗い構造に近いものが 9 臨界温度以上

でも，存続するのであろう。

VII. 氷の結晶柱面 (1100)

氷の結品のばあい， 結晶主軸に平行な柱面として， 主要なものがふたつある。白ひとつは
(1I00)であり，他は (1120)である。このうち(1I00)は，いままで取扱ってきた結晶版画 (0001)
と分子配列が，この理論に関係する点に限れば，全く同一である。よって，上』こえた結果は，
そのままこの柱面についてもなりたつ。柱面 (1120)の分子配列は，性質が著しくちがう。それ

で柱国 (1120)の表面構造は次の論文で別にとりあっかう。
底面 (0001)内では，分子はほぼ一平面内に配列し， 1枚の分子網耐を作る。氷の結品はこ

a
a
E

・E・-B
・p・
M
E
S
-
-
E
E
ι
u

・

a句
E
a
-
-
E
h
u
g
-
E
E
d

，
第4図 氷の結晶柱面(1100) ヒの分子配71]0(a)は平面図， (b)は側関図。右の縁

の矢印 bとcとは，;jf，'j品副軸 bと結晶主軸 cとの方向を示す。三角印の
分子が基準面をなしp 円印の分子はプラスの島を作っている
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のような分子網面が結晶主軸の方向に一定間隔で積み重ねられたものと見なされる。そのため

にこそ，結晶表面となった底面にプラスおよびマイナスの島をおくことができたのである。第

4図に柱面 (1100)に関する分子配列を示す。 (a)は平面図， (b)は側面図である。側面図からわ

かるように，白黒の円印で表わされた分子，また白黒の三角印で表わされた分子は，それぞれ，

1枚ずつの分子網面をつくっている。氷の結晶は副軸 bの方向に，このような分子網面を重ね

たものとみなされる。その点で，底面とこの柱面とのあいだに差異はない。

三角印の分子網面を基準面とすると，円印の分子網面はプラスの島である。円印の分子と

三角印の分子との相互位置が，底面のはあL、(論文 Iの第2図)とちがう。しかし，裏格子を第

4図(a)の左下隅の点線の網目のようにとれば，底面のばあいと全く同じ道筋で理論が組立てら

れる。 裏格子の配位数pも，やはり 6なので，臨界温度 Tcの値も底面のばあいと違わない。

Tc以下の温度では平滑であり ，Tc以上の温度では粗い構造になることも同じである。臨界状

態に関する t~[ ， LM， FMなどの値も，2Nがおなじであるかぎり，底面のばあいと変わらない。

面積 1cm2内にある表面分子の数は，底面の 1.129x1015に対し，柱面 (1100)では1.197x1015 

である。この差異もまた，大きなものではない。

VIII. 表面積と臨界状態

注目する結晶表面内の分子の数を 2Nで表わした。 いうまでもなく ，2Nは注目する結晶

表面の面積に比例する。臨界温度 Tcは 2Nの値の大小に関りなしおなじ ε/kαで与えられ

る。しかし， 臨界状態に関する t~[ は 2N に無関係ではないし ， LMとFMとは 2Nに比例しな

い。第 1表に，2Nの三つの値 107，1011， 1015に対する臨界状態に関する量の値をあげた。 2N

のこれらの値は，結品底面についても結晶柱面 (1100)についても， ほぼ， 10 p.2， 0.01 mm2， 

1 cm2の面積にあたる。表が示すとおり，面積が小さくなるにつれ tMは大きくなる。しかし，

最小の面積 10〆に対しても，まだ，その値は非常に小さ L、。 よって，事実上，臨界状態の温

度は，常に臨界温度 Y二にひとしいと考えて

よL、。

L~[ も F~l も，結晶表面が広くなれば増大

する。しかし単位面積あたりの値は減少す

る。 2N=107 のばあい L~[ は 2.5x 106であ

る。すなわち，表面分子点の総数の4分の l

は島の周辺上にあり，表面の凹凸は非常に細

かい。 2Nが大きくなるにつれ， 凹凸の目は

あらくなり ，2N=1015では 1000にひとつの

分子治、しか島の周辺とならない。この関係は，

ひとつの島の周辺歩数 IM=LM/νMの変化によ

く現われている。 2Nの増大につれらは増

し，ひとつひとつの島が大きくなることを示

第1表臨界状態に関する値

2N 107 1011 1015 

面 積 10μ2 0.01 mm2 1 cm2 

tM 3.5 X 10--3 1.7 X 10-4 8.5x 10← 6 

L~[ 2.5 X 106 1.8x 109 1.3 X 1012 

νM 9.3 X 103 3.6 X 105 1.2 X 107 

1M 2.7x 102 5.0x103 1.1 X 105 

F~r/kTc -9x 103 -4x 105 -1.5x 107 

fM/kTc -9X 10-4 -4X 10-6 -1.5x 10-8 

tM=(TM-Tcl/Tc (TM・ 臨界状態の温度)， LM: 
島の群の総周辺歩数，l.JM: 島の数， IM: ひとつ
の島の周辺歩数，FM ・ 表面自由エネルギーの極
小値，ハ1=FM!2N
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している。第 l 表の j，[ は F，[ を ZN で割ったもの，すなわち，表|師分子 1 箇あたりの I~l 山エ

ネルギーである。んは面積の増大とともに減少する。

結晶表面に凹凸ができて粧II、構造になると，料i品表I剖は平副とならず，管曲することを論

文 Iで、のベた。 Wul妊の定理をつかうと，このことがはっきり証明される。ただ， Wul妊の定

理は，結品表面の自由エネルギーが面積に比例することを前提とする。いまのばあい，この前

提がなりたたないので， Wulffの定理を，そのままで，使うわけにはゆかない。しかし，粗い

構造は，今のばあいにもやはり，結晶表由'を湾曲させると考える。

この仕事にあたっては北海道大学低温科学研究所鈴木義男助教授およひ:'I"j大学理学部大llif

鑑子助教授から有益な教えをうけた。ここに記して感謝の意を表わす。
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Summary 

1. In the previous paper 1 under the same title， the basal surface (0001) of ice crystal 

was theoretically shown to become rough in structure at the critical temperature Tc 

owing to the appearance Qf numeruus positive and negative islands upon the surface. 

For evaluation of entropy of the surface， it was necessary to know how many di妊erent

forms the margin of an island can take， and the number of th巴 di妊er巴ntforms was set 

equal to that of the different ways in which a c10sed path can be drawn on the dual 

lattic巴 ofthe surface， In the previous paper it was shown that a c10sed path can be 

drawn in 

m'=(ρ-1)lj(4l) (1) 

different ways， where p is the coordination number of the dual lattice and l means the 

number of paces which are to be made on the dual lattic巴 fordrawing the path. But 

the number m of different forms of an island is not the same as the number m' of 

di丘erentways of drawing a c10sed path: m should be much smaller thanηJ'. The cor-

rection for m is made in the present paper. But this correction brings no change in the 

value of critical temperature Tc. 

11. 111. In Fig. 1 of the text， the triangular lattice represents the dual lattice of the 

surface (0001)， and the thick lines show closed paths drawn upon it. The four c10sed 

paths are the same in form but di丘erentin position， They were counted as different 

paths in the previous paper because of the di丘erencein position. 1t is obvious that there 

are l different paths of the same form for every form that a c10sed path of l paces can 

take. So the number 1ft" of di妊erentforms allowed for the closed path is obtained by 

dividing m' by l， namely 

nt"ニ m'/l= (p-lYj(4l2). (2) 

Most of the closed paths will intersect at many points， but the intersecting paths 
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cannot represent the margin of island. 1 t is assumed that the number m of not inter-

secting c10sed paths， that is， the number of the di妊erentforms which the island can take 

is given by a l-th part of m" : 

m = m"/l = (ρ-1)//[3. (3) 

Numeral 4 which is to come in the denominator of (3) is omitted， for a smaII number 

such as 4 adds nothing to the entropy. 

IV. Free energy X of the surface (0001) can be written in the form 

k;' = (王子ーが-lnWb (4) 

with 

α=ln(ρ-1)+JM 

Here εis the energy needed for cutting a hydrogen bond and the critical temperature 

is given by Tc =εjka. Number L is the total sum of margin lengths (counted in paces 

on the dual lattice) of islands present on the surface. Number m of the di妊erentforms 

of an island is contained in Wb which gives the total number of di妊erentstat巴sof the 

islands divided by (p-1)Z. Free energy X is a functIon of L and T (absolute temperature) 

and， for TくTc，X has a minimum of negative value. Let the minimum value of X and 

the value of L at which the minimum occurs be d巴notedby F and L叫 respectively

As F<O， the surface is rough in structure for aII t臼empe町ra抗tu山re白sless than Tc with 

islands of t出hetotal margin length L，恥，

In Fig. 3， L"， and F/kT ar巴 plottedagainst 

t = (T -Tc)/Tc (5) 

for the surface (0001) of 1 cm2 in area. Figure 3 a shows that L同 ris巴svery steeply in 

a narrow in terval of t =ー0.001-0，that is， T = 0.999Tc- Tc. As Lm can be used as a 

measure for roughness of the surface， it can be said that the surface is practicaIIy smooth 

at temperatures lower than Tc and becomes suddenly rough when temperatur巴 reaches

Tc. A similar change occurs in F: F drops suddenly at Tc. 

In Fig. 3 b， changes in Lm and F/kT are shown for a very narrow interval of t near 

t=O. Immediately to the right of t=O， the curve for Lm turns steeply upwards and is 

connected to a broken straight 1ine which is slightly inc1ined to the left. Let the state 

of the surface represented by the right extreme of curve Lm be called critical state， and 

let the values of t， Lm and F in the critical state be denoted by tM， LM and FM respec-

tively. As t)[ is so small as to be less than 10-5， the critical state may be considered to 

be realised at the critical temperature Tc. Th巴 abovementioned shape of curve Lm 

indicates that free energy X has no minimum for t>tM， and that X has a minimum and 

a maximum for t less than and very near tM・ Thebroken line part of curve Lm gives 

the values of Lm at which the maximum of X occurs. As shown in the figure， the curve 

for F/kT is composed of two parts: the continuous curve giving the minimum of X and 

the broken straight line giving the maximum of X 

V. The valu巴 whichLm attains at Tc is thus found to be LM， and numerical calcu-

lation gives 1.3 x 1012 for LM when the surface (0001) is 1 cm2 in area， that is when it 
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consists of 1015 molecules. This shows that one thousandth part of the molecules com-

posing the surface is located on the margins of islands， because the total length LM of 

the margins is nothing but the number of molecules on th巴m. The fact that the margins 

of islands consist of a smal1 part of the molecules on the surface is in accord with the 

assumption initially made， i. e. the rough structure of the surface is caused by the叩-

pearance of flat islands upon it. If， instead of m in (3)， m' in (1) orηl" in (2) are used 

for the number of di妊erentforms of island， LM turns out to be very much greater than 

the number of molecules on the surface. 8uch a large LM will make the surface so much 

rougher that the feature of flat islands is completely lost. 

VI. Equation (4) can b巴 r巴writtenas 

w
 
n
 

rL 
M
一
日

X
一打

(6) 

For t> 0， that is， for T> Tc， the fi.rst t巴rmon the right side of (6) is negative for any 

value of L. The second term -ln Wb is also negative unless L exceeds 1012 as seen 

from Fig. 2. 80， even at temperatures higher than Tc， the free energy X of the surface 

can still be maintained at a negative value and the surface can be more stable with 

islands than without. As X has no minimum for T> Tc the total length L of the mar-

gins of islands cannot be determined in value. But its value will remain near LM which 

it attains at Tc 

VII. Figure 4 shows the arrangement 

of molecules on the prismatic surface (1100) 

of ice crystal. Although th巴 arrangement 

is not quite the sam巴 asthat on (0001)， 

there is no essential difference between the 

two. Therefore the results obtained on 

(0001) applies to the case of (1100). 

VIII. Let the number of molecules on the surface (0001) or (1100) be denoted by 

2N which of course is proportional to the area of the surface. As shown in the above 

table， tM is not independent of 2N and LM， FM are not proportional to 2N. 

2N 107 1015 

area 10μ2 0.01 mm2 1 cm2 

tM 3.5X10-3 J.7X10-4 8.うX10-6 

LM 2.5X 106 1.8x 109 I.3x 1012 

FM/kTc -9X103 -4X 105 -1.5x 107 


