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Zyungo YOSIDA 1973 Infiltration of Thaw Water into a Dry Snow Cover. Low Tem-

perature Science， Ser.・A，31. (With English Summary p. 132) 

乾き雪のなかへの融雪水の穆透本

吉田順五

(北海道大学名誉教授)

(昭和 48年8月受理)

1. まえがき

融雪期の積雪は，融雪水が積雪表面から絶えず下降渉透するため，全層が水を含んで、湿っ

ている。 したがって， この不断の融雪水下降参透は，湿り雪のなかでおこる「湿り雪内惨透J

である。湿り雪内惨透は積雪の組織による流動抵抗によって妨害されるが，流動抵抗は下降融

雪水に速度があるからこそ発生する。それで融雪水は，流動抵抗をうけながらも，最後には，

地面まで下降する。しかし融雪期でもその初期には，夜間，冷気のために融雪が停止するだけ

でなく，積雪上層部に含まれた水が全部凍結してしまうことが珍しくない。すると，積雪上層

部は，温度がOoc以下数度の水を含まない乾き雪の層にかわる。翌日，気温がのぼり日が照る

と表面の融解が再開し，融雪水がこの乾き雪の層のなかへ下降惨透しようとする。この「乾き

雪内参透」は，さきに述べた湿り雪内法透ほどにも自由でない。積雪組織による流動抵抗のほ

かに，乾き雪の低温による融雪水凍結の妨害が加わるからである。下降惨透するにつれて， Ooc

以下の冷い乾き雪に触れるため，融雪水の一部または全部が凍結させられるからである。それ

で，融雪水の下降穆透が積雪上層部の乾き雪のなかで停止してしまうばかりか，凍結があまり

強いため穆透の前面が上昇後退することさえ起りうる。

この論文は，以上のような乾き雪のなかへの融雪水の穆透に関するこ三の理論的考察であ

る。乾き雪内診透の起りうるための条件や惨透速度およびその変化などを取扱う。

融雪水の乾き雪内診透は融雪期の初期だけにみられる現象ではない。いろいろな場合にお

こりうる。たとえば，気温が Ooc以下の日がつづく厳冬期でも，日射の強い臼には，積雪本体

はOoc以下の温度にたもたれつつも，積雪の表面は日射を吸収して融解する。そして，この融

解した水は乾いた積雪本体のなかへ下降惨透する。

11. il参透前面の移動速度

考察の対象とするのは，平らな地面につもった，水平方向には均質な乾いた積雪である。

この積雪の表面から融雪水が下降惨透しはじめると，表面ちかくの乾き雪は水をふくんで，湿

り雪の層にかわる。惨透が続くにつれ，湿り雪の層は次第に厚くなる。海透が積雪表面のあら

ゆる場所から均等におこるとすれば，湿り雪の層の下面，すなわち湿り雪と未だ乾いたままの

雪との境界面は水平である。この水平な境界面を「参透前面」となづけよう。
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積雪表面での融雪は長時間継続するのが普通である。それゆえ，参透前面には，あとから

あとからと絶え間なく融雪水が到着する。ただ，渉透前面に達するまでの融雪水の喜多透は湿り

雪内湯透である。惨透前面に到着して初めて，融雪水は温度の低い乾き雪に接し，その一部ま

たは全部が凍結する。したがって，乾き雪内惨透を湿り雪内診透から差別するのは，惨透前面

でおこる融雪水凍結に関係するいろいろな現象だけだといえる。この論文で考察するのは，融

雪水の凍結と惨透前面の移動との関係である。

雪の性質も融雪水の参透状態も水平方向には均一であると仮定したから，考察する惨透現

象は鉛直方向におこる一次元問題として扱える。坐標Z を鉛直下向きにとると，惨透現象に関

係するいろいろな量は，坐標 Z と時間 tとの関数として表わされるo 次の表は，これらの量を

示す記号である。

V 惨透前面の移動速度。 Vは惨透前面が下降前進するとき正に，上昇後退するとき負に

とる。

L 水の凍結潜熱

θ OoCを原点とした乾き雪の温度

G 乾き雪内の温度勾配 dOjdxの参透前面における値

μ 乾き雪の熱伝導度

h 乾き雪の温度伝導度

ω 湿り雪の含水量(惨透前面より上にある湿り雪の単位体積に含まれる融雪水の質量)の

惨透前面における値

U 融雪水の湿り雪内診透速度の惨透前面における値

cp ~参透前面の単位面積に単位時間に上方から到達する融雪水の質量。ヂ=vw である。湿

り雪のなかの任意の場所での融雪水の惨透速度をd，含水量をw'，融雪水の流量をダ

とすれば，グ=v'w'の関係がなりたつ。それゆえ，cpはダの惨透前面における値とい

うこともできる。

湿り雪の温度は常にooCである。乾き雪

の温度も惨透前面ではOoCと一致する。すな

わち， 惨透前面では 0=0である。 しかし，

惨透前面から離れたところでは，乾き雪の

温度はOoCより低く， θは負の値をとる。そ

れで，0の分布は第1図の実線 ABCのよう

な形で示される。よって Gの値は常に負で

ある。

これから先，水平断面が単位面積の鉛直

柱の内部にある雪について考える。考察する

融雪水の渉透は一次元現象だから，このよう

にしても一般性は失われない。
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第1図湿り雪の含水量叩F と乾き雪の温度。と

の分布図。坐標Xが差是透前面の位置を示す。
湿り雪は坐標Xより左側jの範囲に，乾き雪は
右側の範囲にある。 Gはーtan町にひとしい
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(a) 港透前面が停帯するための条件。すなわち v=oであるための条件
まえがきで、述べたように，乾き雪内診透では，下降する融雪水の一部または全部が凍結す

る。それは，診透前面を通して，渉透前面の下にある Ooc以下の乾き雪によって，融雪水が熱

を奪われるからである。

惨透前面が積雪表面下のある位置にあるとき，惨透前面に上から到達する融解水が全部凍

結して Oocの氷となるなら，診透前面はその位置に停滞して移動しない。徴小時間 dtの聞に

惨透前面に到達する融解水の質量は ¥0dtである。 これがOocの氷に凍結するためには，

L¥Ddtの熱が奪われる必要がある。乾き雪が，惨透前面を通して融雪水からむの聞に奪う熱量

は一μGdtとひとしい。よって

L¥D =ーμC

が参透前面が停滞するための条件となる。この式を満す¢の{直を¢。と書けば

ψ。=一μGIL (1 ) 

である。 Gの値は常に負だから， (1)式の右辺の値は正である。

温度勾配Gの値が与えられているとき，融雪水が ¥00より大きい流量で下降してくれば，

凍結をまぬがれた融雪水が更に下降するため，惨透前面は下降前進する。流量が 1"0より小さい

ばあいには，融雪水の全部が Ooc以下の氷に凍結して，惨透前面は上昇後退する。

融雪水凍結潜熱の流入のため，また，乾き雪内の温度勾配による熱の移動のため，惨透前

面附近にある乾き雪の温度は変化する。したがって， Gは一定値を保ちえない。それで，流量

1"0が変化しないなら， (1)式の条件が成立するとしても，それは一時的のことにすぎない。忽

ちGの値が変って (1)式の条件は破られ，渉透前面は前進あるいは後退をはじめる。しかし流

量少。が Gと歩調をあわせて変化し， (1)式の条件が長時間持続することもありうる。このよう

なばあいには，喜多透前面が停滞した位置に氷板が形成される。

ただし，上に述べたことにも例外がある。積雪の底の温度が Ooc以下の一定温度に保持さ

れることがあるなら，一定流量の融雪水で渉透前面が停滞することも不可能でない。停滞した

惨透前面と地面との間にある乾き雪のなかの温度分布が定常になり， Gが不変になりうるから

である。日本の積雪の底は，地面と接して一定温度に保たれる。ただ，その一定温度がOocだ

から，このようなことは起りえない。しかし極地方では，積雪が Ooc以下の温度の岩盤や氷盤

の上にあることが稀ではない。岩や氷は熱容量と熱伝導度とが積雪よりも大きいから，岩盤や

氷盤は，その表面に接する積雪の底を，長時間， OoC以下の一定温度に保ちうるだろう。

このような例外はあるとしても， Gは変化するのが普通で、ある。変化には増大と減少とが

ある。それで， Gが増大するばあいと減少するばあいとを区別するための判定条件を求めた

い。あとの第IV節で，この判定条件を考える。

(b) 港透前面の移動速度 V

1">れであるために，時刻 tで坐標 Z の位置にあった濠透前面が時刻 t+dtには坐標 z十

dxの位置に前進したとしよう。 dx>Oである。この湯透前面の前進により， dxにあった乾き

雪は湿り雪にかわる。時刻tでの惨透前面における湿り雪の含水量を ωとすれば， dxにある
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新たに湿った雪の含水量wiは

wi=ω+土{年二 dx+ 与~ dti 
Z ¥ OX Ol 

で表される。 湿り雪内任意の場所の含水量ωFは，第 1図に示したように，惨透前面でこそ不

連続的に変化するが，渉透前面の背後では到るところ連続だからである。

一方，微小時間 dtのあいだに微小区間 dxにはc>dtの融雪水が流入し，そのうち

-，uG dt/Lだけの水が凍結する。 よって，微小区間 dxに凍結しないで残る融雪水の量を

wfdxで表すと，

widx = c>dt一(一μGdt/L) 

の関係がなりたつ。 徴小区間 dx内で、新たに湿った雪の含水量は， この残留融雪水の量を dx

で割った

wi = [c>十(μGjL)](dt/dx) 

となる筈である wiもω;も微小区間 dxにある同じ湿り雪の含水量だから，両者は等しくな

ければならない。このことと，dx/dtが惨透前面の前進速度 Vにほかならないこととから

v=会(ゲ十手)

=v+-S-G 
WL  

( 2) 

(3 ) 

の関係を導くことができる。その過程で wiを表す式の右辺にあった無限小の第2項は消滅

してしまい，結果である (2)式および (3)式には現れない。

少<c>。で，穆透前面が上昇後退するときにも，vを負として (2)式 (3)式がなりたつ。坐標
どを，坐標 Z とは反対に，鉛直上方にとる。時刻 tに坐標どの位置にあった渉透前面が時刻

t+むには坐標ど十dどの位置に後退したとしよう。 dx'>Oである。時刻tには wdx'だけの

融雪水がdどにあった。微小時間dtのあいだにc>dtの融雪水がそれに加わる。よって，

wdx'+ψdt =一μGdt/L

の関係がなりたてば， dx'にあった湿り雪は乾き雪にかわり，惨透前面は dどだけ後退する。

dx'/dt= -dx/dt= -Vの関係を用いれば，上の式から (2)式が導かれる。

G<Oだから v<vである。 v-v=一(μ/wL)Gが， まえがきで、述べた凍結による妨害に

あたる。

次のように考えると，渉透前面の前進と後退とを区別せずに (3)式に達することができる。

仮に融雪水が下降しないで静止しているとしよう。つまり v=Oと仮定しよう。すると，惨透

前面の下にある乾き雪が融雪水から熱を奪うから，渉透前面は上昇後退せざるをえない。微小

時間 dtのあいだにおこる惨透前面上昇の距離が 8であるとすれば

Lwo=一μGdt

の関係が成立する。これから参透前面の上昇速度として
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V'=占/dt=ー μG/wL

がえられる。ところで，実際の融雪水は速度 U で下降している。それゆえ，実際の渉透前面は

Vニ v-V'

なる速度で下降するはずである。 この式の V'をその上の式の右辺でおきかえれば (3)式と

なる。

(c) 漆透前面の移動速度 Vと流量 ψとの関係

さきに求めた惨透前面停滞の条件を与える (1)式を使うと， (2)式は

V=(ψ一向)/w (4) 

と書きかえられる。

融雪水の流量 pが rpoより大きいか小さいかによって， 惨透前面が前進あるいは後退する

ことを (a)項でのベた。このことを端的に (4)式が表わしている。正の値の Vは惨透前面の下

降前進を， 負の値の Vは上昇後退を表わすが， (4)式は正に Vの正負は¢がヂoより大きい

か小さいかで定まることを示している。 しかし Vの値そのものは，流量¢からだけではき

まらない。湿り雪の惨透前面における含水量 ω が (4)式に含まれているからである。つまり，

Vの値そのものを知るには，流量¢をその構成因子である U とω とに分解して考える必要が

ある。

しかし，実は，Vの値そのものも，結局は流量¢によって定められると言えるのである。

それは，湿り雪内の任意の場所での融雪水量参透速度，含水量，融雪水流量を v'，w'， ifIとする

と，v'とw'とが互に独立ではないために， ωFが rp'の関数となること，したがって w が¢の

関数となることによる。含水量 w'の増大には惨透速度がの増大がともなう。それで w'を

がの関数 ω'=f(が)として表わせば，w'=f(ψ'/w')の関係がなりたち， wFJう， rp'の値によって

定められることになる。この関係が wと¢とについてもなりたつことは言うまでもない。し

かし，今までのところ，関数 w'=f(が)の形は実験的にも理論的にも求められていない。

(d) 土の凍結と乾き雪内漆透との類似 I

冬季，土地が表面から凍結するとき，凍結面の下にある未凍土のなかの水分は上昇して凍

結面で凍結する。凍結面に渉透前面を，上昇する水分に下降惨透する融雪水を対応させると，

土の凍結と融雪水の乾き雪内湯透とのあいだには多くの類似点がみいだされる。荒川は土の凍

結現象を理論的に考察し，氷が土中に氷板として析出するための条件を「析出効率J(segrega-

tion e伍ciency)なる量を用いて規定した1)。析出効率 Eは，凍結面に到達する水が凍結の際に

排出する熱量と，凍土内伝導によって凍結面から上方に奪われる熱量との比である。融雪水の

乾き雪内惨透現象で析出効率に対応する量を書くと

E = Dp/(一μG)= rp/rpo 

となる。たしがって，渉透前面の移動速度 Vは

V=(仇Iw)(E-1)

によって表わされる。診透前面は E=lのときに停滞し，E>lのときは下降前進し，E<lの
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ときは上昇後退する。

(e) 融雪水の夜結による雪の密度の増大

渉透前面は融雪水の一部を凍結させながら進むから，長参透前面が通過したあとにある湿り

雪の乾き密度内は，惨透前面通過以前にあった乾き雪の密度 pより大きい。 微小時間 dtの

あいだに惨透前面は dx=Vdtだけ進む。そのあいだに dxの微小区間にーμGdt/Lだけの氷

が生ずる。よって

(Pd-P) dx =ーμGdt/L

の関係がなりたち，これから

Pd-P =一μGjVL (5 ) 

がえられる。この密度増加は， (1)式および (4)式をつかって，さらに

Pd-P =向jV= wlfo/(rp-rpo) 

としても表わすことができる。惨透前面が停滞すれば，すなわち V=oのときには，その位置

に氷板が形成されると前にのベた。 このことが (5)式では， Pdが無限大になることで表現され

ている。

融雪水は惨透前面を追って，参透前面の通過によって乾き密度が増大した湿り雪のなかを

下降惨透する。それゆえ，惨透速度 U には，密度が pの初めの乾き雪についてのものではな

し乾き密度が Pdになった湿り雪についての値を用いなければならない。

111. 乾き雪内等速度途透

前節の (a)項でのべたのと同じ理由で，乾き雪内温度勾配の惨透前面における値Gは，渉

透前面が停滞していなくても，時間とともに変るのが普通である。それで，惨透前面の移動速

度 Vは， (3)式からわかるように vと'Wとが一定であっても，参透前面の進行につれて，一

般に， 増大したり減少したりする。 しかし，長時間にわたって Vが一定値に保たれる特別な

ばあいがある。この節では，このような乾き雪内等速度惨透の実例を考察する。

(a) 等速度濠透の実例

融雪水が惨透する乾き雪は無限に深く x=∞のところまで，均一に続いているとする。

実際のぼあいでも，はじめの乾き雪の層が厚く，惨透前面があまり深く浸入していないうちは，

その乾き雪の層を無限に厚いとみなすことができる。

この乾き雪の温度θが，無限に深いところでは九(<0)に近ずくとしよう。すると，Vを

常数として

。={}∞[l-exp{-r (x一日)}] (6 ) 

なる温度分布が可能である。実際， (6)式の Oは，乾き雪のなかで成りたつべき熱伝導徴分方

程式

o{} • o2θ 
ot ー ι ox2 ( 7) 
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を満足する。 ところで，この Oは速度 Vで進行する温度の波を表している。 さらに，X=Vt 

とおくと x=Xでは θ=0である。したがって，x=Xでの a{}jaxの値を前に求めた (3)式の

Gに代入したばあい，その (3)式を満足するような常数値の U とω とが見出されれば，X=Vt 

は一定速度 Vで前進する渉透前面の坐標を与えることになる。なぜならば，惨透前面で Oが

満たすべき境界条件としては， θ=0の条件のほかに， (3)式があるだけだからである。

x=Xでの a{}jaxの値は九Vjkなる常数値である。これを (3)式の Gとして用いると

V=ザ(l-4f∞ (8 ) 

の関係がえられる。ところで，この (8)式を満たすような常数値の U とw とは，たしかに，存

在しうる。 かくして， 無限に深い均一な乾き雪のなかへ渉透前面が不変な速度 Vで前進する

ような融雪水の惨透のありうることが示され

た。ここで vが融雪水の浸透速度であり，

wが惨透前面の背後にある湿り雪の含水量

であることは言うまでもない。

以上のことは，また逆に，常数値の U と

ω とが始めに与えられていても，等速度渉透

がおこりうること，そして，その場合の惨透

前面の移動速度が(紛式で定められることを

示している。

無限遠点での Oの値ιは負だから， (8) 
式から判るように，Vは必ず正である。よっ

A -ー-x・・4・・・
--一一一一一一一一一ー-11=0一一

X 

第2図 無限に深い均一な乾き雪のなかに

等速度草壁透がおこった場合の温度

。の分布

て， ある時刻の θと Z との関係を示す曲線は第2図の曲線ABCの形になる。 この曲線を形

を変えずに一定速度 Vで、右の方へ動かせば θとあ tとの関係が表わされる。

(b) 漆透前面移動速度 Vが一定に保たれるための条件

前項 (a)の等速度惨透では vとw とが一定で， しかも Vは正でいつまでも変らなかっ

た。これは惨透前面での θの勾配 Cが一定値九 Vjkに保たれたからによる。さらに， Gが一

定値に保たれたのは， θが(紛式で表されるような特殊な分布をしていた為である。 このこと

をもとにして， Gが変化しない為に θが満たすべき条件を探索してみよう。

それにしても，長時間にわたって Gが不変に保たれる条件を見いだすことは困難である。

つまり， θはZ とtとの関数であるが，その関数形が Gが不変であるために満たすべき条件は

定めにくい。 それで微小時間 dtのあいだに， つまり惨透前面が微小距離dx=Vdtを進むあ

いだに， Gに変化がおこらない為の条件を探すことにしよう。 Gが変化するとしても，その変

化量は小さい。よって，それをdGで表わすと， dG=Oになるための条件を探すことになる。

ところで，微小時間dtのあいだには，渉透前面から距った場所の θはCの変化に影響しない。

影響するのは，穆透前面に極めて近い範囲内の θの分布にかぎられる。いいかえれば， θの Z

に関する低次微分係数の穆透前面での値によって dGの値はきめられる。 一方， θが (6)式で

表わされるぽあいには， Gが一定だから，あらゆる時刻ににおいて dG=Oである。それゆえ，
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(6)式の Oの渉透前面における低次徴分係数のあいだに何か関係を見出すことができれば， そ

の関係が dG=Oになるための条件になる可能性が強い。

乾き雪の温度。の惨透前面における Z についての第一次偏微分係数は Gである。おなじ

く渉透前面における Z についての第二次偏微分係数を K で表わそう。 すると， (6)式の Oに

ついては

G = (a(}jax)x~Vt = ()∞(V/k)， K = (a2θjax2)ド Vt=-()∞(Vjk)2 

となる。それゆえ

B = K+(Vjk)G ( 9) 

とおくと， 前項 (a)の等速度惨透では， (6)式で表される乾き雪内の温度。の分布について，

B=Oの関係がなりたっていることになる。このことから，V>Oのばあいには，B=OがdG=O

であるための一般条件になっているのではなL、かと推測される。

次の第IV節で，V>Oの一般の乾き雪内惨透について，B>Oならば dG>Oとなること，

B<Oならば dG<Oとなることが証明される。 したがって，V>Oのばあい，一般に B=Oな

らば dG=Oになるという考えは推測に止まるわけではない。それは事実なのである。ただし，

ある時刻に B=Oであることをもって， 等速度渉透のための条件であるとすることはできな

い。ある時刻に B=Oであることは，その後の微小時間 dtのあいだに Gが変わらないことを

保証するだけである。有限な時間については保証しない。それゆえ，等速度惨透がおこるにはp

B=Oの条件が， ある時刻においてだけではなく， 長時間にわたって継続的に成立することが

必要である。それには，参透前面から遠くはなれた場所の Oの分布も，たとえば (6)式の θの

ように，特別な形のものでなければならない。

(c) 漆透速度の実際の値

いままで，湿り雪のなかの任意の場所での融雪水の惨透速度をがで，含水量を w'で表わし

てきた。乾き雪のなかへ惨透する融雪水の惨透前面の移動速度 Vに直接関係するのは v'と

w'との参透前面での値 U とω とである。しかし，v'とU とのあいだ，また ωFとω との聞

に大きな差異はないものと考えられる。

惨透前面が乾き雪のなかを一度通過すれば乾き雪は湿り雪にかわる。その湿り雪のなか

を，あとからあとから，融雪水が流下惨透する。このように乾き雪内喜多透は一過性であるにす

ぎないのに対し，湿り雪内惨透は継続的である。したがっで惨透現象全体にとっては，湿り雪

内惨透の方が乾き雪内診透より遥かに重要である。それにも拘らず，今までのところ，湿り雪

内浸透すらよくは研究されていない。ただ，若浜その他が，いろいろな方法を使って，特に積

雪内部の含水率分布の時間的変化を克明に追跡して3)， 乾き雪内浸透も含む浸透現象を詳しく

調べた例がある。第 1表のがの値は，若浜2)，3)，4)と藤野町とによる実測値である。

融雪量が気温の高低や日射量の多寡などによって大幅にかわるから，がの変化範囲は非常

に広い。第 1表に示したのは，ある場合におけるがの値である。平均値とも代表値ともいえ

ないが，それぞれの濠透形式および雪質のばあいについて，大きさの程度を示すものとは見て

よいであろう。第1表の惨透形式の欄にある水路流下は，融雪水が積雪内の隙聞をみたして流



穆透形式

雪質

F 
U 

。∞， OC 

V/v 

乾き雪内草壁透

第1表 融雲水の湿り雪内草壁透速度げの値

フ民 路 流 下 被 膜 流

し ま ら め し ま

1.5 cm/sec 3 cm/sec 0.2 cm/min 

第2表 等速度参透における O∞と V/vとの関係。乾き雪の密度が
0.45 g/cm3，湿り雪の含水率が 15'1'0のばあい

。 -5 10 -15 

1.00 0.83 0.71 0.62 

125 

下

ら め

1 cm/min 

-20 

0.55 

下する惨透形式である。被膜流下では，積雪を構成する氷の粒子の表面をおおう薄い膜として

融雪水が流下する6)。

一般に，融雪水が渉透しようとする乾き雪の温度が低いほど，参透前面での融雪水の凍結

は強い。したがって，渉透前面の移動速度 Vは小さくなる。第2表は， (鉛項で、のベた等速度

喜多透での九と，Vと U との比

V/v = 1/(1一語zι
との関係を示す数値表である。比 V/vの数値の計算にあたり，合水量 ωには 0.07g/cm3の値

を用いた。これは，例えば，密度0.45g/cm3，含水率 15%の湿り雪の含水量である。乾き雪の

熱伝導度 μには， μと乾き雪の密度 pとの関係をあたえる logloμ=-4十2pの式7)で， ρを

0.45 g/cm3とおいてえられる値 8X 10-4 cal/cm. sec. degを使った。乾き雪の温度伝導度 kは，

この μとpとの値から 35X 10-4 cm2/secと計算される。 等速度ではない一般の乾き雪内渉透

でも，乾き雪内の最低温度を九とすれば，第2表に示されたのに近い関係がなりたっている

であろう。

IV. 漆透前面移動の加速および減速

第III節の (b)項で、のべたこと，すなわち，V>Oのばあいには (9)式の B=K+(V/k)Gの

正負によって dGの正負がきまることを示すのが， この第IV節の目的である。 Kは d2θ/dx2

の渉透前面での値である。 この BとdGとの関係から Bが正ならば参透前面の移動は加速

され，Bが負ならば減速されると言えることになる。

(a) 仮定および利用する定理

ある時刻の濠透前面の位置を坐標 Z の原点iことり，時間 tの原点にはその時刻をあてる。

時刻Oから時刻 dtまでに生ずる Gの微小変化 dGに影響するのは x=Oの近傍の 0の分布だ

けである。それで、，t=Oにおける θの分布として，x=Oでは θ=0だから，

θ(x，O) =θ1 (x，O)+θ2 (x， 0) = Gox+(Ko/2) x2 1 
。1(x， 0) = GoX ， θ2 (x， 0) = (Ko/2) x2 (10) 

を用いる。 Goおよび Koは，t=Oでの GおよびKの値を表わす。微小時間dtのあいだにOの
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分布は (10)式とは異なる分布に変る。 dGはこの θの分布の変化の結果として現われるものだ

から， dGとGo，Koとの聞にはある関係が存在する。その関係が，この節のはじめに述べた B

とdGとの関係にほかならない。

数学的取扱いの便宜のため， 乾き雪は x=∞まで続いていて， (10)式が x=∞まで成立

していると仮定する。原点 x=Oから距った場所の温度は dGに影響しなし、から，乾き雪の限

界をどこに置いても，原点から遠い所の温度分布をどのように設定しても差しっかえないわけ

である。上の仮定をおいたのは，固体熱伝導論の次のふたつの定理を利用するためで、ある。

定理 A x>Oの範囲にひろがる温度伝導度 kの半無限固体で，温度。に

境界条件として x=O では θ=0 

初期条件として t=O では θ=f(x) 

が課せられているならば，熱伝導微分方程式 o{)/δt=k(O2θ/ox2)の解 θ(x，t)は

.jrrθ 川=~二fze-82fh山-J726 引

で与えられる。ここに z=2.j王子である。

定理B おなじ半無限固体に

境界条件として x=O では θ=F(t) 

初期条件として t=O では θ=0 

が諜せられているときの熱伝導微分方程式の解 θ(x，t)は

で与えられる。

イrr0 (υ)=三tho-s)-z lーーとiJo l' ，S) ，l-S) • exp t-4k (t-S) J (13) 

Gに微小変化dGをもたらす原因はふたつある。第ーは，定常化傾向ともいうべき温度に

固有な性質である。すなわち，境界条件が固定されていると，定常でない温度分布はその境界

条件に適合した定常分布に近づこうとする。乾き雪内惨透についていえば，惨透前面が停止し

ていても現われる θの変化傾向である。 この結果として生ずる dGをdG"と書くことにしよ

う。第二の原因は境界移動である。ある境界条件で定常分布をとっている温度も，境界が移動

すれば変化する。乾き雪内法透での境界移動は惨透前面の移動である。この第二の原因で生ず

るdGをdGoとする。

(b) 温度の定常化傾向による Gの変化 dG"

惨透前面が停止しているとしたばあい Gに生ずる変化が dGα である。 dG"を求めるため

に，まず (12)式のf(x)に(10)式の()(x， 0)を代入して，解o(X， t)を計算する。惨透前面では，
すなわち x=Oでは，常に0=0だから，定理Aにより，解o(x， t)は t=O以後の乾き雪内の
温度を表すわけである。 よって， この解を Z について偏微分してえられる導関数の Z をOと

しtをdtとしたものを oO(0， dt)/oxと書くと p これが時刻 dtでの Gの値となる。 時刻Oで

のCの値は Goである。よって dGα=oO(0， dt)/dx-Goとして，dG"が定められる。

しかし， 以下の手続きをとった方が dGα を求めるのには簡潔で、ある。 式(12)のf(x)に

(10)式の θ1(X， 0)および θ2(X，0)を用いたばあいの解を θ1(x， t)および 02(X， t)とすれば



乾き雪内渉透 127 

θ(x， t) = 01 (X， t)十九(x，t)である。 ところで，実際に計算をおこなうと， 81 (x，のが 01(x， 0)と

おなじ GoXであることが判る。つまり ，t=Oでの温度分布 θ1(X，O)は時間がたっても変らな

い。したがって，0 (x， 0)のうちの (J1(X， 0)はGに変化をもたらさない。これは(Jl(x， 0)が定常

温度分布だからである。 x=∞に θ=ー∞の冷熱源があると，それに向って (J=Oに保たれて

いる原点 x=Oから定常的に熱が流れる。 θdx，O)=Goxは，この定常な熱流にともなう定常温

度分布である。

それゆえ dG"の原因となるのは， θ2 (x， 0)で与えられる初期温度分布だけである 0

e)2θ2 (x， 0)/ox2=Koだから， 熱伝導微分方程式 (7)によって Bθ2(X， O)jot= kKo宇Oとなる。つま

りの(x，O)は定常な温度分布ではない。かくして，時刻 dtでの原点 x=Oにおけるのは，t)の

Zについての第一次偏微分係数 O02(0， dt)/oxを G2(dt)で，O2 (X， 0)の x=Oにおける Z につい

ての第一次徴分係数 O02(0， O)/OXを G2(O)で表わせば， dGaは

dG" = G2 (dt)-G2 (0) 

で与えられることになる。

f(x)を O2(X， 0) = (Ko/2) X
2として (12)式の積分をおこなうと

θ2 (x， t) = (Ko/2 .{7r) g (x， t) (14) 

g (x， t) =吋

z = 2.v王子， め)=士J:e-s'ds (15) 

がえられる。 g(x，t)は熱伝導微分方程式 (7)を満足する関数である。時刻 dtでの x=Oにおけ

る g(x，t)の Z についての第一次偏微分係数を

h (dt) = og (0， dt)/ox 

で表せば， G2 (dt) = (Ko/2 ..[7r) h (dめと書ける。

一方， G2(0)はOである。よって

dGα = (Ko/2 ~石油 (dt)

なる関係がえられる。

g(x，めは，z2=4ktで割ると (x/z)だけの関数

(16) 

(17) 

y (x/z) = g (x， t)/Z2 = .vrr {(1/2)十(X/Z)2}φ(x/z)+(x/z)exp {ーは/z)2} (18) 

となる。 x/z<lのばあいには

Y(x/z) = 2 (x/z)+(2/3)(x/Z)3ー (1/15)(X/Z)5 (19) 

とすることができる。 Y(x/z)とx/zとの関係は第3図の曲線で表わされる。 これから

oY(x/z)/oxの x=Oにおける値が oでない tのすべての値に対して正であることが判る。
g(x， t)は Y(x/z)に 4ktを乗じたものだから，g(x， t)についても同じことが言える。つまり，

og (x， t)/oxの x=Oおよび t=dtにおける値である h(dt)も正である。

式 (19)を利用すると，x<2.{k司子をみたす Z について
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第3図 Y(x/z)= g (x， t)/z2とx/zとの関係。 z=2，;Ttである。
hは乾き雪の温度伝導度

g (x， dt) = 4"'; kdt • x (20) 

の関係が求められる。 この関係式は，h(dt)が正であることのみならず，h(dめが dtの増大に

ともなって増大することも示している。

(c) 停止濠透前面の前進後退開始条件

第 11節の(刻項で，融雪水の流量¢が 'fJo=-p.G/Lに寺しければ渉透前面が停止すること，

また，一般にこの条件は一時的にしか成り立たず，惨透前面は停止したとしても直ちに下降前

進または上昇後退をはじめることを述べた。 それは， 惨透前面が停止していても Gが変るか

らであった。 この Gの変化は正に上にもとめた dG"で与えられる。したがって， dtだけ時間

がたてば Gは G'=G十dGα に変る。

ここで，吋=一μG'/Lとし，流量¢は

一定値タ0=ー μG/Lに保たれるとしよう。

Gは常に負だから， dG"が正ならば(-G)>

(-G')である。よって仇>刊となり ，dtだ

け時聞がたてば諺透前面は前進することに

なる。一方， (17)式により ，h (dt)は正だか

ら， dG"が正なのは K。が正のばあいであ

ることが判る。つまり，惨透前面直前の乾

き雪内の温度分布曲線が，第 1図の曲線

ABCのように，上方に凹のばあいである。

かくして，融雪水の流量ヂが一定のばあ

い，Ko>Oならば，惨透前面は一時停止し

たとしても直ちに前進しはじめると言うこ

H 

第4図 乾き雪の温度。の濠透前面近傍における

分布。坐標 Z とvとの原点はO点と 0'とに
あり，その軸は共に水平直線OO'Hである。
鉛直上方にとった Oの原点はこの水平直線上

にある。 O点は穆透前面の時刻Oでの位置，

0'点は時刻Jdtでの位置を示す。 直線OAB
が (1[(x， O)=Goxを， 曲線OCがの(x，O)=
(K/2)x2を，曲線 O'EFが fh(x，dt)を表わす。
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とができる。 Ko<Oで、惨透前面直前の温度分布曲線が上方に凸ならば，喜善透前面は後退しはじ

める。

(d) 濠透前面の移動による Gの変化 dGb

第4図の直線 OABおよび曲線 ocは t=Oでの乾き雪内温度分布。(x，O)のうちの

81 (x， O)=Goxおよび θ2(X， 0) = (Ko/2) X2を表わす。 V>Oとすると，t=OでO点にあった惨透

前面は，徴小時間 dtのあいだに dx=Vむだけ進んで0'点にうつる。その結果0'点はOoc

になる。すなわち 0'点のθはOになる。 この渉透前面の微小な前進が原因となって生ずる G

の変化が dGbである。

曲線ocは00'間ではほとんど水平だから，渉透前面の前進で0'点がOocになることは，

θ2(X， 0)に影響をあたえない。それゆえ， θz(x，0)が，惨透前面の移動を通じて dGoを生ぜ、し

めることはないと言える。 その代り ，(}2(X，0)は，定常温度分布ではないために，dGaをもた

らす原因となった。

これに反し，定常温度分布である θ1(X，0)は惨透前面の前進によって強く影響される。も

し乾き雪の熱伝導度 μがOであったなら，時刻Jdtでの θの分布は第4図の屈曲線 O'ABにな

るだろう。θは0'点で急、激に変り，そこに無限大の温度勾配が現われる。しかし，実際の熱伝導度

は有限だから，微小時間dtの聞にも熱の移動がおこり，時刻 dtでの実際の温度分布 θ1(X， dt) 

は連続曲線 O'EFで、表わされるようになる。 この θ1(x，.dt)の0'点での勾配， すなわち Z に

ついての微分係数 G1(dt)から， θ1(X，0) = GOxのO点での Z についての徴分係数 G1(O)=GOを

差引けば，dGbがえられる。

渉透前面は乾き雪の， θ=0に保たれた境界で、ある。 この境界が速度 Vで移動するとして

熱伝導微分方程式をとき，その解 (}1(x， t)で t=dtとおけば θ1(x， dt)がえられる。しかし，移

動する境界についての解を求めることは一般にむづかしい。今のばあいもその例にもれない。

それで，次のようにして，移動境界の条件を固定境界の条件におきかえる便法を用いる。

参透前面が O点から 0'点に速度Vで進むあいだに 0'点の θは A点で示される値

GoVdtから上昇して，時刻 dtではOになる。この 0'点での θの変化が F(t)で表わされると

しよう。一方，t=Oで， 0'点を通る平面にそって乾き雪を切断し，上方にある雪を除去したと

想像する。 そして， 乾き雪の固定境界となったこの平面上の θが F(t)にしたがって変化する

という境界条件を設定する。初期条件には，θが第4図の直線ABで表わされることを当てる。

すると，この境界条件と初期条件とを満たす熱伝導徴分方程式の解は θ1(x，的と一致する。 こ

うして移動境界条件を固定境界条件に変更して解をうる方法を得たことになるが， ただ F(t)

の関数形が不明である。しかし，F(t)は微小時間 dt内でのθの変化を表わす関数だから

F(t) = GoV dt-GoVt (21) 

とおいて差しっかえない。つまり， 0'点の温度は一定速度 -GoVで上昇すると考えるわけで

ある。式 (21)の F(t)は，たしかに t=OではA点で示される温度 GoVdtであり t=dtで

はOである。

この便法を使うために， 0'点を原点とする坐標
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y = x-Vdt 

を用いる。第4図の直線ABで表わされる t=Oでの温度分布引(y，O)は

。dy，0) = 011 (y， 0)+812 (y， 0)+θ13 (y， 0) (22) 

θ11 (y， 0) = GoY， 812(y，0) = GoV dt， θ13 (y， 0) = 0 (23) 

とすることができる。 式 (23)の3個の関数はし、ずれも定常温度分布で， それぞれ， 第4図の

ABに平行な直線O'G，水平直線AD，水平直線O'Hで表わされる。この3個の関数のうちの

どれかひとつを初期条件とし，。が速度 -GoVで上昇することを y=Oでの境界条件とするよ

うな熱伝導微分方程式の解をもとめる。この解に (23)式の残りふたつの関数を加えれば，目的

とした解，すなわち，初期条件としては (22)式を，y=oでの境界条件としては (21)式を満足

する解 θ1(y，ゆがえられる。

初期条件として θ=0を前提とする (a)項であげた定理Bを利用するために， (23)式の 3個

の関数から θ13(y，0)=0を選ぶ。 F(り=-GoVtとすれば y=Oで θがOから出発して速度

-GoVで上昇することが表わされる。それで，式 (13)の Z を Uに変え，F(s)を -GoVsとし

て 8(y， t)を計算すれば，これが θ13(y，0)=0を初期条件とする解を与える。その解を θ13(y，めで

表わすと

θ13 (y，め=(GoV/2k)[{g(ν， t)/.jrr)一(y2十2kt)]

の結果となる。 この式の g(y，めは (15)式の g(x，t)と同じ関数である。すなわち g(x， t)の Z

をνにおきかえた関数にほかならない。かくして，求めようとしていた解内(y，めが 811(y， 0) 

+θ12(y，0)十θ13(y，めとして与えられた。これから，第4図の曲線 O'EFで表わされる温度の 0'

点での勾配 G1(dt)，すなわち Bθ1(y， t)/dyのν=0，t=dtにおける値が

G1 (dt) = GO+(GO V/2k '.[7C) h (dt) 

の形でえられる o h (dt)は (16)式の h(dt)と同じで，dg (y， t)/dyの y=O， t=dtにおける値で

ある。一方，先に述べたとおり ，G1(0)=G。である。よって

dGo = Gddt)-G1 (0) = (GoV/2k ';-i) h(dt) (24) 

とすることができる。

(e) 漆透前面移動の加速および減速

ある時刻 tにおける渉透前面近傍での θの分布は

θ(x， t) = G (X-X)+(K/2) (X-X)2 (25) 

で与えられる。 Xは惨透前面の坐標で， GおよびKは d8(X， t)/dxおよび d28(x， t)/dx2のx=X

における値である。 この節の (b)項で、えた (17)式から， (25)式の右辺第2項の温度分布が，徴

小時間 dtのあいだに， Gに dGa=(K/2.j--;-) h (dt)の変化をもたらすことが知られる。また (d)

項でえた (24)式は， (25)式の右辺第 1項の温度分布が渉透前面の移動によって変形するため，

Gが dGb=(GV/2kイ--;-)h (dt)だけ変化することを教える。したがって， (25)式が表わす渉透前
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面近傍の θの分布全体によっては，dtのあいだに， Gに

dG= dGけ dGo= [K+(Vjk)G] [h(dt)j2.vrr] (26) 

の変化が生ずることになる。この (26)式の右辺の第一の大括弧のなかの式は，第111節の (b)項

とこの節の冒頭とに書いた

B = K+(Vjk)G ( 9) 

にほかならない。一方， この節の (b)項の終りで、のべたように，h(dt)は正である。 よって，

第111節の (b)項で、述べた通り ， V>Oの乾き雪内診透では Bが正ならば dGが正であり，

Bが負ならば dGが負であると言うことができる。

いま U とω とを一定とし，惨透前面移動速度の時刻 tでの値を Vで，時刻 t+dtでの値

を V'で表わす。また，時刻 t十dtにおける Gの値 G十dGをG'としよう。すると (3)式により

V = v-(-G)(μjwL) 

V'= v一(-G')(μjwL) 

と書くことができる。 Gは常に負だから， dGが正ならば(-σ)<(-G)である。 したがって

V'>Vとなる。つまり dV/dt=(V'-V)/dt>Oとなる。逆に dGが負ならば V'<VでdVjdt<O

である。 さらに， うえに証明したように dGの正負は Bの正負と一致する。 よって結論とし

て「むと w とが一定でかつ V>Oのばあい Bが正ならば渉透前面の移動は加速され，Bが

負ならば減速される」ということができる。

停止した惨透前面，すなわち V=Oの渉透前面が，Kの正負にしたがって前進後退しだす

ことを (c)項で証明した。ところで V=Oならば B=Kである。また停止した惨透前面の前進

開始および後退開始は，それぞれ，惨透前面の加速および減速にほかならない。したがって，

(c)項の結果は上にえた結論のなかに含まれることになる。それで，上の結論の前提となってい

る rv> のばあい」は rv~o のばあい」と訂正される。

U とw とが一定でなく変化するばあいについては，明確な結論をだすことができない。た

だ vとω とが急速に変化することは稀であろう。それで，多くのばあい vとzvとは一定

であると見なしても構わないことになろう。

V. まとめ

水平方向に均一な乾き雪のなかへ融雪水が均等に下降濠透するばあいについて，渉透前面

の移動を理論的に考察した。坐標 Z を鉛直下方にとる。惨透前面の下降速度を Vで，診透前

面の下にある乾き雪の温度を θで表わす。 θの原点は OOCにとる。水の凍結潜熱を L，乾き雪

の熱伝導度と温度伝導度とをそれぞれ μとkとする。以下の記号は，すべて，記号につづいて

説明されている量の惨透前面での値である。 w:i参透前面の上にある湿り雪の含水量 vおよ

びψ:湿り雪のなかを流下惨透する融雪水の速度と流量o <p=vwである。 G:o8/ox。常に負

である。 K:o2θjox2。

次にあげる結果がえられた。
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(1) V=[ψ十(μG/L)]/w=v+(μ/ωL)Gである oG<Oだから VくUである o この式は，V<O 

のばあい，すなわち惨透前面が上昇後退するばあいにもなりたつ。

(2) B=K+(Vjk)Gとおく。 Bの次元は[温度/長さのこ乗]である。一定の U とw とのも

とで惨透前面が前進または停止している喜多透では，つまり ，vとω とが一定で V孟Oの渉透で

は，B>OならばdVjdt>Oで，BくOならばdVjdt<Oである。すなわち，惨透前面の移動は，

B>Oならば加速され B<Oならば減速される。

(3) V=Oとおくと v=一(μ/wL)Gとなる。これが惨透前面が停止するための条件で、ある。

停止が長びけば氷板が形成される。しかし，停止の継続には，さらに K=Oであることが必要

である。 V=Oのときは B=Kで，K>Oならば停止した惨透前面も下降前進しはじめ，K<O 

ならば上昇後退しはじめることになるからである。

(4) x>Oの範囲にひろがる半無限の均一な乾き雪のなかには，常に B=Oで，Vが変化し

ない等速度惨透がおこりうる。そのばあいの Vと0とは V=vj[l-(μθoo/kωL)]とθ=ι[1-

exp{一(x-Vt) V/k}]とで与えられる。九は x=∞における θを表わす。九くOだから Vは

必ず正である。 U とwとは一定値を保つものとする。
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Summary 

When thaw water infiltrates into a dry snow cover with a temperature below OoC， 

the snow cover turns out to be composed of two distinct layers: upper layer of wet 

snow and lower layer of dry snow. The thaw water flowing down within the ¥vet 

snow layer pushes downwards the infiltration front， the surface separating the two 

layers， but the speed of its movement is less than that of the thaw water itself， 

because it freezes partly or completely when it comes into contact with the dry snow 

on reaching the infiltration front. The purpose of the present paper is to find theore-

tical formulae relating downward velocity V of the infiltration front with such 

quantities as listed below which must be closely connected to freezing of the thaw 

water. Coordinate x is takeri: vertically downwards. 

L: latent he針。f.freezing of water. 

。temperatureof the dry snow with the origin at OoC. 。くoexcept at the in自国
tration front where (}=O. 

μand k: thermal conductivity and thermal diffusivity of the dry snow respectively. 

G and K: respective values of oO/ox and θ2θ/ox2 at the infiltration front， where G<O. 
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τv: free water content of the wet snow， amount of the thaw water contained in 
a unit volume of the wet snow， at the infiltration front. 

v: velocity of the thaw water arriving at the in五ltrationfront. 

ヂ amountof the thaw water arriving in a unit time at a unit area of the infiltra・

tion front， where ヂ=v'U人

Following results are obtained: 

(1) If the thaw water reaching the infiltration front is completely frozen into ice 

of OoC， the front stands still， that is， V =0. Let the value of rp for V =0 be denoted by 

rpo・ Thenrpo is given by 

rpo =一μGjL. ( 1 ) 

(2) If rpo is kept constant， relation (1) does not hold good for a long time with the 

result that the infiltration front starts to move， because the value of G changes due to 

heat conduction taking place within the dry snow. It is shown that the in五ltration

front starts proceeding downwards when K>O， while it starts receding upwards when 

K<O. Only when K=O， the infiltration front stands still for a long time. 

(3) When rp > rpo andタ<九 theinfiltration front is advancing downwards and 
receding upwards respectively. 1n both cases the velocity of the infiltration front is 

given by 

V = (rp一向，)jτv= v+(μjwL)G， (2 ) 

V being counted negative for the receding front. 

(4) 1n a homogeneous dry snow cover extending from x=O to x=∞， an infiltration 

of constant velocity is possible if v and w are kept constant. 1n this infiltration，θand 

V are respectively given by 

。=θ∞[l-exp{一(x-Vt) V/k}]and V = v/[l-(μθoo/kwL)] . (3) 

As (J∞， the value of (J at x=∞， is negative， V is always positive. Let a quantity B of 

the dimensions [temperaturejsquare of length] as defined by 

B = K+(Vjk)G (4) 

be introduced. Then it is found that B=O for this infiltration of dVjdt=O. 

(5) For any infiltration of V>O maintained by the thaw water of constant v 

and w， the following rules are found to be valid: 

if B>O， dV/dt>O， that is， movement of the infiltration front is accelerated， 

if B<O， dV/dt<O， that is， movement of the in五ltrationfront is retarded. 

The infiltration front modifies， as it proceeds， the temperature distribution within 

the dry snow. A change in G due to this modification is the cause of the above 

acceleration and retardation. 

(6) As B becomes K when V vanshes， the statement of article (2) is included in 

the rules of the above article (5). Therefore， these rules hold true for in臼trationsof 

V孟O.


