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斜面積雪の挙動の研究 XII*

一一模形積雪のなかの曲線 CHと曲線Cv一一

吉田順五

(北海道大学名誉教授)

(昭和58年9月受理下

I.まえがき

筆者は，この論文とおなじ表題の論文VIP)，VIIJ2l， IX2)ならびにX3)で，平面歪の条件

をみたしつつ山の斜面を 2次元的に流下する積雪について，応力と歪速度との理論的考察を進

めてきた。その間，論文IXで曲線 CH および曲線 Cvと名づける 2種類の曲線を導入し，論文

Xでは，無限に長い平面状斜面に一様に堆積した仮想積雪のなかの両曲線を図に表した。両曲

線の特性を，その図からうかがうためであった。この仮想積雪は，斜面積雪としては最も単純

な状態にあるため，そのなかの応力は簡単な数式で表される。それにつれ，応力によって定め

られる曲線Cn， 曲線Cvも簡単な形となり， 両曲線、の特性で， そこに現れ損ったものが多々

あったと想像される。 それで， 今の論文XIIと次の論文XIIIとでは， 曲線 CH と曲線 Cvと

を，多少複雑ではあるがその中の応力が理論的に定められる仮想の斜面積雪について，描く。

そして，先の例では出現をみなかった両曲線の特性を探すことにする。

斜面の最大傾斜の方向に立つ鉛直面を「流動面」となづけると，斜面上の積雪は，流動面に

平行に 2次元的に斜面を流下する。 曲線 CHおよび曲線 Cvの定義は，その要点が論文Xの

「まえがき」に見られる。それをさらに要約すると次のようになる。両曲線とも，流動面内に

ある平面曲線である。流動面内に，座標 Z を水平に，座標 zを鉛直上方にとる。曲線CH およ

び曲線 Cvが，それぞれ，次の式

Z=JH(x，aH)， z=Jv(x，av) ( 1 ) 

で表されるとすれば，応力成分 σx，Gz， Tzxを用いて微分方程式

dfn/dx =σZ/TZX' 析 /dx= r口 /σz (2 ) 

が立てられる。つまり，曲線 CH (Cv)の或る点での切線は，その点での水平(鉛直)面上の応力

成分ベクトルと方向が同-である。両曲線は，それぞれ，別箇の曲線群をつくる。各曲線群内で

の個々の曲線を区別するため，式 (1)には副変数aH，avを含ませた。曲線 CH (Cv)を含み，流

動面に直角な y方向にひろがる面を曲面 Cn(Cv)となづけると，曲面 CH(Cv)上の応力成分を

表すベクトルの方向は，曲面 CH (Cv)上のすべての点で，流動面に平行かつ水平(鉛直)である。
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11. 襖形積雪内の曲線 ClIおよび曲線 Cv

1. 曲線 ClIおよび曲線 Cvを考察する斜面積雪

筆者は，20年まえに，無限に長い平面状斜面のうえに，流動面による断面が模形になるよ

うに積った雪のなかの応力を，また，流動面による断面が半円形の斜面に一様な厚さでつもっ

た雪のなかの応力を，理論的に計算した4)。この 2種類の雪が rまえがき」で、のベた「多少複

雑な仮想の斜面積雪」にほかならない。計算された応力の成分 Gx，Gz， 1"zxを微分方程式 (2)に

用いれば，曲線群ClIおよび曲線群 Cvが求められる。こうして求めた両曲線群の図に，応力を

主応力で表した図をそえる。流動面内にあるふたつの主応力 σ1とσ3との図である。張力を正

の応力， 圧力を負の応力として， 代数的に大きい方の主応力を σ1で， 小さい方の主応力を σ3

で表す。

第一の斜面積雪を模形(くさびがた)積雪と呼び，第二の斜面積雪を円形積雪と呼ぶことに

する。応力を計算するにあたっては，積雪を，一定の値の密度 P，粘性係数万をもち，かつ塑

性ポアソン比 νが0.5に等しい粘性流体であると仮定した。論文VIIないしXの一連の考察で

は，斜面積雪を圧縮性粘性流体とみなしている。ところが， νが0.5であることは非圧縮性を意

味する。しかし非圧縮性は圧縮性のひとつの特別なばあいと考えられるから， ν=0.5として

も，この一連の考察と不整合にはならない。積雪は，流動面に垂直な γ方向には伸縮すること

なく，すなわち，平面歪の条件をみたしつつ，流動すると仮定した。よって，y方向の主応力的

は ν(σl十円)で与えられる。したがって， ν=1/2だから， σzは σ1と内との平均値にひとしい。

応力を定めるために必要な地面における境界条件には，積雪が地面ですぺらないという条

件を用いた。積雪の流動速度が地面では消失するとしたわけである。しかし，地面から離れた

ところでは，すなわち，積雪の内部や表面では，流動速度がOでない。したがって，模形積雪

も円形積雪も，その形は一時的のものにすぎない。時がたてば変る。つまり，両積雪とも定常

状態にあるのではない。 この論文XIIを模形積雪の考察に， 次の論文XIIIを円形積雪の考察

にあてる。

2. 2種類の襖形積雪

第1図と第2図とが，模形積雪の流動面による断面図である。直線Gが無限に長い平面状

斜面を表す。地面上の点 Oから発する直線 S。が積雪表面で，これもまた無限に長い。模形積

雪は2種類に区別される。ひとつは第 1図の模形積雪である。これでは，斜面を上方にむかう

につれ雪の厚さが増大する。それで，これを「上方増大模形積雪」と名づける。もうひとつの

第2図の模形積雪は，下方にむかつて厚さが増大する。よって，これは「下方増大模形積雪」

と呼ぶことにしよう。

模形積雪内の任意の点Pの座標には rまえがき」で述べた直角座標 (x，z)のほかに，第1
図および第2図の (c)図に示したような極座標 (1'， θ)を用いる。地面Gの水平面に対する傾斜

角を αGとし，模形の頂角を，つまり，地面 Gの方向から積雪表面白の方向までの角をPと
す・る。

模形積雪内の応力を理論的に定めるには， 3箇の境界条件が必要である。第1は地面Gで
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積雪が滑らないとしづ条件，第2は積雪表面 So上の応力成分が消失すると L、う条件である。

第3は，地面G上の-点と表面S。上の一点とを結ぶなんらかの線のうえで， 応力成分か流動

/し

(al CH 

(bl cy 

αG= 3ぴ
β=18・
eo = 5.513・

第1図 上方増大模形積雪内の (a)曲線 CH，(b)曲線 Cv，(c)主応力。破線 Boは「完全単独主応

カ線」で，その上のすべての点で主応力が完全単独である
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第2図 下方増大模形積雪内の (a)曲線 Cn.(b)曲線 Cv.(c)主応力。破線 Blは「純粋勇断歪曲

線」で，その上のすべての点で雪は純粋勇断歪をおこしつつある。 IIl1線 B2は「水平

鉛直主応力線jで， 曲線 Cnと曲線 Cvとは， この線上で直角に交りながら， それぞ

れ，鉛直方向と水平方向とにこの線を通過する

速度成分かが，あらかじめ，与えられているという条件である。しかし，第3の条件を定める

べき適当な根拠が見出しがたい。それで，いわば，第3の条件の代りに理論的に定めやすいと

いう条件をおいて応力を定めた。筆者が20年まえに求めた模形積雪内の応力はこのようなも

のであって，文献 4-II の(的~(14) 式，すなわち，次の式で表される。
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(3 ) 

(4 ) 

(5) 

(6 ) 

上式にある正負の複号のうち，上の記号が上方増大模形積雪用で，下の記号が下方増大模形積

雪用である。無次元量の聞の関係として表すため，上式には或る長さ Rが使われている。この

Rは，計算に便利な長さに選べばよい 応力成分。円九 "0は，みな，rに比例して増大する。

よって，曲線群 CH(Cv)に属する個々の曲線 CH(Cv)の形は，座標原点Oを中心として，相互

に相似である。

3. 曲線 CH曲線 Cvの微分方程式

極座標を用いると，模形積雪内の曲線 CH の微分方程式は

dr 一 ±σrsin (αG土0)+'，0cos (αG士0)
rdO一 σocos (α。土0)土'r8sin(αG士θ)

で，曲線Cvの微分方程式は

dr 芋 d，cos (αG士0)+'r8sin (αG士0)
rdOーのsin(αG士0)干'r8cos (αG土0)

(7 ) 

(8 ) 

で与えられる。これら微分方程式にある複号のうち，上(下)の記号が上(下)方増大模形積雪の

ばあいに使われる。また，上(下)方増大模形積雪用の微分方程式内の応力成分には，前節で定

めた上(下)方橋大模形積雪用の応力成分を用いる。微分方程式(7)および(8)は，座標 (x，z)に

よる微分方程式(2)を，第 1図(c)と第2図(c)とに示した極座標(r，O)を用いて表したものに他

ならない。

微分方程式(7)，(8)を積分すれば曲線 CH，曲線 Cvを表す数式がえられる。 しかし，その

積分は困難である。それで，電子計算機に，微分方程式(7)，(8)から直接に，数値計算によって

両曲線を描かせた。それが第 1図，第2図の (a)図と (b)図とにある曲線群である。第 1図，第

2図の (c)図にある十字線は，流動面内の主応力 σh(J3を表す。十字に交る直線のうち，矢尻の

印を両端につけたものは張力，釘の頭の印を両端につけたものは圧力である。おのおの，その

長さによって，張力あるいは圧力の強さを示す。

4. 上方増大模形積雪内の両種曲線

第1図の (a)図と (b)図とが，それぞれ， αG=30
0
，s=180の上方増大様形積雪内の曲線群 CH



26 吉田順五

と曲線群 Cvとである。いずれの曲線訴も，地面Gから出発して上昇し，わずかづっ右へ湾曲

しながら積雪表面Soに漸近する。前にのべたように， 同一曲線群に属する各曲線は互に相似

形をなしている。ところが，そのうえ，異種曲線群に属する曲線の形の聞にも，つまり，曲線

CH と曲線Cvとの形の聞にも，不完全ながら相似性が認められる。この異種曲線聞の準相似性

は，第 1図(c)に示された主応力に特具性があることによる。

流動面内の直角に交るふたつの主応力 (σh内)のうち，ーブjが他方にくらべ，絶対値におい

て非常に大きいとき，この主応力の組(σhσ3)を「単独主応力」と呼ぶことにしよう。そして，

絶対値の大きい方の主応力を「単独主応力の強成分」と名づけ，絶対値の小さい方の主応力を

「単独主応力の弱成分」と名づける。また，弱成分がOの単独主応力を「完全単独主応力」と

称えることにする。第1図(c)に見られるように，上方増大模形積雪では，主応力の組が，み

な，単独主応力である。 うえに述べた主応力の特異性とは，このことである。

これら単独主応力の強成分は，すべて，圧力である。しかし，弱成分は，地面ちかくでは

張力であるのに，積雪表面に近いところでは圧力に変っている。この弱成分の変換は，第 1図

(c)の破線B。上でおこる。破線B。上で，弱成分はOにひとしく，単独主応力は完全単独主応力

になる。

5. 異種曲線の準相似性

流動面内の一点Pを中心とする，流動面に直角な微小面 dSを考える。微小面 dSの法線ベ

クトル nは流動面内にある。 点Pにおける 2枚の応力の主面を dSp，dS~ とし，それぞれの法

線ベクトルを np，nトとする (dSp，dS~， np， nもの添字Pは点PのPではない。主応力 Principal

stressのPである)。ふたつの主応力の値を σ0，a6とすれば， dSpおよびd品上の応力成分ベク

トルは，それぞれ， σonpおよび付nbで表される。微小面 dSの法線ベクトルnが流動面内で

或る方向をとったとし，その時の dS上の応力成分ベグトルをfとする。また nとnpとの問

の角を χで表す。すると

f' = aonp cos χ+a6n卜Slnχ ( 9 ) 

の関係がなりたつ。

いま，点Pでの主応力が，強成分 110の単独主応力であるとしよう。すると， laol>'> 1吋|だ

から， χが直角に近いばあいを除けば，式(9)右辺の第2項は第 1項にくらべ非常に小さい。そ

れで，f'は σonpcos Xに，近似的には，等しくなる。したがって， dSの方向とともに χの値が

かわっても f'は方向をほとんどかえない。その値 Iflはかえても npとほとんど同じ方向を

指しつづける。角 χが直角に近いばあいを除いたのは， χが直角に近いと COSX .z::si nχ となっ
て laol~1σ61 の効果が打消され，式 (9) 右辺のふたつの項が同じ程度の値になるからである。こ

のばあいには，上のことがなりたたない。

点Pを中心とする水平な微小面を dSIむその法線ベクトルをnHとしよう。また，点Pを

中心とし流動面に垂直な鉛直微小面を dSv，その法線をnvとする。式(2)からわかるように，

曲線 CH(Cv)の点Pにおける切線は， dSH (dSv)上の応力ベクトル fH(fv)と方向がおなじであ

る。 ところで，点Pでの単独主応力の強成分の方向 npが，水平方向からも鉛直方向からも遠
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ければ nnまたはnvとnpとの聞の角 Xが直角に近くなることはない。すると， うえに述べ

たことにより rH もrvもnpとほとんど同じ方向を指し rH とれとが，互にほぼ平行する。

これはCn，Cv両曲線の切線同志の準平行性を意味する。

第1図(c)の主応力は，どこでも単独主応力で，その強成分の方向 npが，水平方向に対し

ても鉛直方向に対しても，かなり傾いている。それで，上方増大模形積雪内では，どこでも，

曲線 CH の切線と曲線 Cvの切線とがほぼ平行して， 両曲線に似た形を与える。前項でのベた

異種曲線開の準相似性は，このようにして説明される。

論文 VIPlおよび VIIFlで‘のベたように，実際の斜面積雪内の多くの場所で歪速度を測定

しそれから主応力を算出すると，その半数以上が単独鉛直主応力，すなわち npが鉛直に近

い単独主応力である。単独鉛直主応力は， うえの議論から除外された場合にあたる。単独鉛直

主応力の点Pでは，npと水平微小面 dSH の法線nnとの間の角 ZがOに近い。 よって rH は
ほぼ鉛直で，曲線 CH は点 Pをほぼ鉛直方向に通過する。 しかし 鉛直徴小面 dSvの法線nv

とnpとの聞の角は直角にちかい。すなわち，この場合の χはほぼ900である。よって，cos χ《

sin Xであり，rvは必ずしも鉛直に近くはない。したがって，曲線Cvは，点Pを山線 CH に対

して大きく傾きながら通過しうる。

6. 水平でも鉛直でもない完全単独主応力

完全単独主応力の強成分の方向の単位ベクトル npを特に Npと書くことにする。点Pで

の主応力が完全単独ならぼ， 付が0だから，式(9)左辺のfとNpとは点 Pで， 方向が完全に

一致する。よって Npが水平あるいは鉛直でない限り，曲線 Cnと曲線 Cvとは，点Pで Np

とおなじ方向の共通切線をもっ。第 1図(c)の破線B。上では， どこでも，主応力が完全単独で

ある。 しかも Nトは水平でもなく鉛直でもない。破線B。と地面Gとの間の角θ。は5.513
0 で

あり，Npと水平方向との聞の角度は68.553
0 にひとしい。それで，地面Gから発した曲線 CH

と曲線 Cvとは，おのおのその傾きを破線B。上の Np の傾きに近づけつつ破線B。に接近し，

破線B。上で接しあって合体し，破線B。を通過しおわると再び離れる。破線B。通過のとき，両

曲線は交叉しない。

積雪表面がどんな形の曲面であっても，切平面上の応力成分は，表面上のすべての点で消

失する。そのため，表面上のどこでも 3本の応力主軸のうちの 1本は表面の法線と一致し，

他の 2本は切平面のなかに横たわり，法線方向の応力の主値はOになる。二次元的に流動する

斜面積雪のばあいには， 流動面と積雪表面との交線 S。上のすべての点で， 主応力は完全単独

であり Npと表面曲線S。の切線とが方向を共にすることになる。 よって， 曲線S。は表面を

あらわすと同時に，その切線が水平または鉛直になる部分を除いて常に，曲線Cnでもあり，

また，曲線 Cvでもある。このことのため，第III章で示すように，曲線 CHと曲線 Cvとの積

雪表面付近での一般的性質が，比較的簡単に，理論的に定められる。ただし積雪表面に応力

が全く存在せず，表面の完全単独主応力が消滅するばあいは除く。

第 1図第2図の積雪表面をあらわす直線S。が，同時に， 曲線 CH と曲線 Cvとであること

はいうまでもない。第 1図の破線B。の方向がその上の完全単独主応力の方向Np と一致しな

いのは，破線B。が積雪の表面にではなく内部にあるためである。
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7. 下方増大襖形積雪

第2図に，下方増大模形積雪のなかの山線 Cn，曲線 Cvおよび主応力を示した。第 1図の

上方増大模形積雪とおなじく，地面の傾斜角 αGは300，模形の頂角Pは180である。曲線 Cn

も曲線Cvも，地面Gから出発すると考えると， t(~ 1図のばあいと同様，積雪の厚さが増大す

る方へ奇曲しながら積雪表面白へ漸近する。

第2図(c)では，地面を表す直線Gのうえで，主応力が完全単独のように見えるが，厳密

にはそうでない。J:Eの弱成分の値が負の強成分の絶対値の 0.14%にすぎない，完全単独主応力

に非常に近い単独主応力である。強成分の方向 npの鉛直方向からの偏りも小さくはない。 こ

のため，地面付近では，図 (a)図(b)にみられるようl'こ， 曲線 Cuと山線 Cvとはほとんど平行

である。地面Gから離れると，第 1図のばあいと違い，応力が単独主応力ではなくなる。それ

で，異種曲線聞の準平行性はみられない。

第1図の破線 Boのような，その上の主応力が完全単独で，曲線 CH と曲線 Cvとが合体し

て切線を共有しながらそれを通過する完全単独主応力線は，第2図に存在しない。その代り，

次の第 8節でのべるように，その上のすべての点で曲線 CH と曲線 Cvとが直角に交叉する直

線が2本存在する。

8. 曲線 Cnと曲線 Cvとの交文角

第2図(d)に示したように，流動面内の点Pにおける，曲線Cnおよび曲線Cvと水平座標

軸 Z との問の角を，それぞれ，<pおよびψとする。ただし，<pもψもzの正の方向から反時計

まわりに測ることとし，その変域を一π/2と+π/2との聞に限る。それゆえ，式(2)にあるふた

つの式は， それぞれ， tan ipおよび tan併にひとしい。 また，点Pにおける第 1主応力と水平

座標軸との聞の角を αとし， αの測りかたと変域とは ip，いのばあいと同じとする。 まえに述

べたとおり， 第3主応力 σ3は第1主応力 σ1より代数的に小さいように選んで， γσdU3とお

しすると，論文IXの式(14)式(15)で表される関係

tan <p = (r' tan α+cotα)/(r' -1) ， tan ψニ (r'-l)/(r' cot α+tan α(10) 

が導かれる。

点Pでの曲線 CHと曲線 Cvとの交叉角は¢ーゆかい vかで表される。どちらを用いても

よい。式(10)を使うと
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の関係がえられる。それゆえ， αがOでも直角でもない場合に，r'がOか無限大ならば，つま
り主応力が完全単独ならば，<pといとは相ひとしくなる。すなわち，曲線 Cnと曲線 Cvとは，

点Pを通過するとき合体する。第1図の破線B。のうえでは， αがひでも直角でもなく ，r'がO

であった。

曲線 Cnと曲線 Cvとの交叉角 (<pーい)が直角になるのは，式(11)の右辺が無限大になると

きである。主応力比r'が:1::1にひとしいか， αがOあるいは直角であるか，両方が同時になり

たつかの場合に，式(11)の右辺は無限に大きい。第2図では (l)r'=-lでαが0でも直角でも
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ない場合と (2)r'キ士1でα=0である場合とがおこりうる。第2図の破線B1のうえのすべての

点で(1)の条件がみたされる。両主応力が σ1-一円>0の関係にあるから，破線B1上では純粋

勇断歪が生じつつある。 このばあい θ=01=10.201
0，α= 1.5210， cp = -86.9580，ψ=3.0420 であ

る。第2図の破線 B2のうえでは (2)の条件がみたされる。このばあい θ=02=11.118
0，cp=90o， 

ψ=00であり r'は負でその絶対値が 1より少し大きい。破線 B2を，曲線 Cllは鉛直方向に，

曲線 Cvは水平方向に通過する。また，破線B2上の主応力の強成分は張力として水平方向に，

弱成分は圧力として鉛直方向にはたらく。この第2図の破線B1と破線 B2とが前節のおわりで

のベた2本の直線である。

III. 積雪表面付近の曲線 CHと曲線Cv

前章の第6節で， 曲線 CH と曲線 Cvとの積雪表面ちかくでの性質は， 簡単な理論で取扱

えると述べた。この第III章がその理論である。積雪表面は傾斜した平面とする。理論が対象

とするのは，積雪表面上の一点に極めて近い微小範囲内の応力である。積雪表面が曲面であっ

ても，微小範囲内にあるその面分は平面とみなしてよい。それゆえ，この章の理論の結果は，

奇曲した2次元積雪表面のばあいにも，そのまま使える。

1. 曲線 Cllおよび曲線 Cvの積雪表面付近における方位角 ({i'および.p'

積雪表面は傾斜平面で，水平面とのあいだに角 0'をはさむとする。第3図にある 4本の直

線S。は，みな，流動面と積雪表面との交線を表す。 直線 Soのうえ任意の位置に座標原点。乱

(i=1，2，…， 10)をえらぶ。第3図の上から 2番目の直線S。のうえに示したように， 各原点。る

から，直線S。にそい下方に座標どを，直線S。と直角土方に座標どをとる。また，点 Oiを原

点として水平座標 Z と鉛直座標zとをおく。点Piは，座標軸どのうえ，原点。るから微小距

第3図 応力が存在する積雪表面白付近の曲線 CHと曲線 Cvとの断片。
第 1淡の右半分の図示
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離 -dz'(dz' <0)だけ積雪内部に進んだ位置にある。以下，曲線Cllおよび曲線Cvが点 Piを

通過するときの方向を論ずる。

第3図の 10個の点Piのそれぞれを通って，実線および破線の線分がひいてある。突線分

が曲線 Cnの一部，破線分が曲線 Cvの一部である。各山線を積雪表面 Soにむかつて辿ること

にして， その向きを矢印で示した。 この向きは， 前章第5節で定義した応力成分ベクトル fll

あるいは fvの向きに同じとは限らない。曲線CH にも曲線CvVこも元来向きはなく，ただ，そ

の切線の方向がんあるいは fvの方向と一致するだけだからである。点Piを通過するときの

両曲線の方位に， 積雪表面の応力状態によって， この図に示したような 10個の種類の生ずる

ことが，これから先の理論で明らかにされる。

積雪表面S。のうえでは，すなわち座標軸どのうえでは，応力が完全単独主応力で，その

強成分の方向Npは座標軸どの方向と一致する。 よって，座標(ど，z')に関する応力成分ι，
σ;，dzのうち， σ;とdzとは，座標軸どの上のすべての点で0である。それで，座標原点 Oi

における値を括弧( )に包んで表すことにすると

(σ;) = (，ら)= (aσ;/ax') = (a';x/aX') = 0 (12) 

と書くことができる。応力成分σLだけは，座標軸どのうえでOでない値をとりうる。ただし

Oにもなりうる。座標軸どのうえの σLを特にIで表すことにしよう。すると，点 Piにおける

応力成分 σx，a~， r;xは

σ~ = (1) +(aa~/aZ') dz' ， σ~ = (aa;/az') dz' ， ';x = (a';x/az') dz' (13) 

として表される。

積雪の密度 p，重力加速度 gを用いて，応力の平衡方程式が

。σ~/ax' +a'~x/az' 十 pg sin fj' = 0 

aa;/az' +a';x/ax' -pg cos 0' = 0 
(14) 

と書かれる。この方程式は座標原点 Oiでもなりたつから，その各項は括弧( )に包んでもよ

い。すると，式(12)により

(切a，;ω;
(15) 

(伊0σ叫;/川azどめFう)=ρ g cos ()グ

の関係が導かれる。

曲線 Cll(Cv)の点 Piでの切線は，点 Piを中心とする水平(鉛直)微小面 dSn(dSv)のうえ

の応力成分ベクトル fH(fv)と方向がおなじである。つまり，曲線 Cll(Cv)は，点 Piを fH(fv)

の方向に通過する。ところで， fllおよび fvは，点P色における応力成分。x，a~ ， r;xを用いて

fH = (一 σ~ sin 0' +，;x cos 0') i' +(a; cos (}'-，らsinO')k' 1 
(16) 

fv = (σ~ cos 0' +，らsin0') i' +(σ; sin 0' + ，;x cos 0') k' 

と書き表される。 ここにfおよびk'は，それぞれ，どの正の方向およびどの正の方向の単位

ベクトルである。座標どの正の方向から fnおよびfvの方向へ，すなわち曲線Cnの切線およ
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び曲線 Cvの切線の方向へ，反時計まわりにはかった角を， それぞれ〆および ψFとしよう。

すると，rp'およびザの正切は，式(16)のk'の係数をrの係数で割ったものに等しし、から

tan rp' = (σ;cos グ-TらSlnグ)j( σLSIn OF，トTらCOSグ) ) 
(17) 

tan ct' = (σ~ sin ()' +T~X COS (}')j(σL cos グ +T~x sin グ

の関係がえられる。前章の第8節では，水平座標 Z の正の方向から，曲線 CH(Cv)の切線の方

向まで反時計まわりにはかった角を rp(ψ)とした。よって〆(ψ')はグ+rp(θ'+ψ)に等しい。

2. 曲線 Cu曲線 Cyの積雪表面への接近形態

式 (13) の σL， U， ttz を式 (17) の σ~， (J~， r;Xとして用い，さらに式(15)を使うと，曲線 Cn

および曲線 Cvが点 Piを通過する時の方位角rp'，ψFを与える数式がえられる。ただ，この数式

は，座標原点、Oiにおける σLの値(I)が0であるか否かで形を異にする。

(i) (I)キOのばあい。点 Piでの〆，ct'は次式で与えられる。

Fv = ρg+sinθ'.aljax¥(18)  

t叩 -dz'川川n0'ニ tanct'-{的州)sin (}'} ， ο1凹9

tan ct' = 一 dzど'(伊aI万jax引(σI) • ο20的) 

(ii) (I)=Oのばあい。点Piでの札 ψ'は次式で与えられる。

叫日一匹)/{pgsin 8'叫 '+(aljax')cos 8' +(að~jaZ') sin 8'}， ロ

t叫=(切仰I灯j舟axどめ山Fう')cos 8' /{p仰附gρs川十(切8仰
Fう')sωF一(切川0ιLνjaz'州Fう)cos O'} . (22) ) 

はじめの (I)キOのばあいには， tan rp'もtanct'もdz'pgj(I)あるいは dz'(aljaど)j(I)の程度の

微小値である。 よって， rp'もψFも絶対値が非常に小さく， 曲線 Cnと曲線 Cyとは，表面S。

とほとんど平行な方向に点Piを通過する。 しかも， 点Piが座標原点Oiに近ければ近いほど

〆，ct'の絶対値は小さく，点Pもにおける両曲線と表面白との平行性が強くなる。このことは，

表面 S。のうえ，(I)がOにならない範囲全体にわたっていえる。それで、，両曲線は表面 S。を漸

近線として，それに向って近つく。これに反し，あとの (I)=Oの場合には， tan rp'もtanψFも

有限な値をもち，その値は点Piと原点 Oiとの聞の距離によって変らない。 したがって，曲

線 Cuも曲線 Cvも，表面 Sofこ，有限な角かたむいて，到達する。ただ，両方のばあいとも，

(aljax')=0ならば ψFがOで曲線Cvが表面白に平行し，(Fv)=Oならば〆がOで曲線Cnが表

面白に平行する。よって，曲線Cnあるいは曲線Cvが，表面白に漸近しないことも，あるい

は到達しないことも，例外としてありうる。

うえに述べた曲線Cnや曲線Cvの表面 Soへの漸近には，ふたつの場合がある。ひとつは

表面 SOの上手にむかつて昇りつつ漸近する場合であり， 他は，表面 SOの下手にむかつて降り

つつ漸近する場合である。前のばあいを「上手漸近J， あとの場合を「下手漸近」と呼ぶこと

にする。

第3図からわかるように，点Piを通り表面S。に平行な直線を Spとすると， rp' (ゅうが正の
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ばあいには，曲線 Cu(Cv)が，表面 S。の下手を指向しながら，直線 Spを下から上へ抜ける。

このことを，曲線 Cn(Cv)は点 Piで「下手指向」であるということにする。逆に，ダ(ゅうが負

ならば，これも第3図を見ればわかるように，rJ11線 Cn(Cv)は直線 Spを，表面 SOの上手を指向

しつつ，下から上へ越し， }，~\ Piで「上手指向」となる。座標x'のある範四にわたってザ(仰

が正で下手指向がつづけば，その範囲で下手漸近がおこり，cp' (ゅうが負で上手指向がつづけば，

順-n日
τb 
に132 

その範囲で上手漸近がおこる。

積雪表面に応力が存在し， (1)が0でない場合に考察をかぎる。すると (1)， (olj{)x')， (Fγ)の

正負から，式(19)，(20)によってダ，<t'の正負が定められる。すなわち，点 P乱での曲線 Cn，曲

線 Cvの指向が上手であるか下手であるかが決まる。第1表と第3図とに，その結果が示され

ている。第3図の点 0，:，点Piの添字iと第1表の番号 iとは相対応する。

応力が存在する積雪表面付近の曲線 Cn，Cvの

;1位角 'P'，0'。式(18)，(19)， (20)による

I (~川 _1(I)~J ーし9' I 0' 向。， I 

:[11::il111>| 
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叉
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第1表

番号 i

2 

4 

3 

ラ

6 

g 

9 

7 

λF 

積雪表面付近におりる両曲線の方位関係

第1表にみられるように (1)， (olj{)x')， (Fv)の正負は〆，<t'の正負のみならず，cp'とψFと

の大小関係をも決定する。第3図は，第 1表に示した〆，<t'の正負大小関係にもとづいて描い

曲線 Cnと曲線Cvとの，点Piを通過するときの断片である。第 1節のはじめで、述べたと

実線分が曲線Cnの断片を，破線分が曲線 Cvの断片を示す。第 1第2第9第10のばあ

いには，いFとザとが同符号で， 両曲線はともに上手指向か下手指向かである。 これに反し，

第5第6のばあいには，ザとザとが異符号で， 一方の曲線は上手指向， 他方の曲線は下手指

向となる。残りの四つの場合には，一方の曲線の断片が積雪表面S。に平行である。 この平行

断片は上手指向とも下手指向ともいえない。

第 1から第 4まで四つのばあいには，(OljdX')ミOであるため(Fv)の符号は正に定まってし

つまり，(Fv)に正負の両符号を勝手に与えることができない。それを示すため，第1表

この四つばのあいの (Fv)の符号を括弧でかこんだ。

< 十10 

3. 

た，

おり，

まう。

で、t土，
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論文Xの第II章第5節と第IV章第3節とで「通常型」の曲線 CH なるものを考えた。

曲線 CH を積雪表面白へむかう向きに辿るとき，流動面のなかの任意の点 Pで，曲線 Cvを，

その下から上へ抜けるとしよう。そのあと，表面 80に到達するとする。このばあいの曲線 CH

の，点Pから表面 80にいたる部分を通常型曲線Cnと名づけた。点Pから発して表面 80にむ

かう曲線 Cnが通常型なら， 曲面 Cv上の点 Pでの垂直応力成分は圧力であることが，論文X

で示された。 もし，曲線 CH が点Pで曲線 Cvを，その上から下へむかつて越えたあと表面S。

に達するなら， この垂直成分は張力となる。 このあとの場合の発生は稀であろうと予想され

る。それで，このあとの場合の，曲線 CHの点Pから表面 80までの部分を「異常型曲線 CHJ

とする。

積雪表面 80付近にある点 Piで，曲線Cnが表面 80にむかし、ながら曲線 Cvと，それを下

から上へ抜けるようにして交叉するとき，その交叉を「通常交叉」と呼ぶ、ことにしよう。それ

を上から下へ抜けながらの交叉は「異常交叉」と名づける。 点Piを発したあと，多くのばあ

い，曲線CH は表面白に達するであろう。それゆえ，交文の通常か異常かは，常にとはいえな

いが，曲面 Cv上の点 Piにおける垂直応力成分が，それぞれ，圧力であるか張力であるかを意

味することになる。第 1表の右端の列に交叉の通常，異常を示した。第9第 10のばあいが異

常である。積雪表面 S。をくだるにつれIが代数的に減少し， しかも減少の度合が激しくて Fv

が負になるとき，異常交叉がおこる。第7と第8との場合はザがOで，点 Piで曲線 CH は表

面S。に平行する。曲線 CH の断片は上手指向とも下手指向ともいえず，交叉の通常異常がきめ

られない。それで、第 1表では，この場合の交叉を「無記」とした。

4. 曲線 CH 曲線 Cvの実例と理論結果との比較

上方増大模形積雪の第1図では， 積雪表面 80に沿い右上から左下への方向が座標どの正

の方向である。同図 (c)に見られる通り，表面白の全長にわたり Iが圧力である。すなわち I

の符号は負であり，その絶対値は.どの増大につれ減少する。 よって aIjaどは正である。第1

表の第2の場合にあたるわけで、，表面白ちかくでは，tp'もいFも負で曲線 Cn，曲線 Cvともに

表面S。に上手漸近するはずである。そして，第1図(a)(b)に描いた両曲線は，正にその通りに

なっている。両曲線の交叉も，第 1表が示すように通常である。

第1図(a)にある多数の曲線 CH のうちの 1本を任意にえらび，それを，同図の (a)図と (b)

図とを見くらべながら，地面Gから表面白にむかつて辿ってみよう。すると，破線B。に達す

るまでは，曲線 Cvをその上側から下側にむかつて横切り，破線Boを過ぎると，曲線 Cvを下

側から上側にむかつて横切ることがわかる。つまり，破線Boより下では曲線 CH と曲線Cvと

の交叉は異常であり，破線Boより上では通常である。曲線CHは表面 80に漸近してそれに到

達する。したがって，1本の曲線 CHの上に点Pをとり，点Pから表面 80までの部分を考える

と， この部分は， 前節でのべたことにより，点 Pが破線 Boの下にあれば異常曲線 CH と呼ば

れ，点Pが破線Boより上にあれば通常型曲線 CH と呼ばれる。

以上のことは，曲線Cnのすべてについていえる。それで，これも前節でのべたことによ

り， 曲面Cvのうえの垂直応力成分は， 破線Boと地面Gとの聞の全領域で張力となり， 破線

Boと表面80との聞の全領域にわたって圧力となる。 ところで，主応力は，積雪内のすべての
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点で単独主応力である。よって，第II章第5節により，曲面 Cvの法線と単独主応力の弱成分

とが方向をほとんど同じくすることがわかる。すると，曲面 Cv上の垂直応力成分と単独主応

力の弱成分とはあい似た値を持たなければならない。実際，第 1図(c)では，単独主応力の弱成

分が，破線B。を境にして，それより上の領域では圧力，下の領域では張力になっている。

下方橋大模形積雪の第2図では IもaI/ax'もTEであるから，!XO表の第 1の場合にあた

る。積雪表面S。付近ではIf'， ct'が正で曲線Cn曲線Cvがともに表面Soに下手漸近すること

も，両曲線の交叉が通常であることも，第 1表が示すとおりに，第2図(a)，(b)に現われてい

る。両曲線の交文の通常性は，地面に到るまで，積雪全体におよぶ。

論文X3)の第1図(a)は，無限に長い平面状斜面に一様につもった積雪の鉛直断面で、ある。

この無限斜面積雪では，応力状態が座標どによって変化しない。それゆえ，aI/ax'がOで，第

1表の第3と第4との場合が， 曲線 CHおよび曲線 Cvの積雪表面S。付近での方位を与える。

角WがOだから，曲線 Cvは表面Soに平行な直線である。この図のばあい， oLはどによって

変らないとした。よって I は ι にひとしく，同図にある q=a~/wG の疋負が，そのままで I の

正負となる。第 1表第3(第4)のqが正(負)のばあいには， If'がTE(負)で，曲線CHは表面白

に下手漸近(上手漸近)すべきである。図に描かれた曲線CH は，TEにそのように表面S。に漸

近している。図のうえの曲線CHと曲線 Cvとの交文は，第1表にある通り通常である。

論文 X3)の第1図(a)には， また， 第1表には除外されたq=Oの場合の曲線CH も描かれ

ている。 この曲線 Cnは直線で，表面S。に達するとき，それと有限な角ダをはさむ。 この図

のばあい， σL がどに無関係だから aa~/az' は O にひとしい。 それで， 式(21)にある (aI/ax')

と (aσ~/az') とを O とおくと， If'を決定すべき式 tanIf' = -l/sin 0' cos 0'がえられる。角 0'を

300とすると〆の値は 66.6。となる。積雪表面の傾斜角()'を 30
0
として描いたこの図の上で，

q=O.Oの曲線 CHは，正にこの角度で，表面白につきあたっている。

IV. あとがき

「まえがき」に述べた趣旨にそって，模形積雪のなかの曲線 CHと曲線Cvと主応力とを図

に示し，両曲線の特性を探した。模形積雪は，無限に長い平面状斜面に，流動面による鉛直断

面が模形をなして積った雪である。この積雪には上方増大型と下方増大型との 2種類がある。

両方のばあいとも，斜面の傾斜角日Gを300，模形の頂角Pを180とした。 もちろん，向やF
を別の角度にすれば，この論文の図には見られなかった特性の現われる可能性が，充分に残さ

れる。

前の論文X3)であげた斜面積雪の例では，積雪表面および地面と流動面との交線は，互に

平行な直線S。と直線Gとで，曲線 Cvは直線S。と直線Gとに平行な直線群であった。その結

果，表面の直線S。も地面の直線Gも，曲線 Cvに属することになった。しかし，その際にもの

ベたように，地面を表す流動面内の曲線Gは必ずしも，というよりは，普通には，曲線Cvと

ならない。実際， この論文の第 l図第2図の (b)図では， 曲線 Cvと地面Gとは有限な角をは

さんで交り，互に平行でない。 これに反し，表面S。は， この論文の両種の模形積雪において

も，曲線CH であり，かつ曲線 Cvである。一般に，積雪表面を表す曲線S。は，それが直線で
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なくても，積雪表面に応力が存在する限りは，必ず曲線 CH でもあり曲線 Cyでもあることが，

この論文XIIで証明された。積雪表面に応力が存在しないときの曲線S。は，曲線CHあるいは

曲線 Cyであることも， ないこともある。曲線CHでない例が，前論文Xの曲線CH の図のな

かにあることを指摘した。

第 1図の上方増大模形積雪のなかには，傾斜完全単独主応力の点が，すなわち，方向が鉛

直でも水平でもない完全単独主応力の点が，直線B。の上にならんでいる。傾斜完全単独主応

力の点では， 曲線 CH と曲線 Cy とは切線を共有して合体することが， 一般的に証明された。

傾斜単独主応力の点では， 主応力が完全単独ではないために， 曲線CH と曲線 Cy との切線は

一致はしない。しかし平行にちかい準平行の状態にある。この準平行性が積雪内の広い範囲

にわたって成立すれば，第 1図の (a)図と (b)図とに示されているように，その範囲内で，両曲

線は互に相似に近い形をとる。以上のことは，単独主応力あるいは完全単独主応力の方向が鉛

直あるいは水平であるばあい，または，それに非常に近いばあいには，必ずしも真実でない。

この種の単独主応力と完全単独主応力とは，この論文の模形積雪には出現しなかった。

曲線 CHと曲線 Cyとは， 積雪内の到るところで交叉する。 その交叉角を式(11)によって

示した。 しかし， 曲線 Cn同志または曲線 C"同志の交叉， つまり同種曲線の交叉は，前論文

Xにあげナこ例で、も，今回の模形積雪でも，おこっていない。同種曲線が交文するのは，主応力

が完全単独で， しかも，その方向が水平か鉛直である箇所に限られる。 次の論文 XIlIの円形

積雪のなかの 1箇所で，曲線 Cy同志の交文をみることができる。

積雪表面に応力が存在するばあいには， 表面に近い領域内に限つてのことだが， 曲線CH

および曲線Cyとの方向を，表面応力 Iの性質から， 第 III章の理論によって定めることがで

きる。その結果を第 1表と第3図とに示した。両曲線のそれぞれの方向，また，両者の聞の関

係には， 10種類のばあいが理論的に区別される。しかし，そのうちの 4種類のばあいしか，前

論文Xにあけeた例と今回の模形積雪とには見られない。曲線 CHと曲線 C"との特性を知るに

は，なお多くの例を考察しなければならない。

この論文の図は，低温科学研究所雪害科学部門主任の藤岡敏夫教授に依頼して，電子計算

機によって計算作図してもらった。そのほか多くの教示と助言とを同教授からうけた。ここに

記して感謝の意を表す。
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Summary 

1. The author defi.ned， in Article 4 of the English Summary of Paper IX2¥ ‘curved 

surface CH' and ‘curved surface Cy' within a snow cover which flows two-dimensionally down 

a sloping ground. Stresses work on a curved surface CH always horizontally， while they work 
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on a curved surface Cy always vertical1y. 

2. Let horiontal coordinate x and vertical coordinate z be placed in the vertical plane 

parallel to which the snow cover flows. ‘Curve CH' and 'curve Cy' are respective intersections 

of this vertical plane with a curved surface CH and a curved surface Cy・ Figure1 (a) of 

Paper XS) shows curves CH in an imaginary snow cover uniformly deposited on an infinitely 

long plane ground inclined against the horizontal; curves Cy are not shown in the Figure， 

becuase they are simply straight lines parallel to the surface of the snow cover. 

3. Twenty years ago， the author obtained theoretical1y， by regarding snow as an incom. 

pressible viscous fluid， possible distributions of stresses in wedge.shaped snow covers and circular 

snow coversωIn the present theory of curves CH and Cy， snow is treated as a compressible 

viscous fluid with plastic Poisson's ratio νof various values of which the greatest is 0.5， and 

an incompressible viscous fluid is nothing but a compressible viscous fluid which happens to 

have νequal to 0.5. Therefore the above distributions of stresses can wel1 be used as examples 

in the present theory. 

4. The wedge.shaped snow cover is a snow cover so deposited on a plane sloping ground 

in such a manner that its thickness increases linearly upward or downward along the ground. 

The circular snow cover is a snow cover deposited with a uniform thickness on a horizontally 

long mountain ridge or valley of which the vertical section is semicircular. Curves Cn and Cy 

can be drawn if the distribution of stresses is given. The curves in the wedge.shaped snow 

covers are shown in the present Paper XII， while those in the circular snow covers wil1 be 

shown in the next Paper XIII. 

5. There are two kinds of wedge-shaped snow covers :‘upward increasing' and ‘downward 

increasing'. The former increases in thickness upward along sloping ground G as shown in 

Fig. 1 of the text， while the latter increases in thickness downward along the sloping ground 

as shown in. Fig. 2 of the text. In both Figures straight lines So give the surface of the snow 

covers. 

6. If polar coordinates (r， ()) shown in Fig. 1 (c) and Fig. 2 (c) are used instead of Cartesian 

coordinates (x， z)， then Eqs. (3)， (4)， (5) and (6) in the text give the above mentioned possible 

distributions of stresses in the wedge-shaped snow covers. Of the double signs土 or平1ll

the Equations， the upper ones are for the upward increasing snow cover while the lower ones 

are for the downward increasing snow cover. Angles αG and s can be read in meaning from 
the Figures. In order to make the Equations dimensionless， a length R is introduced into 

them; any value may be given to R conveniently. 

7. Equations (3)， (4)， (5) and (6) yield di妊erentialequations (7) and (8) respectively for 

curve CH and curve Cy・ Asit is difficult to integrate these di妊erentialequations， curves Cn 

and Cy were drawn， in four figures (a) and (b) of Fig. 1 and Fig. 2 of the text， directly from 

them by the use of the electronic computer. In each of the four figures， the curves are 

similar to one another with respect to origin 0 of the polar coordinates. This is because the 

di妊erentialequations have their right sides independent of radial coordinate r. 

8. Principal stresses are represented in Fig. 1 (c) and Fig. 2 (c) by two straight segments 

crossing each other. The segment with arrowheads at its ends r巴presentsa principal stress 

that is tension and positive in sign， while the segment with nailheads at its ends represents 

a principal stress that is compression and negative in sign. Of the two principal stresses 

crossing each other， the algebraically greater (or smal1er) one is designated the first (or third) 
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principal stress (]， (or σ3)， and the absolutely greater (or smaller) one is designated the strong 

(or weak) component. 

9. Let the principal stresses crossing each other be called ‘single principal stress' ab-

breviated to SP if their weak component is very small in absolute value as compared to their 

strong component， and let them be called ‘perfectly single principal stress' abbreviated to PSP 

if their weak component completely vanishes. It is shown that curve CH and curve Cv pass 

a point of SP in almost the same directions and they pass a point of PSP in quite the same 

direction， provided that the strong component of the SP and of the PSP is directed apart 

from both the horizontal and the vertical. 

10. The principal stresses crossing each other are SP with their strong component ob-

liquely directed everywher巴 inFig. 1 (c)， except on broken straight line Bo where they are 

PSP. In this case of an upward increasing snow cover， curve CH and curve Cv should pass 

every point in it in almost the same directions， with the result that curves CH in Fig. 1 (a) are 

nearly smilar in shape to curves Cv in Fig. 1 (b). 

11. If the tangent to curve CH makes angle (<p -rt) at a point with that to curve Cv， 

then (ψ-rt) satisfies Eq. (11) of the text， where r' =σ，;σs and αis the angle between五rst
principal stress (]， and the horizontal. Angle (<p -rt) is a righ t angle， if 〆=:t 1 or ifαequals 
o or a right angle. In case of the downward increasing snow cover of Fig. 2， r' = -1 on 
broken straight line B1 and α=0 on broken straight line B2・

12. As stress components always vanish on the tangentiaI plane to the surface of a snow 

cover， principal stresses must be PSP on surface So and their strong component coincides in 

direction with the tangent to it. This is tru巴 aslong as the surface is stressed. Curve CH 

and curve Cv both pass a point of PSP in the same direction as that of the strong component 

of the PSP. Therefore curve So representing the surface of a snow cover becomes， if it is 

stressed， a curve CH and a curve Cv simultaneously 

13. Let 1 denote the value of the strong component of PSP on surface So and let dI/dx' 

denote the rate of change in 1 downward along it. Curves CH and Cv can be determined in 

directions in the neighbourhood of surface So from 1， dI/dx' and ()'， if 1 does not vanish， that 

is， if surface So is stressed. 

14. In Fig. 3 of the text， four lines So represent the surface of a snow cover incIined 

by angle ()' against the horizontal. Though not shown in the Figure， each of points 0; (i = 

I 

Pi・
15. In case 1宇0，angles <p' and ψ， are given by Eqs. (18)， (19) and (20) of the text， in 

the right sides of which parentheses are used to show the value at points Oi of the paren-

thesized quantity. For instance， (I) is the value of 1 at points Oi. Letters p and 9 are respec-

tively for density of snow and acceleration of gravity. As i〆andrt' are proportionaI to dz'， 
they are both very smal1 and decrease in absolute value as points Pi approach points Oi' 

Therefore curves CH and Cv Ii巴 nearlyparallel to surface So in its neighbourhood， and， if 1 

does not vanish in some extent of surface So， they continue nearing it in that extent. 
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16. 8igns (十 or一)of〆andψ， are related in ten di妊erentways to those of (I)， (Fy) 
and (dI/dx'). These ten di妊erentrelations are listed and i11ustrated respectively in Table 1 

and Fig. 3 of the text. The second relation is realized in the upward increasing snow cover 

of Fig. 1， while the first relation is realized in the downward increasing snow cover of Fig. 2. 

1t is noted that the curves in these Figures may change substantially in shape and the above 

relations may shift to those of other numbers when αo and s are chauged to angles other 
than 300 and 180 respectively. 

17. When 1 = 0， angles rp' and o' are respectively given by Eqs. (21) and (22) of the text. 
As the angles are independent of dz'， curves CH and Cy reach surface 80 in making with it 

an angle of finite magnitude including zero. 1n case of Fig. 1 (a) of Paper XS) referred to in 

Article 2， q can be written I/wo， because (]~ can b巴 replacedwith 1 in Eq. (17) of that Paper. 

1n the same Figure， curve CH of q = 0.0 makes an angle of S〆=-66.60 with surface 80 on 
reaching it， while curve Cv of qニ0.0never reaches the surface， because angle ψ〆equals0 
everywhere in the snow cover of whatever value q may be. 

18. As 1 does not change along surface 80 in Fig. 1 (a) of Paper X， dI/dx' turns out to 

be zero. Therefore， the third and fourth relations of Table 1 are true for the curves in that 

Figure when q di任ersfrom O. The third relation holds for q greater than 0:〆ispositive 
and curve CH approaches surface 80 downward. The fourth relation holds for q smaller 

than 0:〆isnegative and curve CH approaches surface 80 upward. Curve Cv lies parallel 
with surface 80， because o' vanishes always as noted at the end of the previous Article. 


