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斜面積雪の挙動の研究 XIII水

一一円形積雪のなかの曲線CHと曲線Cv一一

吉田 }I民五

(北海道大学名誉教援)

〔昭和58年 9月受理〉

1. まえがき

等高線が長い平行直線群の山につもった積雪は，等高線に直角な「流動面」内を 2次元

流動として流下する。筆者は，今の論文に先だっ同名の 5論文で，この種の積雪内に生ずる応

力について理論的考察を進めてきた1)-4)。第3番目にあたる論文IX2)では，積雪内の応力分布

が知られれば描くことのできる 2種類の曲線を流動面内に考え， それぞれに曲線 CHおよび曲

線 Cvの名をあたえた。低温科学研究所の雪害科学部門が，実際の山につもった実際の斜面積

雪について，その内部に生ずる流動歪速度を実測してきたし また，実測しつづけている九

上記の 2種類の曲線を導入したのは，この実測歪速度から斜面積雪内の応力を算出するのに使

うためであった。

うえに， 曲線 Cuと曲線Cvとは， 流動面内の応力分布をもとにして描かれると述べた。

しかしそれは，定義のうえでのことである。両曲線は，応力分布の代りに，歪速度の分布と

塑性粘性係数の分布とが知られていれば描くことができる。ある点で，歪速度の値と雪の塑性

粘性係数 νの値とがわかれば，その点での両曲線の切線の方向が定められるからである。実

際，そうでなければ，実測されるのは歪速度であって応力自体ではなし、から，両曲線を歪速度

の実測からの応力決定に用いる方法は意味を失う。ただ，歪速度は，流動面に粗く分散した点

でしか実測されない。それゆえ，曲線 CH にせよ曲線 Cvにせよ，それらの切線の方向は，粗く

分散した点で、しか指定されないわけである。したがって，これだけをもとにして両曲線を正確

に描くことは難しい。

この困難を緩和するためのひとつの方法として，両曲線の特性を知っておくことが考えら

れる。それで，論文 X3)では，無限に長い平面状斜面に一様につもった積雪のなかの両曲線を

図示し，論文XII4)では， 同様な斜面に鉛直断面が模形になるようにつもった積雪のなかの両

曲線を図に描いた。いずれも，内部応力が理論的に計算できる仮想積雪である。描かれた両曲

線の考察から，両曲線の特性の一部を明かにすることができた。しかし，形が簡単な上のふた

つの積雪では，内部応力も簡単で，両曲線の特性のうち出現し損じたものが多いであろうと

想像される。それで，この論文XIIIの第11章では， なお未知の特性を少しでも多く探しだす
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40 吉田 JI頂五

ために，上のばあい比べると応力がかなり複雑な円形積雪のなかの曲線 CHと曲線 Cvとを考

察する。そして，円形積雪の流動面内に，両曲線の切線の方向が分散して指定された場合を想

定し，それから，両曲線のすでに知られた特性を利用しつつ，両山線を構成することを第III章

で試みる。

円形積雪とは，鉛直断面が半円形の，直線状に長くのびた)毛恨または谷の斜面に，一様な

厚さでつもった仮想積雪である。積雪は密度が均一な非圧縮性粘性流体とする。円形積雪のな

かの応力は，筆者がすでに理論的に定めてある6)。 曲線 Cuおよび曲線 Cvの説明は，論文 X3)

および論文XII4)の「まえがき」に要約してあるから，ここでは省く。

11. 円形積雪内の曲線 CH および曲線 Cv

1. 円形積雪およびそのなかの応力

第 1図(a)にある半径Rの円 Gは，水平に横わる，土でできた円筒の鉛直断面で、ある。円

筒の表面には，一様な厚さの雪層が管の形ではりついている。半径Sの円 S。が，管状雪層の

外面，すなわち，積雪表面の断面を表す。重力の作用で管状雪層内に応力が生ずる。管状雪層

は，密度 pが一様な非圧縮性粘性流体であり，土の円筒の表面Gにはりついたまま，そこで滑

らないとしよう。すると，管状雪層の境界面は，表面である円 S。と底面である円 Gとのふた

つだけだから，表面白のうえの応力成分は消失するとの一般条件を加えると，境界条件が完全

に与えられ，管状雪層のなかの応力は一義的に定まる。この応力を受けた管状雪層の上半分が

「まえがき」で、述べた尾根の上の円形積雪である。 また，円 Gの上半分が尾根の表面の断面で

ある。半径Rも半径Sも，実際には非常に長い。この円形積雪は上にむかつて凸だから， I凸

円形積雪」とよぶ。

A 
(b) z=RIS=4J3 

C 

C 

(a) 

T A' z=RIS=314 

第1図 円 71手積 E5・の原形



斜面積雪の挙動の研究 XIII 41 

第 l図(b)の円Gは，土のなかに水平に掘られた長い円筒状のトンネノレの断面で、ある。 ト

ンネルの内壁に，一様な厚さで円管状の雪層がはりついて，いる。管状雪層の性質は前のばあい

と変らないとし，その内(外)面の境界条件を前のばあいの外(内)面の境界条件とおなじにとる

と，管状雪層内の応力が定まる。この管状雪層の下半分が「凹円形積雪」で， rまえがき」での

ベた谷の斜面につもった円形積雪である。円形積雪は，凸形であっても凹形であっても，徐々

に円形斜面を流下して形を変えるから，定常状態にあるのではない。

第 1図の面は流動面である。この図に示した極座標 (r，O)を用い，

C=r/5， Z=R/5， J=Z2/2(1+Z4) (1 ) 

とおくと，円形積雪内の応力成分 (σr，(]o， '['10)は，雪の密度を pとし重力加速度を gとして

叫吋仰/伊川ρ

σ仰 R=士(cosO/Z) {c -J((-3+3()}， 

'，o/pgR =士(呂lnθ/Z)J(C-3_C) 

(2 ) 

(3 ) 

(4 ) 

で与えられる。これは文献 (6)の式(5)にほかならない。複号の+は凸円形積雪に， は凹円形

積雪に用いる。変数Cの変域はZと1との間だが，凸円形積雪のばあいはZが1より小さく，

凹円形積雪のばあいは Zが1より大きい。

2. 円形積雪のなかの曲線 CHと曲線 Cv

円形積雪の流動面のなかに，任意に点Pを考える。点Pにおける，座標 rが増す方向の単

位ベクトルを k，rに垂直で座標。が増す方向の単位ヘクトルを iとする。点Pを中心とする

水平微小面 dSH の上側の面の上の応力成分ベクトルをfH で，点Pを中心とする流動面に直角

な鉛直微小面dSvのθが増大する側の面の上の応力成分ベクトルをfvで表す。すると， 点P

での座標(ヘθ)に関する応力成分 (σ円 σ0)T' rfJ)を用いて fHとfvとが

土fH = (-aosin θ+， rO COS 0) i + (σγcosO-'TosinO)k， (5) 

-:i:.fv = (σo cos θ十'，0sin θ)i十(σγsmθ+σo cos θ)k (6) 

と書かれる。複号のうち+は凸円形積雪用，ーは凹円形積雪用である。

ベクトル fH(fv)とベクトル -fH(-fv)とは，向きは逆だが方向は同じである。それで，曲

線 CH(Cv)の点Pにおける切線は土fn(土fv)と方向をともにするといえる。かくして，凹凸両

円形積雪に共通に，式(5)を用いて曲線CH の微分方程式が

dr/rdθ=  dC/Cdθ= tan 'fJ' 

=(σr COS θ-'，0 sin 0)/(一向sin0+"8 cos 0) 

と書かれ，式(6)を用いて曲線Cvの微分方程式が

dr/rdθ=  dC/Cdθ= tan ψF 

=(。γsinO+"ocos θ)/(σo COS θ+"0 sin 0) 

(7 ) 

(8 ) 

と書かれる。式(7)の〆と式(8)のザとは，次のような角である。第1図(札 (b)に示したよう
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に，点Pから，rに直角に，凸(凹)円形積雪の θが増大(減少)する方向に直線Tをひく。直線

Tの方向から反時計まわりに，fll(fv)あるいは -fll(-fv)の方向に， π/2と-7':/2の間にある

ような角をはかる。その角が〆(ψ')で，第 1図(a)，(b)に例示してある。

微分方程式(7)および(8)の (σr，σ8，TJO)に式 (2)，(3)， (4)を代入して積分すれば， 曲線 Cuお

よび曲線 Cvを表す式がえられる。しかし，曲線 Cuの微分方程式(7)の積分は困難である。そ

れで電子計算機に，数値計算により，微分方程式から直接に山線 CII を拙かせた。それがおf~2 

図(a)と第3図(a)との曲線である。

曲線Cvの微分方程式(8)は積分できて，

A=釘(1+Z4)， B = (1-.22+Z4)/Z(1+Z4)， C =積分常数

」

「一

c

一一-'
1
 

-
ロ
u
一一
〕

一

c
-

d

 

(bl Cv 

C 

ー1.1395

ー1.1600
C -1.1800 

4 一11887

5 1-1.2000 

6 1-1.2500 

7 1-1.3000 

第2図 凸円形積雪内の (a)曲線群 CH，(b)曲線群 Cv，(c)主応力。実線 Soまたは点線 Soは積雪

表面，実線 Gまたは点線 Gは地面，破曲線 Boは完全単独主応力線，破曲線 Bj， B( f:t 
純粋勇断歪曲線，破曲線 B2'Bfは水平鉛直主応力線。 z=R/S= 3/4 
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とすれば

山 ={A山 4)+αい(t，?-l)(BI，;Z-A) (9 ) 

の解がえられる。この解 (9)は，凸凹両円形積雪に共通である。ただ， cの変域に，前節の最後

で述べた違いがある。第 2図(b)と第3図(b)とが，積分常数Cの値をいろいろに変えて，式(9)

にもとづいて電子計算機に描かせた曲線Cvである。

曲線群Cvは，凸凹両円形積雪の上部で複雑な様相を呈する。それで曲線群 Cvの上部を

拡大して第4図に描いた。第2，3， 4図に書きいれた数値表は，式(9)にある積分常数Cの値で

ある。曲線群 Cvのうちに番号をつけた曲線がある。数値表は，その番号のついた曲線を描く

C 
-0.645 

(a) 

C H 

ハV

. ・.• 

第 3函 凶円形積雪内の (a)曲線群 CH，(b)曲線群 Cv，(c)主応力。実線 Soまたは点線 Soは積告

表面，笑線 Gまたは点線 Gは地面，破曲線 Boは完全単独主応力線， 破曲線 B"Biは

純粋勇断歪11b線，破曲線 B2， Bfは水平鉛直主応力線。 Zニ RjS=4j3
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のに用いたCの値を示す。 この積分常数Cは， 前論文XIIの式(1)にある副変数avにほかな

らない。

凸円形積雪は頂上を通る鉛直線について，凹円形積雪は谷底を通る鉛直線について，それ

ぞれ，左右対称である。それで第2図には前者の右半分だけを，第3凶には後者の左半分だけ

を示した。両図 (c)の主応力を表す十字線で，両端に矢尻の印をつけた直線は張力であり，釘の

頭の印をつけた直線は圧力である。それぞれ，その長さで，張力あるいは圧力の強さを示す。

なお，両図において，点線あるいは実線の四半円 Soは積雪表面を，凹半円Gは地面を表す。

3. 積雪表面付近の曲線 Cnと曲線 Cv

前論文XII4)の第III章で， 曲線 Cnおよび曲線 Cvの積雪表面ちかくでの方位を一般的に

論じた。 積雪表面を表す流動面内の曲線S。を直線としての理論ではあったが， そこで注意し

たように，この理論の結果は，曲線 S。が円形積雪の表面1111線のように奇曲していても，用いる

ことができる。円形積雪においては，前節で説明し第 1図に示した直線Tを，論文XII第3図

の破線 Spと考えればよい。直線Tを破線 Spにおきかえれば，前節で定義した角〆， ψrが前論

文XIIの角〆， <t'と全くおなじ意味をもっ。

前論文XIlで，積雪表面の完全単独主応力の強成分を Iで表した。円形積雪の Iは，第2

図(c)第3図(c)にみられるように，両図の点 Cを除けば，積雪表面上すべての点でOでない。

前論文XlIで， 1がOでなければ，積雪表面付近での曲線 Cuと山線 Cvとの方位と方位関係と

が，1と211/21どと Fvとの正負によって， 10箇の場合に区別しうることを述べた。そして，そ

の10箇の場合を前論文XIIの第1表と第3図とに取りまとめた。

凸円形積雪の Iは，第2図(c)にみられるように，符号が正の張力で，斜面をくだるにつれ

減少する。よって，前論文XIIの表現を用いれば，表面上すべての点で，211/21どが負である。

凹円形積雪の第3図(c)では， 1が圧力すなわち負で，絶対値は斜面をくだるにつれ増大する。

よって，このばあいもまた，211/21どが表面上すべての点で負となる。

前論文XlIの式(18)により Fvは，雪の密度 pおよび重力加速度gを用いて

Fv = pg+sin e・o1/ox' (10) 

と定義された。角。は，今のばあい，直線Tと水平方向との聞の角である。これは，凸凹両円

形積雪のばあいともに，極座標の片方として用いている角。にひとしい。次に示すとおり，第

2図の凸円形積雪においても，第3図の凹円形積雪においても Fvの符号はともに正である。

円形積雪の Iは，積雪表面S。のうえの (]Qにほかならない。よって， 1は，式(3)でc=r/S

=1とおいてえられる σQ，すなわち

1=土pgR(cos e/Z) (1-4J) 

で与えられる。凸円形積雪および凹円形積雪のそれぞれにおいて

。1/ox'= d1/SdO および o1/ox' = -d1/SdO 

である。よって，Z=R/Sを考慮すると，凸凹両円形積雪共通に

。I/ox'= -pg sin 0(1-4J) 

(11) 

(12) 
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の関係が成立することが判る。第2図のばあいには Z=3/4で第3図のばあいには Z=4/3であ

るが， どちらの Zの値をとっても， (1-4J)は 0.1454にひとしい。それゆえ，式(10)は

Fv = ρ17(1-0.1454・sin2B) (13) 

と書かれる。すなわち，第2図の凸円形積雪においても第3図の凹円形積雪においても Fvの

符号は正である。

4. 積雪表面付近の曲線CHと曲線Cv(つづき)

結局，両円形積雪共通に，eJI/aどは負でFvは正である。よって，前論文XII第1表の第5

と第6とのばあいがそれにあたる。 そして，第5が，1が正である第2図の凸円形積雪のばあ

いを，第6が，1が負である第3図の凹円形積雪のばあいを与える。以上は， θが0
0
から 90

0に

いたる積雪表面全体にわたって真である。ただ，この Oの変域の一方の端の 8=90
0 の点では，

すなわち，第2図および第3図の点 Cでは 1がOであるため， うえのことが成りたたない。

論文XII第1表の第5のばあいには， rp'が正でい'が負である。それゆえ，表面S。の全体
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にわたり，少くともそのすぐ内部で， 曲線 Cnは下手指向であり， 曲線 Cvは上手指向のはず

である。上手指向や下手指向，また，すぐあとにでてくる上手漸近や下手漸近などの用語の説

明は前論文の第III章第2節にある。第2図(a)，(b)をみると，両曲線が，表面S。からかなり

の距離内部にひろがる範囲内で， TI='にそのようになっている。 曲線群 CIlは，そのおのおのの

曲線が， この範囲内で下手指向をつづけるから， その全体が表面S。に下手漸近して， }，~( cで
表面白に到達する。曲線群 Cvの各曲線は，山線 CH のばあいよりさらに広い範間内で上手指

向をつづけ，表面Soに上手漸近する。しかし，このばあいには，表面S。に到達しない。

論文XII第1表の第6のばあいには，cp'が負でψrが正である。それゆえ，曲線 Cnは上手

指向，曲線 Cvは下手指向である。実際，第3図(a)の曲線群 CHは，表面S。付近だけに止まら

ず，積雪層全体にわたって上手指向である。 その全部の曲線が表面Soに上手漸近し，点Cで

それに到達する。曲線 Cvの下手指向は，第 3図(b)の，0がO。から 75
0

にいたる領域内にある

表面 S。の近くで，明らかに認められる。第4図(b)は，第3図(b)の上部 oが700から 90。に

いたる部分の拡大図である。この図から，0のこの範囲でも，表面S。の極めて近くでは，曲線

Cvの下手指向であることが判る。つまり，第3図(b)の積雪表面上部の近くでは，上手指向を

しながら地面側から昇ってきた曲線 Cvが，表面 S。に接近すると折返し，指向を下手に転換し

て，表面 S。に沿って，それにすれすれに下降しはじめる。よって，第3図(b)の曲線 Cvも，表

面S。の全体にわたって，その近くでは下手指向なのである。

111. 歪速度の実測値をもとに掛かれる円形積雪内の

曲線 CHおよび曲線 Cv

1. 曲線 CHおよび曲線 Cvの切線図

この論文XIIIに先だっ5篇の論文1)-4)で，筆者は，積雪を圧縮性粘性流体として，実際の

斜面積雪内で測定される歪速度の値から応力を定めるための理論を進めてきた。 曲線CHと曲

線Cvとを用いる理論である。 圧縮性粘性流体の物理常数は密度 pと粘性係数マと塑性ポアソ

ン比 νとの 3箇である。ところが，積雪の甲は，論文IX2)の第IV章第2節で指摘したように，

その値が不安定で、ある。それで，筆者は，塑性ポアソン比 νは用いるが粘性係数万は使わない

理論をたてたわけで、ある。最近，大泉と藤岡7)とが，野外の積雪について万と νとを測定した。

その結果から見ても， νは安定であるが万は不安定である。 もし，甲の値が使用に堪える程度

に安定であったならば，歪速度の実測値から直ちに応力を算出できて，筆者の理論は不用とな

ったであろう。ただ，あとで述べるように，曲線 CHと曲線Cvとには，歪速度から応力を決定

すること以外にも，用途がある。

「まえがき」で述べたように， 流動面内のある点で歪速度の主値 eJ， e3と塑性ポアソン比 ν

の値とが知られると，その点での両曲線の切線の方向が定められる。論文IX2)の第IV章第3

節にあるように

r = eJ!e3， r' =σJ!σ3 (14) 

とおくと
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(15) 

によって Tから γが求められ， この γ:を用いで

tan ip = (r' tan α+cot α)/(r' -1) ， tan ψ=(γ-l)/(r' cot α十tanα(16)

として，粘性係数ηを用いずに，角?と角ψとが定められる。上の式の(1¥>σ3は主応力で，

σ1> (13の関係にある。歪速度についても e1>むとなるように両主値をえらぶ。角 αは，水平座

標 Z の正の方向と e1の方向との間の角で，e1および ε3とともに実測によって求められる。角¢

と角。とが，それぞれ，曲線 CH と曲線 Cvとの切線まで， 水平座標 Z の方向から測った角で、

ある。これらの角によって両曲線の切線の方向が定められることはいうまでもない。これから

先，第 1図に示した水平座標 X，鉛直座標 zをしばしば用いる。角 ip，<tに角 θを加えれば，

前章で用いた角 ip'，ψFとなる。

歪速度の実測は，すなわち Ebe3，αの決定は，実際上，流動面内にまばらに分散した点で

しか行えない。また，積雪表面および地面での実測も不可能で、ある。 うえの方法による角¢お

よび角ψの決定は，これら分散した実測点でのみ行える。流動面内の各実測点で，雨曲線の切

線の方向を短い線分で表示した図を「切線図」と呼ぶことにする。

2. 凸円形積雪の CH切線図，水平鉛直主応力線

第5図は，第2図の凸円形積雪の切線図である。図 (a)が曲線 CH の切線図，図 (b)が曲線

Cvの切線図である。 線分の方向を (5)式 (6)式のベクトルfn，fvの方向と同じくした理論的切

線図ではあるが，歪速度の実測値から前節の方法によって作った切線図と，これを想定する。

歪速度の実測点は，角 θが100おきの直線 10本のうえに，それぞれ5箇づつあったとした。

第5図(a)に分散分布した線分の方向をたよりにしても，第2図(a)に示された正しい Cn

曲線群に近いものが描けるであろう。しかし「等傾斜角線」を利用した方が，正確度の高い曲

線群がえられると思われる。各歪速度実測点に角vの数値を書きこみ，相となる 2箇の実測点

を結ぶ直線上に，たとえばpが300に等しい点を内挿法で定める。この点を，仮に，300点とよ

ぶ。たくさんの 300点が求められるから，それらを通る曲線をひく。 この曲線が300の等傾斜

角線である。いろいろな角度の等傾斜角線をひき，その角度でその等傾斜角線を通過するよう

にたどりつつ曲線を描いてゆけば，かなり正解な CH曲線となるであろう。

ある点で角vが900ならば，その点を中心とする水平微小面dSn上の応力成分ベクトルfH

の方向は鉛直である。すなわち， このんは，ふたつある主応力の一方にほかならない。他方

の主応力は水平なれで与えられ，角ψはO。にひとしい。 したがって 900の等傾斜角線上で

は，どこでも，一方の主応力は水平で他方の主応力は鉛直である。このことを表すため，900の

等傾斜角線を「水平鉛直主応力線」と名づけよう。主応力と主歪速度とは方向が同じだから，

水平鉛直主応力線は「水平鉛直主歪速度線」でもある。よって，水平鉛直主応力線上では，ど

の点でも，角 αが0
0
か900である。それゆえ，歪速度実視IJ点に αの数値を記入し;先にのベ

た内挿法で、日が0。か900の点を多く定め，それらを通過する曲線を描けば水平鉛直主応力線が

えられる。つまり，水平鉛直主応力線は，角ψや角ψを計算によって求めなくても，実測され

る角 αから直接に作成できる。
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第5図 凸門形積雪の (a)曲線 CHの切線図.(b)曲線 Cvの切線図

第2図の破曲線 B2が凸円形積雪の流動面内にある水平鉛直主応力線である。角vが900

だから曲線町~ Cnは山線B2を鉛直方向に通過し，角ψが0。だから曲線群 Cvは曲線B2を水平

方向に通過するはずである。第2図(a)，(b)では，正にそのようになっている。また，同図の頂

上にある， 点Aと点 A'とをむすぶ鉛直破線 B2も水平鉛直主応力線である。 これは， 鉛直線

OAの左右にすべての事情が対称であることから判る。前論文XIIの下方増大模形積雪にも水

平鉛直主応力線があった。同論文の第2図に，おなじく破線B2として示されている。

式(1)-(4)を用いると，水平鉛直主応力線が次のようにえられる。第1図(a)の破線Tの方

向と，点Pにおける第1主応力 σ1との聞の角を χとすると， χはα+θ にひとしい。そして

tan 2χ = 27:ro/(σ8一σγ) (17) 

の式がなりたつ。それゆえ， この式でZをovこ等しくおいてえられる

t山 =1+2[{1+(び/2J)+び}/(1一び)J (18) 

が水平鉛直主応力線の方程式となる。第2図の破曲線B2は，この式によって描いた。
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3. 凸円形積雪の Cn切線図，水平切線点曲線

曲線 Cnの切線図である第5図(a)で，。が500 から 800 にいたる範囲をみると，積雪表面

Soのすぐ、内側にある歪速度実測点の線分は右さがりで，角¢が負であることを示している。し

かし，そのさらに内側の実測点では，線分が右あがりでpは正に変わる。したがって，表面白

の内側~，第 1番目の実測点と第2番目の実測点との聞には，'PがOにひとしい 00 点が存在する。

この点に別名「水平切線点」を与えよう。角 θが 10
0
から 40

0までの範囲では，表面S。のすぐ

内側の実測点の線分が，角¢が正の右あがりである。前論文XIIの第 II章第 6節で，積雪表面

白は，特殊な条件がない限り， 岨般に曲線Cnでもあり曲線 Cvでもあることを証明した。 今

のばあい，表面白を曲線 Cnとみると，その¢は一θにひとしい。つまり，表面白上のヂは

負である。 よって，100と400 との聞の Oの領域では，表面 S。とそのすぐ内側の歪速度実測点

との聞にO。点，すなわち水平切線点がある。

内挿法により以上の水平切線点を定めると， それらを通過する 00の等傾斜角線である

「水平切線点曲線」を描くことができる。いろいろな角度の等傾斜角線をひくことにより，第2

図(a)に極めて近い最高点のある曲線群Cnが描けるはずである。その際，水平切線点曲線は，

その最高点の位置を与えるものとして殊に重要な役目を負う。

水平切線点を中心とする水平微小面 dSn上の応力の垂直成分。zはOである。したがって，

この dSn上の応力成分を表すモール応力図上の点は， 勇断応力 Tの座標軸上にある。応力円

は，その点を通過しなければならない。よって，応力円は垂直応力 σが正の範囲と負の範囲と

にまたがって存在し，第 1主応力 σlは正，第3主応力 σ3は負となる。すなわち，主応力比

r'=σ1/σ3は負で r'は論文Xの第 III章第4節で定義した領域 Cか領域Dかに属する。 この
ことは，式(16)で¢をOとおくと

γ-cot2α (19) 

になることからも判る。曲線 Cnに水平切線点があったら，その点の (]1は張力であると判断し

てよいわけである。

積雪表面S。とそのすぐ内側の査速度実測点との聞では， 曲線CHが， すべて表面白に下

手漸近する。 これは，前論文XIIの第 III章にある， 積雪表面付近の曲線 CnV;こ関する一般論

からいえることである。さらに，曲線 Cnがみな第5図の点 Cに集ることもいえるが，その理

由の説明はあとで書く論文にゆずる。

角vが90
0にひとしい鉛直切線点をつらねる「鉛直切線点曲線」は，前節の水平鉛直主応

力線にほかならない。

4. 凸円形積雪の Cv切線図，完全単独主応力線

第5図(b)のCy切線図の上部，。が0
0，100， 200の直線のうえにある 15箇の線分のうち，

中央の線分M が異常な方向を指している。ほかの 14箇の線分は，積雪表面 Soおよび地面G

とほぼ同じ方向に揃っているのに対し， 線分 M だけは強い右あがりの方向である。 このよう

な線分群に方向があうような曲線群Cyを描くことはむつかし¥.，、。

角。が300の直線上の，地面 Gに近い 2箇の査速度実測点を，第5図の (a)図と (b)図とに
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ついて比べると，線分の方向が，ふたつの実測点で、それぞれ，ほぽ・致している。これから，

この 2箇の歪速度実測点のちかくに，曲線 Cnと曲線 Cvとが方向をともにする点があると，す

なわち，主応力が完全単独な点があると推定される。ある曲線上のすべての点で主応力が完全

単独であるとき，その曲線を「完全単独主応力線」とI呼ぶことにしよう。すると， うえの推定

は，地面 Gのうえ 0が30
0に近いある点から，完全単独主応力線が出発しているのではないか

との想像を誘いだす。 もし， この完全単独主応力線が線分M の方向に伸びてゆくとしたら，

線分M の異常な方向に説明がつくかも知れない。

完全単独主応力の主応力比γはOか正負の無限大かである。応力比がJE負無限大の完全

独主応力は張力であって，発生が稀である。それに反し，r'がOの完全単独主応力は圧力で，発

生の機会が多い。それで r'がOの完全単独主応力線を求めることにする。歪速度の実演1)によ

って知られる r=Sj/らと塑性ポアソン比 νとを用いて，式(15)により γの{直を計算する。その

r' ~こは，符号が正のものと負のものとがあるであろう。符号がJE の r' の分布範囲と符号が負の

γの分布範囲との境界線がγがOにひとしい線，すなわち，完全単独主応力線である。計算さ

れたγの値を歪速度実視Ij点に書きこみ，内挿法で r'がOにひとしい点を数多く定め，それら

をつないで完全単独主応力線を描く。理論的に求めた完全単独主応力線が第2図の破曲線B。

である。これに近いものが描かれるであろう。破曲線B。の方程式は，次の第5節で示す。

破曲線B。上では，曲線 Cnと曲線Cvとが共通切線をもっ。曲線群Cnはすでに知られて

いるから，破曲線、B。上に山線Cvの切線の方向を示す線分を書きならべるととができる。あと

で書く論文で述べるように， 完全単独主応力が鉛直な点では2本の曲線 Cvが交文しうるし，

また，山線 Cvは閉曲線となることも可能である。これらの事情をもとにすれば，線分Mの異

常な方向にも説明がつき，凸円形積雪上部の複雑な曲線群 Cvを，第2図(b)ほどには正確でな

いにせよ，描きうるのではあるまいか。前論文XIIの上方増大模形積雪にも，同論文の第1図

に破直線B。として示された完全単独主応力線があった。

5. 凸円形積雪の完全単独主応力線の方程式

完全単独主応力線である第2図の破曲線Boを与える方程式は次のようにして求めた。主

応力 σは

σ2-Aσ十B= 0， A = σγ 十 σ。 B σTσ。 -T~O (20) 

のふたつの根 σlおよび σ3である。主応力が完全単独であるためには， ふたつの根の一方が0

でなければならない。上式の BがOならば，この条件がみたされる。上式の Bは，ふたつの

根の積町内にひとしし、から r'=ajlσ3と正負の符号が共通である。前節で、のベた通り，破曲線

B。はr'がOにひとしい曲線である。これからも，破曲線 BoはBをOならしめる曲線であると

いえる。式(1)-(4)を用いると，B=Oの式は

c山 =Jヤーの/{北 2-4J2+(1-山 2十(1-2J) (4} (21) 

となる。 この凸円形積雪の破曲線Boを定める方程式は， おなじ形のままで，第3図の凹円形

積雪の完全単独主応力線B。の方程式として使える。

応力比γも式(20)のBも，流動面内で位置の連続関数として変化するから，完全単独主応
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力線をまたぐとき以外は符号を変えない。それゆえ，完全単独主応力線は流動面を r'および

Bが正の領域 Dp と負の領域 DNとに分かつ。前節で，曲線CH の水平切線点では， rrが負であ

るとのベた。 したがって， 曲線 CHに水平切線点が出現するのは領域 DN内に限られる。すな

わち，曲線 CH に，上昇したのち下降する凸部あるいはその逆の凹部がありうるのは，領域 DN

内だけである。 これは歪速度の実測から曲線CH を構成する際に役立つ知識となるであろう。

第2図では，破曲線B。の左下側に領域Dpがひろがり，破曲線B。の上から右下へむかつて領

域 DNが伸びる。そして，曲線群 CH には，凸部が領域 DN内にあり，領域 Dp内では凸部も凹

部もない。

曲線 Cvが横にふくれだした場合，その最も左よりあるいは右よりの点で切線が鉛直に立

つ。すなわち，これらの点は「鉛直切線点」となる。曲線CH の水平切線点でと同様に，曲線

Cvの鉛直切線点ではr'が負である。よって，曲線 Cvの鉛直切線点は，出現するとすれば，領

域 DN内に限られる。第4図(a)の曲線 Cvのうちに番号 1，2をつけたものが，左端ちかくと右

端ちかくとにある。 いずれも，右の方へ或は左の方へふくれだし，破曲線B。と交るところに

鉛直切線点を持つように見える。 しかし，鉛直切線点は領域 DN内にしかありえないから，実

際の鉛直切線点は， 破曲線B。よりわずかばかりでも上にそれた位置にあるに違いない。 この

ことは，破曲線B。上の完全単独主応力の方向がほとんど鉛直であることによる。点Kで，そ

の方向が正確に鉛直となり，そこで2本の曲線 Cvが交叉する。論文Xの第 1I章第2節のおわ

りで，完全単独鉛直主応力の点では曲線 Cvの交叉がおこりうると述べた。この点 Kでの交叉

がその例である。

曲線 CH の鉛直切線点曲線が水平鉛直主応力曲線と一致したように，曲線Cvの水平切線

点曲線が水平鉛直主応力線と一致する。水平鉛直主応力線で、ある第4図(a)の破曲線B2を，曲

線Cvはみな水平に横切っている。

第5図の切線図を作る想定歪速度実測の結果をもとにして描かれる破曲線 B。と破曲線 B2

とは，正確でありえない。しかし， ρが0。と 300との聞については，両曲線が，少くとも接近

しては，ヲ|かれることになるであろう。 また，実測される角 αから，破曲線B。上の完全単独

主応力の方向が鉛直に近いこともわかる。すると， 曲線 Cvの切線が鉛直になる可能性と水平

になる可能性とのある狭い帯状領域が，接近してヲlかれた両曲線にそって伸びることが知られ

る。曲線 Cvは連続的に方向をかえる。よって，この帯状領域内で，曲線 Cvの切線は，水平方

向から鉛直方向にいたるいろいろな方向をとるに違いない。第5図(b)の線分M の異常な方向

は，そのいろいろな方向のうちのひとつとして説明される。

第3図の凹円形積雪の流動面内にも，完全単独主応力線と水平鉛直主応力線とが，それぞ

れ，破曲線B。と破曲線B2として描かれている。破曲線B。の左上側に領域 DNが，右側下方に

むかつて領域 Dpがひろがる。領域 DN内で，曲線 Cvは右の方へ軽くふくれだし鉛直切線点

の存在を示してし、る。しかし，どの曲線 CH にも水平切線点はない。

6. 純粋関断歪曲線

論文 Xの第 III章第3節で r=Edむが -1のときは，塑性ポアソン比 νの{直によらず，

r'=σ11 (]aも -1にひとしいことを， また，その逆も正しいことを述べた。主査速度比 Tが -1
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にひとしい点では，雪が純粋勇断歪をおこしつつある。それで、， r=-lの条件をみたす流動面

内の曲線を「純粋勇断歪曲線」とよぶことにする。各歪速度実視Ij点に 7の値を記入し，内挿法

でTがー1にひとしい点を数多く定め，それらを辿って純粋勇断歪曲線が描かれる。純粋勇断

歪曲線は，あるとすれば，前節で・のベた領域DN内にである。

式(20)のAはσr+σeにひとしく，。γ十σeは01+σ3にひとしい。よって，式(1)-(4)の応力

場における純粋勇断歪曲線の方程式は，AをOとおくことによって得られる。すなわち

σγ十σ 土(ρgR/Z)ω{C-1十卯一山}= 0 (22) 

から定められる

ω=  0 ， c = {2 (1-21)}日 (23) 

の直線および円を表すふたつの方程式が，凸凹両円形積雪の純粋勇断歪曲線をあたえる。第2

図と第3図とのばあい， Zの値はそれぞれ， 3/4と4/3とである。どちらの Zの値を使っても，

式(23)のCの値は0.9344になる。このCの値は，凸円形積雪のCの変域内にはあるが，凹円形

積雪のCの変域からは外れる。よって，円形の純粋勇断歪曲線は，第2図だけに，破線の円高

として，同図の (c)に描かれている。直線状の純粋勇断歪曲線。=900は，両方の図に，点Cと

点C'とを結ぶ直線Biとして示した。前論文XIIの下方増大模形積雪にも，同論文第2図に破

線B1で表される純粋勇断歪曲線があった。

式(16)は，r'が -1にひとしければ

tan rp = -cot 2αtan ψ= tan2α (24) 

となる。よって，実測された αの値から純粋勇断歪曲線上の αを内挿法で求めれば，同線上の

?とゆとが定められる。つまり，流動面内に分散した多くの点で歪速度を実測すれば，純粋勇

断歪曲線自体と， それを通過するときの曲線 CHおよび曲線 Cvの方向とを， 塑性ポアソン比

νの値を{吏わずに求めることができる。

うえの式(24)から tan(rp-ψ)が無限大であることが判る。すなわち，純粋勇断歪曲線上で

は，曲線 CHと曲線 Cvとが直交する。これは，すでに前論文XIIの第II章第8節で、述べたこ

とである。

論文 X3)の第IV章第6節で述べたように，実際の斜面積雪について行われた361回の歪

速度実測で 7箇の純粋勇断歪速度が得られた。実際の斜面積雪のなかにも，純粋勇断歪曲線

が，極めて稀にではなく，出現しそうである。

IV. あとがき

1.まとめ

曲線群 CHおよび曲線群Cvの特性を知ろうとして，論文Xから論文XIIへ， さらにこの

論文XIIIへと，流動面内応力が次第に複雑になる斜面積雪のなかの両曲線群を描いてきた。

現論文XIIIに描いた円形積雪流動面内の両曲線群は，その一方の曲線群 Cvが，期待どおりに
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前の 2論文のばあいに比べると，非常に複雑になった。 ところが， 曲線群 CH は，前の 2篇

の論文のと同様な簡単な形を持ちつづけ地面から出発して，右か左かの一方へ徐々に琴曲し

つつ，積雪表面に漸近する形である。論文IXの第III章第2節でのベた方法を使えば，流動面

内の点Pの応力が， 点Pでの角 αが0。か900に等しい場合を除き， 点Pの近傍から発して積

雪表面に達する曲線 Cnを描くことによって定められる。それゆえ， 曲線群 Cnが上記の簡単

な形であることは，査速度の実測結果から曲線 Cnを描いて応力を求める際に， 都合のよい事

柄である。 しかし，どんな斜面積雪においても，曲線群 CHがこのような簡単な形を示すか否

かは判らない。それについての理論的考察が，なお，必要である。

歪速度実測により或る点の応力を定めるには，上に述べたように，その点の近傍から積雪

表面にいたる曲線 Cnが要る。それゆえ，歪速度実測点は流動面内の広い範囲にわたって分散

させ， 広い範囲にわたる曲線群 Cnまた曲線群 Cvが描けるようにしなければならない。本論

文の第III章で，凸円形積雪の流動面全体に点を粗く分散し両曲線の切線の方向を示す短い

線分を各点に書きいれ，それを切線図と名づけた。線分の方向は理論的に定めたものだが，そ

れを歪速度実測から得たものと想定しこの切線図から両曲線を構成することを試みた。切線

図だけからでも両曲線は描けるが，あまり正確にはできない。その点を改善するため，次の 5

種類の補助曲線を導入した。

(a)完全単独主応力線:この曲線の各点を，曲線 Cnと曲線 Cvとは同じ方向に通過する。

(b)水平鉛直主応力線・この曲線の各点を，曲線 CH は鉛直方向に，曲線 Cvは水平方向に通過

する。 (c)純粋勇断歪曲線:この曲線の各点で，雪は純粋勇断歪をおこしつつあり，両曲線の切

線の方位角 1jJ， ψが主歪速度の方位角 αから簡単に求められる。 (d)水平切線点曲線:この曲線

の各点で， 曲線 CIlは上昇から下降へ， あるいは，下降から上昇へうつる。 (ε)鉛直切線点曲

線:曲線 Cvを下から上へ辿るとすると， この曲線の各点で， 曲線 Cvが，上左向きから上右

向きへ，あるいは上右向きから上左向きへ，方向をかえる。

各歪速度実測点、でえられる実演Ij値九ら αおよび別途に知られる塑性ポアソン比 νの値を

用い，上の各曲線の条件にあう点を，内挿法で，

分散した実測点と実測点との聞に定める。これら

の点を結んで，各補助曲線をひく。補助曲線上に

指定された曲線 CIlと曲線 Cvとの方向を利用す

れば，かなり正確に両曲線が描けるであろう。う

えの 5種類の補助曲線のうち，(b)と(c)とをひく

には塑性ポアソン比 νを必要としない。この 2種

類の曲線を先ず始めに描くのが得策であろう。

2. 曲線Cnおよび曲線Cvの簡単な利用例

曲線 CH と曲線Cvとは，もともと，歪速度の

実測結果から斜面積雪内の応力を算出するために

導入されたがj かにも利用法がある。次の「積 L21J -寸

雪が斜面に加える力の視IJ定」は，そのひとつの筒 第6図
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単な例である。

第6図は凹円形積雪の下部の断面，すなわち， m3図の下部である。 曲線群Cuも曲線詳

Cvもすでに描かれているとして， 地面Gの一部， 第6図の点 m と点 nとの!日J(m， n)に積雪

が加える力Fを定めることを問題とする。凹円形積雪の最低点に立つ鉛直線AA'のうえの点

は，左右の対称性から，水平方向には動かない。よって，ここに，その左の面が鉛直線AA'と

一致するように障壁W を立てても， 積雪のなかの応力状態に変化はおこらない。障壁の左仮ij

の面に多くの圧力計をとりつけ，積雪がその面上の各点に加える圧力をはかる。

点mおよび点nから出発した2本の曲線 Cvが鉛直線AA'と点 m'および点 n'で交ると

い両方の点の間 (m'，n')で -FH の圧力が測定されたとする。両曲線 Cvの間にある雪の上下

面に加えられる力は，方向がすべて鉛直である。よって，(m，n)に加えられる力Fの水平成分

はFHにひとしい。点 m および点 nから出発して上昇する曲線CHにはさまれた雪の両側面に

加わる力は，すべて水平で、ある。よって，この雪の重量Fvが力Fの鉛直成分となる。かくし

てFが定められる。 このように，曲線Cnや曲線Cvを利用すると，ある点で測定される応力

から，遠い距離にある点の応力を知ることができる。もちろん，その距離には限度がある。上

のばあい，この距離は，第3図(b)のθが60
0
より少し小さい所までである。

査速度実測点で定められる角 pと角 αとから，このばあいには外挿法で，それらの角の地

面G上での値を求めれば，曲線Cnを使うだけで力Fがきめられる。しかし， うえのように，

斜面積雪内の特定な場所に限られるにせよ，そこで直接に応力を測定する方法をとりいれた方

が，正確に近い結果がえられる。

電子計算機による計算や作図には，低温科学研究所雪害科学部門主任の藤岡敏夫教授を煩

わせた。同教授からは，その他いろいろな教示と助言をうけた。ここに記して感謝の意を表す。
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Summary 

1. As mentioned in Article 4 of the English summary of the previous Paper XIP)， curves 

CH and Cv in circular snow covers will be drawn and discussions will be made upon them in 

the present Paper XIII. Circle Gof radius R in Fig. 1 (a) of the text represents the surfaee 

of a long cylinder made of earth lying horizontally， and circle So of radius S represents the 

surface of a tubular snow cover which surrounds the earth cylinder. Gravity produces stresses 

in the snow cover. The upper half of the snow cover thus stressed makes ‘convex circular 

snow cover叩 ofwhich curves Cn and Cv should be discussed in this Paper. 
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2. 1n Fig. 1 (b) of the text， circle G of radius R represents the inner surface of a long 
tunnel of a circular section horizontally dug in the earth. A tubular snow cover is attached 

to surface G with circle So of radius S as its surface. The lower half of this snow cover 

makes a‘concave circular snow cover'8l. Cartesian coordinates (x， z) and polar coordinates 

(r，8) are placed as shown in both the figures of Fig. 1. 

3. If snow is regarded as an incompressible viscous fluid， stresses in the circular snow 

covers are given by Eqs. (1)， (2)， (3) and (4) of the text. Double signs at th巴 headof their 

right sides should be so used as + for the convex snow cover and - for the concave snow 
cover. Differential equations (7) and (8) are for curves CH and curves Cv respectively. These 

differential equations can equally be applied to both convex and concave snow covers， but the 

int巴rvalof variable ¥: in which they are available differs according as the snow cover is convex 

or concave. 

4. 1t is difficult to integrate di妊erentialequation (7)， whereas di任erentialequation (8) gives 

Eq. (9) of the text as its solution in which C is the constant of integration. Curves CH in 

Fig. 2 (a) and Fig. 3 (a) of the text were drawn directly from di紅白entialequation (7) by the 

use of the electronic computer， while curves Cy in Fig. 2 (b)， Fig. 3 (b) and Fig. 4 were drawn 

from Eq. (9)， using di妊erentvalues for C of which some extracts ar巴 listedin the Figures. 

5. Discussions will be made in this and the next Articles on the directions of curves 

CH and Cv in the neighbourhood of surface So of the circular snow covers. As seen from 

Fig. 2 (c)， 1 and dI/dx' =dI/Sd8 de五nedin Article 13 of the English summary of the previous 

Paper Xlpl are respectively positive and negative in case of the convex snow cover of Z = 

R/S=3/4. Figure 3 (c) shows that 1 turns negative whereas dl/dx'ニーdl/Sd8 keeps negative 

in case of th巴 concavesnow cover of Z = R/ S = 4/3. In both cases of the above convex and 
concave snow covers， one and the same Eq. (13) of the text gives Fv which is positive through-

out the whol巴 rangeof 8. 

6. lf the above results are compared with Table 1 of the previous Paper XIIIl， it is 

E巴巴nthat the 五fthand sixth relations of the Table should be true for the circular snow 

covers. 1n the neighbourhood of their surfaces So， the tangents to curves CH and Cv should 

be so directed as shown at points P5 and Po of Fig. 3 of the previous Paper XII in respective 

cases of the convex and concave snow covers. Actually， in五gures(a) and (b) of Figs. 2 and 

3 of the present Paper， the curves have such tangents in the neighbourhood of surfaces So・

Angles rp' andゆ， in the circular snow covers are shown in Fig. 1 of the text， in which dotted 

lines T are perpendicular to lin巴sOP， while v巴ctorsfH and fv may resp巴ctivelybe read as 

the tangents to curves CH and Cv・

7. Broken curves Bo， B1 and B2 in Figs. 2， 3 and 4 of the text are of the following 

natures. 

Curve Bo: Curve of PSP. Principal stresses are， at every point on this curve， PSP defined 

in Article 4 of the English summary of the previous Paper XII. Curve CH and curve Cv 

contact with each other when they pass this curve， with their common tangent coinciding in 

direction with the strong component of the PSP. 

Curve B1: Curve of pure shear. Ratio r' =的/σ3equals -1 with the result that snow is 
undergoing pure shear at every point on this curve・ CurveCH and curve Cv intersect each 

other at a right angle on this curve. 

Curve B2: Curve of h 
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σ1 and σ3， one stands upright whi1e the other lies horizontally at every point on this curve， 

with the result that curve CH and curve Cv pass this curve respectively in the vertical and 

horizontal directions. Angle αbetween the first principal stressσ1 and the horizontal is equal 

either to 0 or to a right angle. 

These three kinds of curves are s巴enin the form of straight lines also in the wedge-

shaped snow covers of the previous Paper XII: curve Bo in its Fig. 1 while curves B1 and B2 

in its Fig. 2. 

8. As stated in the English summary of Paper IX2); curves CII and Cv were introduced 

for the purpose of calculating internal stresses in a snow cover on the mountain slope from 

the strain rates5) which are actually measured in its interior. The strain rates are measured 

at points sparsely scattered on a sectional plane of the snow cover standing in the steepest 

direction of the mountain slope. The m巴asurementsgive principal strain rates el and e3 together 
with angle αat the points. If plastic Poisson's ratio νof snow is known in addition， Eqs. 

(1)， (2)， (3) and (4) in the English summary of Paper IX2) determine the directions of tangents 

to curves CH and Cv at th巴 pointsof measurements. 

9. The measurements of strain rates thus yield a diagram in which tangents to curves 

CH and Cv are shown by short segments at the points of measurements on the sectional plane 

of the snow cover. Let such a diagram be called ‘diagram of tangents'. By use of the method 

of interpolation， curves CH and Cv will be generated from the diagram the more exactly， the 

nearer the points of measurements are positioned one another. 

10. Figures 5 (a) and 5 (b) of the text are respectively the diagrams of tangents to curves 

CH and Cv in the convex snow cover of Fig. 2. Curves CII can be expected to be reproduced 

from Fig. 5 (a) in the shape fairly like thos巴 inFig. 2 (a)， but it seems hopeless to reproduce 

from Fig. 5 (b) the complicated aspects of curves Cv in the upper part of the snow cover. 

This suggests that more detailed studies should be made about the natures of curves CH and 

Cv. 

11. It is not easy to have the exact value of plastic Poisson's ratio li of snow at the points 

of measurements of the strain rates. But νis needless in drawing curves B1 and B2' because 

angle αis directly determined by the measurements of strain rates while r' = (}t!(}3 is equal to 
-1 when r=ede3 equals -1 independently of li as shown in Fig. 2 of Paper X3). Thus curves 
B1 and B2 can exactly be drawn and the directions in which curves CH and Cv pass them are 

also exactly determined. This will make a good support for generating curves Cu and Cv 

from the diagrams of tangents. 

12. A curve CH can inters巴ctanother curve CH at a point of horizontal PSP， while a 

curve Cv can intersect another curve Cv at a point of vertical PSP， althoug 


