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Zyungo YOSIDA 1984 Studies of the Behavior of a Snow Cover on Mountain Slope. XVI. 
Curves CH in the Neighbourhood of a Point of Horizontal PSP. Low Te冊 ，peγαture Sci. 

ence， Ser. A， 43. (With English Summary p.29) 

斜面積雪の挙動の研究 XVI*

水平完全単独主応力点の近傍における曲線CH一一

吉田順五

(北海道大学名誉教授)

(昭和59年9月受理)

1.まえがき

同名の前論文 XV5)で，斜面積雪の流動面内にある曲線CHが，互に交文しないH型の正

則曲線であることを証明した。 H型とは，地面上の一点と積雪表面上の一点とを結ぶ曲線形式

にあたえた名である。ただ，その証明には，第 1仮定第2仮定となづける仮定を用いた。この

ふたつの仮定は，常に正しいとは限らない。曲線CHの方向を決定する積雪内応力が極めて特

殊な分布を示す点では，成立しない。この論文XVIは，その極めて特殊な応力分布の検索であ
る。

前論文 XVでと同様，紙面を流動面と考え，紙面上に座標Z を水平右むきに，座標 zを鉛

直上むきにおく。前論文の「まえがき」のおわりの部分に，曲線CHの性質を要約した。そこ

にあげた式(1)により，曲線CH をさだめる微分方程式は

dz/dx = tan cp =σz/rzx (1) 

で与えられる。積雪内部の一点Pを通る曲線CHの点Pにおける切線の方向まで，水平座標z

の正の方向から反時計まわりに測った角が?である。角少の変域は〔π/2，一 π/2)とする。

流動面内で積雪表面および地面を表す曲線を，それぞれ， s。およびGとなづける。積雪内部と
は，曲線S。と曲線Gとにはさまれた領域を指し，その境界である両曲線は含まないとする。

応力成分およびそれの座標についての第一階微分係数は，積雪内部のいたる所で，連続である

とする。

n.両宙定の成立を妨げ得る積雪内部の点
1. 両仮定の成立と水平完全主応力点(水平PSP点)

前論文 XVで用いたふたつの仮定の第ーは，曲線CHが積雪内部で終らないこと，すなわ

ち，曲線CHは積雪内部に端点をもたないことであった。第 1仮定がなりたてば，積雪内部の

すべての点を曲線CHが通過する。その通過に関する仮定が第2仮定であって，それは，積雪内

部の各点を通過する曲線CHはl本あるいは 2本に限られることであった。曲線CHが2本以上

同一点を通過すれば，その点は曲線CHの交叉点である。曲線CHが3本以上通過する点を「多

* 北海道大学低温科学研究所業績 第2674号
低温科学物理篇第43輯昭和59年



16 吉田 )1頂五

重交叉点」となづければ，第2仮定は多重交叉点不在の仮定ともいえる。なお，第2仮定には，

2本の曲線CHの交文点同志が無限に接近しては存在しないことも含ませた。

積雪内部の或る点Pで，応力成分 σzとτzxとが両方ともにOでなければ，式(1)により，

点Pでの曲線CHの切線の方位角ヂが， したがってdz/dxが，唯ひとつの値に定められる。こ

れは，点、Pを通過して曲線CHが存在し，それが1本であることを意味する。よって， ιと

らxとが共にはOでない通常の点は，曲線CHの端点にもなりえないし，曲線CHの交文点にも

なりえない。それ故，第 l仮定か第2仮定かのどちらかがでも成立しないためには，積雪内部

に {}zとらzとの両方が共にOにひとしい点の存在が必要で、ある。

積雪内部の点Pでσzとrzxとが共にOならば，点Pにおける2箇の流動面内主応力引お

よび引のうち，一方は Oにひとしく他方はその方向が水平で、ある。すなわち，点、 Pの応力は

「水平完全単独主応力」である。「完全単独主応力」を英語にすればPerfect!ysing!e princi-

pa! stressとなる。それで，簡便のため，完全単独主応力を rpSPJで表すことにしよう。

ナると，第 1仮定または第2仮定が成立しないためには，積雪内部に「水平PSPJの点の存

在が必要であると言える。方向が水平な主応力もまた消失する水平PSPの点では，応力が全

く存在しない。このような 応力の全く存在しない点も 水平PSP点のなかにはいる。

斜面積雪でも，その表面が局部的に水平になることがある。水平な表面上の点の応力は，

必ず水平PSPである。それ故，積雪表面 S。上にかぎれば，水平PSPは，それほど特殊な応

力ではない。しかし，積雪内部の点には，その点と表面との間にある雪の重量が作用するから，

よほど特殊な応力分布によってその作用が打消されない限り，その点の叫がOになることは

ない。それ故，水平PSPが積雪内部に出現するためには，特殊な応力分布が必要で、ある。し

かも，あとで知られるように，積雪内部の水平PSP点には，曲線CHの端点でもなく曲線 CH

の多重交叉点でもないものがありうる O つまり，両仮定の成立を妨げない水平PSP点も存在

しうる。それで「両仮定は極めて持殊な応力分布が生じない限り成立する」と前論文xvの「ま
えがき」に述べたわけである。

以上のように，両仮定を妨げる条件が発生するとすれば，その発生点は水平PSP点に限

られる。それ故，その条件を知るには，水平PSP点の近傍における曲線群CHの様相をしらべ

れば足りる。それで，これからあと，積雪内部にある水平PSP点の近傍内の応力分布を用い

て，その近傍内の曲線群CHの形を定める。これにより，或る水平PSP点が曲線CHの端点あ

るいは多重交叉点であるかないかの区別がつけられる。そして，両仮定成立のために除外すべ

き極めて持殊な応力分布が如何なるものであるかが知られる。

2. 水平PSP点近傍における応力成分

斜面積雪内部の点Pが水平PSPの点であるとして，点Pを水平鉛直座標 (x，z)の原点

Oにとる。原点Oで、は応力成分む，Tzxは共に Oであるが それぞれの Z およびzについての

第 1階偏微分係数は存在しうる。いま，添字Oをつけた括弧で原点Oにおける値を示すこと

にして，また，重力加速度を gで，原点Oにおける雪の密度を pで表して

α1 = (θσz/δx)o/pg， 

b1 = (θτzx/δIX)O/ρg， 

α2 = (δσz/θz )0/ρg， 

b2 = (δrzx/δz)o/pg J 
(2) 
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とおく。応力の平衡方程式

δ(1z/δz+θ'zx/δ'x= pg 

は原点Oでもなりたつから

a2 + b¥ = 1 (3) 

の関係がある。よって a2とb¥とは，同時には Oになりえない。つまり 4箇の係数at， a2， 

b" b2の全部が消滅するような応力分布は存在しない。

原点Oを中心として，微小な半径の円形近傍Nを考える。近傍N内の点は，すべて，原

点Oに非常に近いから，近傍Nの内部の応力成分の第 1近似式が

σz = pg(a¥x+α2Z) ， τzx ρ9 (b¥x + b2z) (4) 

と書かれる。

応力成分 σz，τzxが共に Oであることから同じ水平PSPの名でよばれる点でも，そのま

わりの応力分布はひと通りには定まらない。したがって， σzや 'zxの分布も多様で、ある。式(4)

は，その多様性が，近傍N内に限れば，第 1近似として 4箇の係数a"a2， b" b2の値の多様

性によって定ることを示す式である。そして，ひとつの水平PSP点が曲線CHの端点あるい

は多重交叉点であるかないかの判断ならば，式(4)をもとにして得られる第 1近似の曲線群CH

の様相からでも，くだせる。

3. 水平PSP点近傍における曲線CHの微分方程式

曲線群CH を表す式を

z = fH (X，αH) 

とすると，式(4)を用いて作られる

dz/ dx = dfH/ dz =σZ/rZI 

= (a¥x+α2Z ) / ( b ¥x + b 2Z ) 

(5) 

(6) 

が，曲線群CHの第 1近似微分方程式として，近傍Nの内部でなりたつ。式(6)は，右辺がZ と

zとの l次の同次式だから

叫 =Z/X (7) 

とおくと

dz/dx = (α1十 a2u) / ( b ¥ + b 2U ) (8) 

に書きなおされる。第 1近似微分方程式(6)あるいは(8)の積分が，曲線群CHの，近傍N内で通l

用する第 1近似式をあたえる。

式(6)あるいは式(8)をxについて微分すると

d[dz/dxJ/dx = {KH ' Q(U)}/{X(ム+b2u)3} 
I a， a，l 

KH = 1 -1 = a¥b2一α2b¥
1 b¥ b21 

Q(u) =b2u
2-(a2-b¥)U-a¥ 

(9) 

(10) 

(ll) 

がえられる。式(9)は，曲線群CHの，近傍N内で通用する第 l近似式の第2階導関数である。

曲線群 CH を正確に表す式(5)の第 2階導関数 d
2z/dx2の第 1近似式ではない。その第 1近似式

を求めるには，式(4)の応力成分をx2，Z2"ZXを含む第 2近似式で表し，それを用いて作られる
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第 1階微分方程式を更に微分しなければならない。式(9)の左辺を d'z/dx'と書かないのは，こ

のE里由による。

これからあと，微分方程式(6)あるいは(8)の解としてえられる「第 l近似曲線群CHJまた，

それの構成要素である各曲線CHを，単に r曲線群CHJまたは「要素曲線CHJ 或いは「曲線

CHJと略称する。誤解のおそれのある時にのみ「第 l近似」の形容詞を用いる。

近傍N内の応力が式(10)の定数KHをOならしめる場合には，近傍Nの全域にわたって，

d [dz/dx J/dxが消失するため曲線CHの曲率がOとなる。すなわち，近傍N内の曲線群CH は

直線群に簡単化される。直線群は曲線群CHの様相として特異である。このことから，定数KH

の値が正であるか負であるかにより，曲線群CHの様相に差異が現れると予想、される。曲線群

CHの様相の分類にあたって，定数KHが，第田章以降でしばしば利用される。

微分方程式(6)あるいは(8)の解が係数 aloa" b 1， b，の変化につれどのように変るかについて，

文献 4 の第 I 章~ 3に;いくつかの例をあげた簡単な説明がある。しかし，その説明だけでは，

この論文の問題の理解には不充分である。それで，以下，この論文の問題に即しつつ，解の考

察をおこなう。

4. 水平PSP点を通過する直線状要素曲線CH

水平PSPの点である原点、Oを通る直線を直線U となづける。第 1図(a)にあるように，座

標 Z の正の方向から直線 U にむかつて反時計まわりに測った角を Oとし，。の変域を [π/2，

一π/2) にとる。直線 U上の点の座標の比z/xの値は一定であるが，それを叫で表すと

z/x = u = tan 8 (12) 

の関係がなりたつ。

前節の微分方程式(6)はx，zに関して同次形だから，よく知られているように，その解で

ある曲線群CHの各要素曲線CHと直線U との交角 Xは，同ーの直線U の上では変化しない。

Z 
(a) 

第1図 (a) 角。，rp， xを示す図。点Pは曲線CHと直線U との交点。破線は，点Pにおける曲線CHの切線。
(b) 式(22)で表される曲線群 CH。各要素曲線CHにつけた数字は副変数Cの値である。式。1)の向/b，が
正で1より大きい場合の例。水平PSP点である原点Oは曲線CHの無限多重交叉点で，その存在は
第2仮定を成立させない。 KH=ー2/90 (c) 比 a，/ムが負のばあいの曲線群CHの例。第皿章第4節
の始めに示した値を4箇の係数とする微分方程式の解 z= (x/ (3 ) + ( C/ x' )を描いた。水平PSP
点である原点Oは曲線CHの二重交叉点で，この種の水平PSP点ならば，存在しでも，第 I仮定第
2仮定を共に成立させる。 KH= 2 
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角χは，値のうえで，角。と式(1)にある角ヂとの差にひとしい。それで，角 Xを第 l図(a)に

示したように(cp -8) にとると，式(1)，(8)， (11)， (12)を用いて

tan X = tan (ψ-8)=-Q(U)/Q1(U)， 1 

Q1(叫)= a〆十 (a1十ん)u+ b1 
(13) 

の関係が導かれる。

角 XがOにひとしい直線U があったとすれば，その直線上の各点で?と 0とが一致し，曲線

CHの切線がその直線に重なる。よって この直線 U は直線状の曲線CHにほかならない。この

特別な直線 U を直線 Uoと名づける。

直線 u。を出現させないような応力分布もあるであろう。しかし，いま，直線 Uoが存在す

ると仮定して議論をすすめる。直線 Uo上の点の座標の比Z/Xを定数 u。とすると，式(13)から知

られる通り u。は 2次代数方程式

Q(u) = 0 

のふたつの根で与えられる。このふたつの根を αh 引で表せば

α1， <<2= {(a2'-'-b1)-J:IDH}/2b2 

DH = (日2- b1)2 + 4a1b2 

)
 

anヨl
 
(
 

(15) 

(16) 

であることが知られる。式(15)の左辺の複号を正とした時の根を引とし，負としたときの根を

引とする。

判別式DHが正ならば <<1と引とは実数で、値を異にするから

zニニ α1X， Z'= <<2X .(17) 

で表される 2本の直線u。が存在して，原点Oで交叉する。直線 Uoは曲線CHでもあるから，式

(17)は，当然，微分方程式(6)あるいは(8)を満足する。判別式DHーが負ならば，方程式(14)に実根が

なく，直線 Uoは出現しなしミ。また，んがOにひとしい時は式(15)右辺の分母が消失するから，

別途の考察が必要で、ある。なお，原点Oを通過する曲線CHが直線 Uoに限られるわけではない。

無限に多くの曲線CHが原点Oを通る例が，このあと，いくつも示される。

式(16)は

DH = (α2+b1)2+4(a1b2寸 αム)

と書きかえられる。よって，式(3)と式(10)とを使うと，判別式DHが

DH = 1 + 4KH 

(16)' 

(18) 

のような簡単な形に表される。

まえにも述べた通り，水平PSP点の近傍N内の曲線群CHの様相は同近傍内での応力成

分科 'zxの分布で定り，その分布は 4箇の係数a1， a2， b1， b2の値によって決定されるοこれ

からあとは 4箇の係数の値と曲線群CHの様相との関係の考察である。微分方程式(6)は X

b'よびzの同次方程式だから Xおよびzの値を表すのに用川る共通単位をどのような大きさ

にとっても，その解は変らない。したがって，その解を示争、曲線群の形も，単位の選びかたに

よらず不変で、ある。これからあと，微分方程式(6)の解を示す曲線群を 1を長さの単位とする

xおよびzで表わした図をいくつか，かかげる。それらは Xおよびzの値が極めて小さい近

傍N内の曲線群の拡大図と考えればよい。
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次の第田章でんがOにひとしい場合の曲線群CH を求める。係数んがOでない場合の考察

は，その次の第町章でまとめる。

ill.水平PSP点近傍の曲線群CH(b，が0の場合)

1. 係数 b，が0にひとしい場合の曲線群CH

イ系数んがOであることから，座標軸zが直線状の曲線CHであることが，すなわち直線 Uo

であることが直ちにわかる。係数んがOならば，座標軸 z上のすべての点で Tzxが消失する。

その結果，座標軸 z上の任意の点で，それを中心とする水平微小面が応力の主面となり，その

水平微小面上の応力成分ベクトルが座標 zと重なるからである。

係数んがOならば，曲線CHの微分方程式(8)は

dz/dx = (a，/b，) + (α，/b，) u (19) 

の簡単な形になる。式(14)は1次代数方程式に堕して，その 1箇の根で定められる直線

z=一 {α，/(a，ーム)}x (20) 

が，座標軸z以外の直線 Uoとして存在する。これを第2直線 Uoと名づけ，座標軸 zを第 1直

線 Uoと呼ぶことにする。

微分方程式(19)の一般解は

z=一{向/(a，ーム)}x+ Cx白血 位1)

である。積分常数 Cが式(5)の副変数 αHにあたり Cにいろいろな値を与えることにより，こ

の場合の曲線群CHがえられる。式(21)の右辺第 1項は式(20)の右辺にほかならない。或るひとつ

のCの値によって定まる要素曲線CHを，あとで考える「物理的要素曲線CHJと区別する必要

のあるときは，特に「数学的要素曲線CHJとよぷ。

r式(21)の右辺第2項の幕指数 a，/b，の正負によって，曲線群CHは様相を異にする。幕指数

が正ならば，x= 0のとき z=Oだから，曲線群CHの要素曲線は，全部，原点Oを通過する。

寮指数が負ならば，x=Oのとき z=∞である。よって要素曲線は原点Oを通過しない。

第1図(b)は，幕指数 α，/b，が正のときの曲線群CHの例で 4箇の係数の値を

a，=-1/(3/"3)， a，=2/3， ム=1/3， b， = 0 

として描いた。微分方程式の解は

z = (x/ /"3) + CX2 (22) 

である。曲線群CHの要素曲線は，どれも，原点Oで第2直線 Uoに接し，抽物線状に，第 l直

線白。:で、ある座標軸 zを軸として，上方および下方に聞く。これは事指数 a，/b，の値が2で 1

より大きいからである。幕指数が1より小さければ，各要素曲線は原点Oで座標軸 zに接し，

第2直線u。を軸として左方および右方に聞く。

このように，幕指数日，/b，が正のときは，それがlより大でも小でも，曲線群CHを構成す

る無限に多くの要素曲線が原点Oを通過し，そこで同ーの切線を共有する。それで，このばあ

いの水平PSP点，すなわち原点Oは，無限に多くの曲線CHが相接触するという意味で r無

限多重接触点」と名づけてよいであろう。ところで，このような事指数 α，/b，が正の曲線群CH

は，その要素曲線CHが原点Oで交叉する種類Eと交叉しない種類Fとに区別される。たとえ
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ば，a2/b，が2に等しい第 1図(b)のばあいのように，a2/ムが偶数の曲線群CHでは，その要素

曲線が原点Oで接触し合いはするがEに交叉しない。つまり，曲線群CHは種類Fに属する。

しかし，もし a2/b，が3であったなら，すなわち幕指数a2/b，が奇数であったなら，曲線群CH

の各要素曲線は，原点Oで相接触しながらも互に交叉し，曲線群CHは種類Eに属した筈であ

る。この区別は，各要素曲線CHを副変数Cの値によって見わける数学的立場から見るために

生ずる。しかし，副変数Cには物理的意味がない。このことから，第3節で明かにするように，

物理的には，種類Fの曲線群CH も，その無数にある要素曲線を原点Oで交叉させ，第2仮定

の成立を匝害する，と言えることになる。

2. 軍指数a2/b，が1にひとしい場合の曲線群CH

前節 lでは，幕指数a2/b，が丁度 lに等しい場合を考えなかった。事指数がlでωとb，

とが相ひとしいと，式白1)は，その右辺第 1項の分母がOになるために使えない。それで，微分

方程式(19)でa2/b，を1とおき，その解

z = (a，/b，)xlogex+ Cx 位3

を求めれば，これが幕指数a2/b，が1に等しい場合の曲線群CHの式となる。

この式の右辺第 1項にある xlogexは，原点Oで座標軸 zに切しながら，原点Oを下に

むかつて出発し，x=l/e(eは自然対数の底)で極小点に達したあと上昇に移り， x=lで座

標軸 Z を下から上に横切ったあと上昇を続ける xが正の領域にある曲線を表す。一方，座標

(x， z)の代りに，符号を逆にした座標 (x'= -x， z' = -z)を用いでも，微分方程式(6)，(8) 

は形を変えない。よって，上にのべた形の曲線を，座標軸 Z および座標軸 zを折り目として折

り返した形の曲線が，xの負の領域に存在する。これらふたつの曲線を原点Oでつないだ 1本

の曲線に α，/b，を乗じた曲線を，曲線(a)とする。式仰の右辺第2項は，角 θの異る無限に多く

の直線U からなる直線群を表す。これを直線群(b)となづける。原点Oは直線群(b)の無限多重交

文点である。

直線群(b)に曲線(a)を重ねると a2/b，が1にひとしい場合の曲線群CHがえられる。よって，

この曲線群CHの各要素曲線は，原点Oで，座標軸 zを共通切線として接しあい，かつ，交叉

しあう。それ故，幕指数a2/b，が1に等しい曲線群CHは種類Eに属し，その中心をなす水平

PSP点の存在は，第2仮定を成立させない。

3. 物理的無限多重交叉点

第1図(b)の要素曲線CH(こつけた数字は，式聞にある副変数Cの値を示す。第2直線 Uoよ

り上の領域では Cが正であり，下の領域では負である。このばあい，第 l節で述べたように，

Cの値が違う数学的要素曲線CH同志が原点Oで交叉することはなPo いま，第 l直線 Uoであ

る座標軸 zと第2の直線 Uoとで近傍Nを4箇の領域にわけ，右上と左上と左下と右下との領

域に，その順に1. II，皿，町の番号をつける。そして 1本の要素曲線CHの或る領域内に

ある部分を，その領域の番号Bとその曲線の Cの値とを使って (B，C)で表す。たとえば，

(II，0.3) は， Cの値が0.3にひとしい要素曲線CHの第E領域にある部分である。

式闘で与えられる数学的要素曲線CHは，Cの値が相等しい(I， C) と(IT， C) とが，

また， (III. C) と (N，C) とが，原点Oで連続した曲線である。ところで，物理的に見れば，
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要素曲線CHは，式(1)をみたし，その結果として，論文xvの「まえがき」の終りで述べた用
語法によれば，それに作用する応力成分ベクトルが水平で、あるような流動面内の曲線である，

というだけのものである。式(22)の副変数 Cには，なんらの物理的意味がない。それ故， (I， 

C) と， Cの値が異る (ll，C') とを結合しでも， (田， C) と， Cの値が異る (N，C')とを

結合しでも，物理的には要素曲線CH となる。ただ，この場合，各物理的要素曲線CHを全長に

わたって他と区別しうるために，また，取りこぼしの曲線部分 (B，C)を残さないために， C 

とC とには l対 1の対応関係を持たせなければならない。それには，たとえば， c' = l/C 

とすればよい。

これらの物理的要素曲線CHは無数に生ビて近傍Nをおおう曲線群CH を形成するうえ，

原点Oを無限多重接触点たらしめると同時に無限多重交叉点たらしめる。近傍Nをおおう物

理的曲線群CHli，守別途， (I， C) と(III，C') との結合および(IT， C) と(町， C')との結

合によっても作られる。このばあいにも，たとえば C'=-Cとおいて， CとC'とを 1対 l

の対応関係におく必要がある。この曲線群OHもまた，原点Oを無限多重接触点、にすると同時

に無限多重交叉点にする。

ーこれか6あと，曲線群CH を構成する無限に多くの数学的要素曲線が原点Oで切線を共有

し，原点Oが無限多重接触点となる場合が，しばしば現れる。曲線群CHが種類Eに属するこ

kもあるし，種類Fに属することもある。種類Eに属する曲線群CHのばあいの原点Oは，数

学的にも鞠理的にも曲線CIIの無限多重交叉点、である。種類Fに属する曲線群CHのばあいの

原点、O も，第 1図(b)の曲線群を例にとって説明した上記の方法を用いることにより，物理的無

限多重交文点に作りかえられる。物理的問題を扱うこの論文では，曲線CHを物理的立場で見

る。よって，いづれの種類に属する曲線群CHのぱあいの原点Oも，すなわち，曲線群CHの無

限多重接触点となる水平PSP点のすべてが，曲線CHの無限多重交叉点であり，その存在は第

2仮定の成立を妨け、る，と言える。

白第 l節と第2節とでは，案指数 α2/blが正のばあいの曲線群CHを考えた。そして，原点O

が曲線群 CHの無限多重接触点であることを知った。ぞれ故，すでに述べたことではあるが，

a2/b;が正であるような水平PSP点の存在は第2仮定を成立させない。なお，んがOに等し

いこの第田章のばあいのKHは a2blである。よって αムが正ならば α2/blも正だから KH

の値が負であるような水平PSP点の存在は第2仮定の成立を妨げる，と言ってもよい 0

4. 事指数α2/b，が負のばあいの，また α2あるいは b，が0の場合の曲線群CH

第 1図(c)は

al= -1す a2= 2，ム=-1， b2 = 0 

としで描めたi近傍N内およびその周辺の曲線群CHの図である。事指数 α2/blは 2の負の

値であ海 0・一般に，事指数が負のときは，この図と同様に，曲線群CH を構成する各要素曲線

は双曲線様の形をとり，第 1直線 Uoである座標軸 zと第2直線 Uoとに漸近し，第1節でのべ

たように，原点、 Oを通らないo かくして，原点Oは戸すなわちこの場合の水平PSP点は，第

1および第2の直線 Uoの交点，すなわち 2本の直線状曲線CHの交点となり，その存在は第2

仮定の成立を妨げない。幕指数日2/blが負ならばαムも負である O よって KHの値が正であ
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るような水平PSP点なら，存在しでも，第2仮定の成立を損うことはないとも言える。

係数んと共に a2もまた Oならば，式白1)から判るように，曲線群CHは第 2直線 Uoに平行

な平行直線群である。この平行直線群は 第 l直線u。である座標軸 zと交文する。それ故，

座標軸 z上のすべての点が2本の曲線CHの交叉点，すなわち曲線CHの二重交叉点となる。こ

れは，曲線CHの二重交叉点同志の間隔は有限距離であるとの第2仮定の後半とあわない。よ

って，んと α2とが共にOである水平PSP点の存在は，第2仮定を成立させない。

第E章第3節のおわりで述べたように KHがOならば，曲線CHは直線になる筈である。

そして実際に，上の日2= b2 = 0のばあしミ KHは0である。また，座標軸 z上のすべての点、が，

曲線CHの二重交叉点であるためには，座標軸 z上でσzとTzxとが共に消失し，同軸上のすべ

ての点を水平PSP点たらしめなければならない。これもまた，式(4)が示すように事実である。

係数 b2と共に b，がOのばあいも KHがOにひとしい。近傍N内全体にわたって τnはOで

ある。一方， σzは，式(20)で表される第2直線 Uo上ではOで，この直線を外れたところではO

でない。よって，第2直線Uo上の点はすべて水平PSP点で，式(6)のdz/dxは第 2直線 Uo上

の点では 0/0であり，その他の点では無限大である。したがって，このばあいの曲線群CH は

座標軸 zに平行な平行直線群となり 第2直線 Uo上の点はすべて曲線CHの二重交叉点となる。

それ故，んと b，とが共に Oであるような水平PSP点の存在も，第2仮定の成立を許さない。

以上，この第田章で得た結果をまとめると次のようになる。係数んがOのばあい，水平

PSP点が存在しでも，それの KHの値が正ならば，第 1仮定も第2仮定も共l三成立する。しか

し KHがOか負の値の水平PSP点の存在は，第 1仮定は成立させるが第2仮定の成立を妨げ

る。

N.水平PSP点近傍の曲線群CH(b2が0でない場合)

1. 判別式DHが正のばあいの曲線群 CH

係数んがOでなく，第E章第4節の式(16)で与えられる判別式DHが正ならば，二次代数方

程式(14)には，式(15)で示される，値の違うふたつの実根町と α2とがある。このときの微分方程

式(6)あるいは(8)の一般解は，副変数αHの役をする積分常数 Cを用いて

(z -αlX)A = C(Zー α，x)B

で与えられ，これが，近傍Nのなかの曲線群 CHを表す。事指数AとBとの値は

A，B=(b，+αlb2)， (b， + a2b2)/(al -a2) 

= (b2/2m) {(a2+ム):I: m} = b2(1:I: m)/2.，!75; (25) 

により b2とDHとの値によって定められる。上式の複号は，その正号を Aに，負号を Bに用

いる。右から 2番目の項は，式(3)によって，右端の項に書きかえられる。

第2図は，第 1図と同様，水平PSP点である座標原点Oの近傍の図である。第2図(a)の

直線Owと直線Ovとは，第E章第4節で定義した直線Uoで，それぞれ，式(1司の z=αlXとz

)
 

an吐
n
y
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(
 

=α2X とで、表される直線に他ならない。同図の角 θ1および角仇の正切が，それぞれ alおよ

びα2にひとしい。直線Ovと直線Owとを斜交座標軸とし，任意の点Pの位置ベクトル OPの，

直線Ovおよび直線Ow上の反変成分OP2およびOPlを，斜交座標 (v，ω)にとる。線分PPl



24 

z 
(a) 

吉田順五

第2図 (a) 斜交座標 (v，叩)。座標軸 Ovはz=α，Xで表される直線Uoであり，座標軸O聞は z=αlXで、表

される直線Uoである。斜交座標 (v，叩)は (OP"OP1)で与えられる。 (b) 式(24)(25)の築指数A，B
が巽符号のばあいの曲線群CHの例。水平PSP点である原点Oは曲線CHの二重交叉点、で，この穫
の水平PSP点ならば，存在しでも，第 I仮定第2仮定を共に成立させる。 KH= 3.232 (c) 纂指数
A，Bが同符号のばあいの曲線群CHの例。水平PSP点である原点Oは曲線CHの無限多重交叉点で，
この種の水平PSP点、の存在は，第2仮定を成立させない。 KH= -0.2275 

は直線O世に，線分PP2は直線Oω に平行である。直線O世を座標軸 Uとよび，産線Oω を座

標軸ωとよぷ。

点Pの斜交座標 (v，ω) と直交鹿標 (x，z) との間には

v=ム(z一 α1X)， -k1=1/(αα2) COS 82ニ biffi"COSθ2.1 (26) 

初 =k2(z一α2X)， k2=1/(α1一α2)COS 81 = b2/ {l5H COS 81 仰

の関係がある。よって，式(24)は

ピ=CwB 側

と書ける。ただし，この式の Cは，おなじく副変数ではあっても，式(24)のCと一致しない。

式闘で事指数AとBとが互に異符号ならば，官と ωとの一方がOに等しいとき，他方は

有限値をとることなく，無限大となる。よって，曲線群CHの各要素曲線は，原点Oを通らず，

座標軸 U および座標軸 ω に漸近する。両座標軸は，直線 Uo，すなわち，原点Oを通る直線状

の曲線CHである。よって，原点Oは2本の曲線CHが交る二重交叉点であり，その存在は，す

なわち AとBとが符号を異にする水平PSP点、の存在は，第 2仮定の成立を妨げない。この

ばあいの曲線群CHの例として

α1-ー(1十{3)/2， a2=1， b1=0， b2={3a1' 

A = -3/2， B = {3/2 

とおき，第 2図(b)を描いた。座標軸ω，vの傾角 θ10んは，それぞれ， -45。および300である。

式闘でAとBとが問符号ならば vとωとの一方がOならば他方も Oとなり，一方がO

でなければ他方も Oでない。したがって，曲線群CHの各要素曲線は原点Oを通過し，原点O

以外では両座標軸と交らない。原点 Oは無限多重交叉点であり ，AとBとが同符号の水平PSP

点の存在は第2仮定の成立を妨げる。第2図(c)に

α1-一0.3{3/2， a2 = 0.8， b1 = 0.2，ん=一 α1，
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A=1.3/3/4， B=0.7/3/4 

として，この種のばあいの曲線群CHの1例を示した。座標軸ω，世の方位角 8" 8，は，それぞ

れ，600および30。である。

式仰の右端の項からわかるように DHが1より大ならばAとBとは異符号であり 1よ

り小ならば問符号である。それ故，水平PSP点が存在しでも，それがDH>1であるようなも
のならば第 2仮定は成立するが， 0 < DH< 1であるような水平PSP点の存在は第 2仮定の成
立を妨げる， と言える。判別式DHと定数KHとの聞には式(18)の関係がある，よって KHが正

ならばAとBとは巽符号であり，負ならば同符号である。したがって，KH>Oであるような

水平PSP点の存在は第2仮定の成立を許すが，-1/4<KH<0であるような水平PSP点の

存在は第2仮定の成立を妨げる，と言ってもよい。

2. 判別式DHが0にひとしい場合の曲線群CH

判別式DHがOにひとしいと，式(15)のα1とα2とが

(α2ーム)/2b2= tan 戸 (29) 

の同じ値になる。その結果， DHが正のばあいに存在した 2本の直線u。が，上式で与えられる

方位角戸の 1本の車線Uoに合体する。第3図(a)に示すように，この 1本の車線Uoを座標世の

座標軸とし，それと直角に座標ωの軸を立てる。すると，曲線CHの微分方程式(6)は，式(29)の

条件を利用することにより，簡単な形の微分方程式

dω/dv =ω/(む+Mω
(30) 

M = 2(b， α，)/(a2 +ム)= 2(b2一向) J 
に変換される。この M の式の中央項と右端の項とが等しいのは，式(3)の関係による。

微分方程式(30)の解は

v = Mw !oge(Cw) 印)

である。第田章第2節で，式仰の右辺第 l項で表される曲線の形を説明した。その右辺第 I項

、.，c
 

，，E
、.。、
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G
 

第3図 (a) 判別式DHがOに等しい場合の曲線群CHの例。水平PSP点である原点、Oは曲線CH の無限多重
交叉点で，この穏の水平PSP点の存在は第2仮定を成立させない。 KH= -0.250 (b)判別式D祖が
負のばあいの曲線群CH を構成する要素曲線の例。水平PSP点である原点 Oは螺旋状曲線 CHの端
点、である。この種の水平PSP点の存在は第 l仮定の成立を妨げる。 KH= -500 (c) 斜面Gの点G1
と点、G，との間が崖になっている。そこに，点を散らして示した積雪が滝の形に懸っている。滝の中

ほどの積雪内部に水平PSP点出現の可能性がある。
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のxをCwで置きかえた式と式。1)の右辺とは，形式が同じである。このことから，式(31)で表さ

れる曲線群CHの要素曲線が，原点Oを，座標軸 U に接しつつ，通過することが判る。よって

原点Oは曲線CHの無限多重交叉点であり，DH = 0であるような，すなわち KH=ー1/4であ

るような水平PSP点の存在は 第2仮定の成立を阻害す石ことになる。第3図(a)は

a1=-{3/2， a2=1， b1=0，ん=1/ (2{3)， 

DH = 0 ， M = 4/ {3， β= 600 

とした時の曲線群CHを示す。

3. 定数 KHがOにひとしい場合の曲線群CH

式(10)で与えられる定数KHがOであっても，判別式DHは正である。よって，KH = 0のば

あいは 2本の直線 Uoの存在する第 1節のぱあいに属する。ただ KHがOにひとしいと，近

傍N内の曲線CHが，すべて直線になるという特徴がある。そのため，以下で述べるように，

前章第4節の後半で考えた場合と同じく 2本の直線 Uoのうちの一方の上の点が，すべて，曲

線CHの二重交叉点になる。よって，んがOでない今のばあいにも KHがOにひとしい水平

PSP点の存在は第2仮定を成立させない。

式。札 (16)，(16') tこより，KHがOにひとしければ

α1 = a2/b2， α2 = -' b1/b2 。2)
となる。式 z=αlXおよびz=α2Xで表される直線 Uoを，それぞれ，第 1直線 Uoおよび第 2

直線u。と名づける。定数KHがOであるから

al/a2 = b1/b2 =一円 (33) 

である。よって，曲線CHの微分方程式(8)は

。心

と書くことができる。かくして，近傍Nのなかの曲線群CHは

z=αlX+C  (35) 

で表される，第 1直線 Uoに平行な平行直線群となる。この平行直線群は第2直線 Uoと交叉し，

その上のすべての点を曲線CHの二重交叉点たらしめる。よって.KHがOにひとしい水平PSP

点の存在は第 2仮定を成立させない。

第2直線u。上のすべての点が曲線CHの二重交叉点であれば，その上のすべての点でι

とTzxとが消失する筈である。式例の左から 2番目の項の分子は σzを分母は Tzxを表す。そし

て，この両応力成分は Uα2で、表される第2直線u。上で，確かにOとなる。ただ，このと

き， dz/むの値が不定となり，微分方程式仰は意味を失う。それ故，曲線CHを微分方程式(1)

の解と定義する限りでは，第2直線 Uoが曲線CHでないことになる。しかし，曲線CHの本来

の物理的意味は，その上の応力成分ベクトルの方向が水平であることにある。微分方程式(1)は，

曲線CHの形を定めるための手段として用いられるにすぎない。第2直線 Uo上の各点は水平

PSP点だから，その上の応力成分ベクトルは方向が水平で、ある。よって，物理的立場に立つこ

の論文では，第2直線u。を直線状の曲線CHと確認する。第田章第4節の後半にある，んがO

にひとしいばあいの，曲線CHの二重交叉点、からなるとした直線 Uoも，同じ理由により曲線CH
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で、ある。

4. 判別式DHが負のばあいの曲線群CH(l)

今までに現れた原点Oは，すなわち水平PSP点は，どれも，曲線CHの端点ではなく，

存在しでも第 1偲定の成立を妨げなかった。しかし，この第4節で考える判別式DHが負であ

るような水平PSP点は，曲線CHの端点となり，その存在によって第 1仮定は成立しなくな

る。判別式DHが負であるから 2次代数方程式(14)の根町，引は虚で，直線Uoは存在しない。あ

とで判ることだが，曲線群CHの要素曲線は原点Oから出発する螺旋曲線である。それで，こ

のばあいの曲線CHの考察には，原点Oを中心とする極座標を用いるのが得策である。

第 1図(a)に示した角 θを偏角とする極座標(久 8)を用いることにすると，それと座標 (x，

z)とは

x= rcos 8， z = rsin θ (36) 

の関係で結ばれる。第2図(a)に示した角 χの余切 cotXはdr/rdθに他ならない。またu= z/x 

はtan8にひとしい。よって，式(13)は

dr/rd8= f(8)， f(8) = -Q¥(tan 8)/Q(tan 8) 。7)
と書きなおされ，これが極座標 (r，8)で表した曲線CHの微分方程式となる。今のばあい用

はないが DHが正のときの微分方程式(37)の一般解は， Cを積分常数として

r=C(X¥/X2)ANx¥x2， Xt=sin8-a，cos.s(i=1，2)， 1 
(38) 

A=(α2+ム)/(2m)= 1/(2m) 

で与えられる。

判別式DHが負である今のばあい， Q (tan 8) はOになることがない。よって， f (8)はO

の連続関数である。それで

F(伺川0的)= ~口:〉f ( 的

と1お吉くと， θ=0でr roの初期条件のもとに，微分方程式。円の解は

F(B) r = roe 

(39) 

位。
で、与えられる。曲線群CHは roを副変数とする式州で表される。ところで， tan 8がπを周

期とする Oの周期間数だから， f (8) もπを周期とする θの周期間数である。よって， F(θ) 

は 8がπだけ増すごとに，同じ値だけ増大または減少する。すなわち，。の値の如何にかか

わらず

F(θ+π) -F(θ) = ~了f(8) dθ ニ~ ~ f (制。=F(π) 

の関係がなりたつ。上に言った「同じ値」とは，この F(π)のことである。

5. 判別式DHが負のばあいの曲線群CH(2)

式(40)と式仏1)とから，

k = eF(π) 

科1)

山)

とおくと， θがπだけ増すごとに Tがk倍になることが知られる。もし F(π)が負ならば k

が1より小さいから， θが増すにつれ Tは短くなり，曲線CHは第3図(b)に示したような時計
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まわりの螺旋状曲線となる。この曲線は，反時計まわりに辿ると Tが次第に縮小し，限りなく

原点Oに近づく。それ故，原点、Oはこの曲線CHの端点bなる。第3図(b)は

a¥ = -5， a2 = 1，什b¥= 0，ん=10， 

DH= ー199， F(π)=ー0.2227， k = 0.800 

として描いた。もし F(π)が正ならば kが1より大きいから，曲線CHは原点、Oを端点とす

る反時計まわりの螺旋状曲線となる。

式附の副変数roを rの或る値rAとkrAとの聞で連続的に変えると roの各値によって

定められる螺旋状の曲線CHが曲線群を構成し，近傍Nを埋めつくす。この曲線群が今のばあ

いの曲線群 CHであっで，原点Oを端点に持つ。よって，前節のはじめにのべたように，判別

式DHが負であるような，すなわち定数KHが一1/4より小さいような水平PSP点の存在は，

第1仮定の成立を妨げる。

もし， F(π)がOならばkが1にひとしいから，曲線CHは閉曲線となる。よって，F(π) 

をOならしめるような係数a!， a2， b!， んを持つ水平PSP点は存在しな Poたとえば a2=

b¥=O， a¥b2<0ならばDH= 4叫ん<0，F(π)=0であって，微分方程式(6)の解は

a¥x2 -b2z
2 = C 弘司

である。これは a¥とんとが異符号だから，原点Oを中心とする長円を表し，曲線CHは閉

曲線となる。しかし，第E章第2節でのべたように a2とb¥とは同時に Oになりえないから，

このような場合は，もともと，出現しない。

V. まとめとあとがき

この論文XVIでえた結果を次にまとめる。

(A) 曲線CHの交叉点および端点の存在場所は水平完全単独主応、力点(水平 PSP点)に，

すなわち，応力成分 σzと Tzxとが共に消失する点に，限られる。よって，第 l仮定または第2

仮定が成立しえないのは，斜面積雪内部に水平PSP点が存在する場合だけである。

(B) 水平PSP点が存在しでも，式(2)によって定義される 4箇の係数 α1，a2， bt， んが

KH = a¥b2一α2b¥> 0 似品

であるような水平PSP点ならば，第 1仮定も第2仮定も成立する。このことは，んが0であ

っても Oでなくても正しい。その他のぱあい，すなわち，KがOか負の場合には，第 1仮定か

第2仮定かのどちらかが成立しない。

(C) 曲線CHの交文点は，2本の曲線CHが交叉する二重交叉点か無限に多くの曲線CH

が交叉する無限多重交叉点かに限られる。三本以上の有限数の曲線CHが交文する多重交叉点

は存在しない。第2仮定では，曲線CHの多重交叉点の存在を否定したが，その否定した多重

交叉点が，みな，無限多重交叉点であったわけである。

第E章第 1節でのべたように，水平PSP点は，積雪内部には非常に出現しにくい。しか

し，次のような例が考えられるから，出現しないとは言えな Po第3図(c)の曲線Gは，点、G1

と点G2との聞が崖になった斜面を表す。その崖に，曲線S。を表面とする積雪が，i竜の形をな
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して懸っている。崖の上の斜面にある積雪が滝を吊しているから，滝の上半分の雪は上下方向

に張力をうけて，そのなかのむは正である。崖の下にある斜面上の積雪は滝を下がら支える

から，滝の下半分は上下方向に圧力をうけて，そのなかの σzは負である。それ故， i竜の中ほ

どには σzがOになる点が出現する。そして，滝のなかでは TzxがOになりやすい。したがって，

滝のなかほどに水平 PSP点の出現する可能性が高い。
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Summary 

1> 

1. This Paper XVI examines the validity of the two assumptions upon which 

the form of curves CH was discussed in the previous Paper XV 5). The first aシ
sumption was that a curve CH does not terminate in theinterior of the snow cover. 

The second assumption was that two curves CH may meet at an isolate point of in-

tersection， alihough more than two curves CH are prohibited from intersecting at a 

point in the same interior. 

2. Let x and z respectively be horizontal and upright coordinates， and let 

and k respectively be unit vectors in the directions of increasing x and z. A curve 

CH is so drawn that it has tangent coincided in direction with vector 

fH = Tzxi+σzk 
at all the points on it. It follows from this that both the termination of a curve 

CH and intersection of two curves CH can occur only at a point where ratio dz/Tzx 

is indeterminate， that is， where σz and Tzx are both equal to 0， because otherwise 

the tangent to curve CH is determinate in direction at the point and one and only 

one curve CH certainly passes through it. 

3. A point at which both σz and Tzx vanish can be called ‘point of horizontal 

PSP'， if use is made of‘PSP' defined in Articlle 9 of the English summary of 

Paper XIl3). Thus the two assumtions may turn out to be false if there are points 
of horizontal PSP in the interior of the snow cover. 

4. A point of horizontal PSP will not rarely come out on surface So of the 

snow cover， because σz and Tzx vanish anywhere the tangent to surface So happens 

to be hotizontal. But， in the interior of the snow cover， it is very rare for the 

two components of stress to vanish at a point simultaneously. In addition to that， 

as will be shown below， there are among the points of horizontal PSP those harm‘ 

less to the two assumptions because of being points of intersection of two curves 
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CH. Therefore the two assumptions become seldom untrue. 

5. Let coordinates x and z be placed with a point of horizontal PSP as their 

origin 0 in the interior of the snow cover. On the right side of Eqs. (2) of the 

text， parenthesized partial derivatives give their values at origin 0， while 9 and p 

are respectively the accerelation of gravity and the density of snow at origin O. 

Of the four constants on the left side of the same equations， a2 and b¥ are subject 

to the relationship of Eq. (3) due to one of the differential equations of equilibri. 

um of stresses. 

6. Let a very smalll domain called ‘neighbourhood N' be bounded around ori・

gin O. If x and z are confined in infinitesimal intervals， Eqs. (4) of the text give 

the components of stress in neighbourhood N， and they yield 

dz/dx= (a¥x十 a2z)/(b¥x+んz) (A) 
appearing as Eq. (6) in the text as the differential equation of curve CH in the same 

neighbourhood. Solution of this differential equation will make it clear whether 

or not the intersection and the termination of curves CH occur at a point of hori・

zontal PSP. 

7. Some of the solutions of Eq. (A) are shown by curves i n Figs. 1， 2 and 

3 of the text. As Eq. (A) is homogeneous in coordinates x and z， these curves do 

not change their shape whatever unit may be used for the coordinates. 

8. If dz/dx is put equal to u = z/x in differential equation (A)， it turns to a 

quadratic equation given by Eqs. (11) and (14) of the text of which the roots a¥ and 

α2 are given by E;qs. (15) and (16). Then straight lines 

z=α¥x and z = a2x (B) 
passing through origin 0 make particular soh凶 ons of d出if任fer閃e印n此川t“i同凶alequation (A). 
They are curves CH in neighbourhood N. Let them be called ‘straight lines， uo'. 

9. Discriminant DH of the above quadratic equation is given by 

DHニ 1+4KH (C) 

with KH =α¥b2一日2b¥ (D) 

as will be learned from Eqs. (3)， (16)， (16') and (18) of the text. In the following Ar. 

ticles， curves CH will conveniently be classified by use of the value of constant 

KH・

10. Case of KH> O. In this case， all curves' CH， two straight lines Uo excepted， 
do not pass origin 0 as shown by two examples of Fig. 1 (c) and Fig. 2 (b) of the 

text in which KH is respectively equal to 2 and 3.232. Origin 0 恥cO，mesan iso・
late point of intersection of two curves CH， because straight line Uo is a curve CH in 

nature although it is not curved. Therefore， points of horizontal PSP are harmless 

to the two assumptions ifthey are present with KH greater than O. 

11. Case of KH = O. In this case， curves CH are straight lines which lie paral. 

lel to one of the two straight lines Uo to intersect the other. Every point on the 

latter straight line Uo becomes a point of intersection of two curves CH which is 

not isolate. Thus presence of points of horizontal PSP with KHニ omakes the sec. 
ond assumtion invalid. 

12. Case of 0> KH>一1/4. In this case， curves CH are tangent to one of the 
two straight lines Uo at origin 0 as illustrated in Fig. l(b) and Fig. 2(c) of the 
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text. 1n Fig. 2(c)， the two straight lines Uo are marked v and ω. When origin 0 is 

in such a state as above， in other words， when infinitely numerous curves CH have 

a common tangent at a point of horizontal PSP， let it be called ‘point Z'. 

13. Let adjective 'mathematical' be added to curve CH which is a solution of 

Eq. (A) corresponding to a particular value of integration constant. 1n Fig. 1 (b)， 

mathematical curves CH contact one another at origin 0 but do not intersect there 

as seen from the values of integration constant written upon the curves. However， 

as the integration constant has no physical meaning in this case， physically possi-

ble curves CH can be built by a respective combination at origin 0 of the curves 

coming from the upper right and the upper left with those coming from the lower 

left and the lower right. 1n such a way every point Z can be regarded， from the 

physical point of view， as a point of intersection of infinitely numerous curves C H • 

Therefore， presence of points Z makes the second assumption invalid. 

14. Case of KH = -1/4. 1n this case， as discriminant DH expressed by Eq. (C) 

vanishes， the two straight lines Uo unite themselves into one straight line， and curves 

CH contact this line tangentially at origin 0 as shown in Fig. 3 (a). Thus origin 

o is a point Z. 
15. Case of KH< -1/4. 1n this case， both the two straight lines Uo do not ex-

ist， because discriminant DH is negative. All of curves CH are of the spiral form 

as shown in Fig. 3(b) with their end at origin O. Therefore it is necessary for 

the first assumption to hold that points of horizontal PSP of KH < -1/4 are ab-
sent. 

16. After all， either of the two assumptions fail when there appear in the in-

terior of the snow cover points of horizontal PSP of which KH is zero or nega-

tive. There are only two kinds of intersections of curves CH : intersection of two 

curves CH and intersection of infinitely numerous curves C H • Occurrence of the 

latter kind will make impossible the transformation of domain K into domain L used 

as a process of proving in the previous Paper XV. 


