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Zyungo YOSIDA and Yosio SUZUKI 1986 Studies of the Behavior of a Snow Cover 

on Mountain Slope. XXI. -Stress in the Snow Cover with Wavy Surface Lying on a 

Plane Slope- Low Tcmperature ふience，Ser. 1'1， 4;';. (With English Summary p. 34) 

斜面積雪の挙動の研究 XXI*

半面状斜面ーにつもった波状積雪内の応力一一

吉田順五

(北海道大学名誉教授)

鈴木義男

(応用物理学部門)

(昭和61年 11月受理)

1. まえがき

無限に広い平面状斜面の上の積雪を考える。水平方向には雪質，積雪深とも一様とすると，

積雪は斜面の最大傾斜角に沿う鉛直断面(流動面とよぶ)内で流動する。積雪を一様な密度の

非圧縮性ニュートン粘性流体と仮定し，その表面は斜面に平行に波うつ正弦波であるとする。

この波状積雪内の応力と流動速度との分布を近似的に求めることがこの論文の目的である。

11. 基礎方程式

1. 流動面での断面

流動面による断面を第 1図に示す。図で直線Gは傾斜角 αの斜面，正弦曲線Sは表面を，

また破直線S。は平均積雪面を表す。

地面 G上図示の所に原点 0，斜面に平行に Z 軸，垂直に z軸をとる。平均積雪深をんと

すると， 50' 5はそれぞれ

z=h 

z = h+占sin(ωx); ω=2π/A 

( 1) 

(2 ) 

となる。ここで，dは波の振幅，Aは波長である。更に問題を簡単にし，逐次近似法が使えるよ

う，次の条件をおく:

d ニ ω ・δ~l;δ/h~l. (3 ) 

2. 基礎方程式

積雪の粘性係数が非常に大きいと，流動速度はおそいので慣性力は無視でき，運動方程式

は応力の釣合をあたえる微分方程式

oaz ， O7:zx Oσ O7:zx 
-k+-u=一ρ'gSlll四，石+つox一=p'gcosa (4) 
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第 1図 波状積雪の最大傾斜角方向の断固

となる。ここで，pは積雪の密度，。は重力加速度である。

積雪を非圧縮性としたので，ポアソン比は 1/2となり，応力と歪速度二の関係から，
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(5 ) 

を得る。ここで，ll， 'Vは積雪の流動速度の x-成分， νー成分， ηは粘性係数である。

3. 境界条件

地面上では積雪は滑らないとすると，流速に対して

u='v=o (地面) ( 6 ) 

の境界条件がつく。(積雪が滑る時は，地面で応力にも条件がつくが，その条件は現在まだ定量

的に論じうるほど明らかでない。)

積雪表面上の任意の点PSを原点とし，法線方向に座標軸 Jl， 切線方向に座標軸 tを第1図

の様にとる。表面は空気に接しているので，

σn = rtn = 0 表面) (7 ) 

表面の各点は勿論流動するが，その流速は， (4)， (5)， (6)， (7)式からきまるのであって，表面

での流速に対する境界条件は今の場合にはない。

4. 応力成分変換式

座標系 tnの応力成分は，座標系 xzの成分から，次式で求められる:
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町二←;附叫十 ;(σxーの)白ω 20+ケzx)ssin 2θ 

σn=÷同 +σzlsーす(σxσ川叫θ一('zx)ssin 20 (8 ) 

TLn=÷(dz む)ssin 20+(山川。

ここで，0は x-軸から反時計まわりに測ったト軸の角度である。便宜上，通常の θの三角関数

による表示を 2θ の関数による表示に変えた。記号( )8はS上の点 PSでの値を意味する。同

様に以下 S。上の値は ( )hでしめす。

表面S上の点 (x，h+δsin(ωx))における Oは(2)式を Z で微分した式

tan 0 = dz/dx=oωcos (ωx) =.d.r 1 

(r = cos (ωx);L1=d・ω

から Z の関数として求められる。式 (9)から

( 9) 

sin 20 = 2(L1・r)j(l+(.d・r)2)= 2(.d・7一(.:1・r)3+(.d.r)5-…) 1 
(10) 

cos 2{) = 2(1-(J・r)2)j(l+ (.d・r)2)= 1-2(.d・r)2-(.d・r)4+…)J 

がえられる。

III. 単純解(第O近似解)と重畳解

1.単純解

表面が平らで地面に平行であれば，応力および速度の成分は Z に無関係であるので， (4)， 

(5)， (6)， (7)は簡単に解ける。表面がS。の時の解は

a~ ==σ 一ρg(h-z)cosα，τzxρg(h-z)sinα)
(11) 

μ0= (pg'sinαjr;) z(h-(zj2)); VO =0 

となる。 この場合は θ=0だから，叫=(σ点=0，'tnニ ('zx)S=Oとなり s。上で確かに (7)をみ
たしている。

この解は o豆z-;;;;'hで定義されたのだが，z>hでも，式(4)，(5)を満足することは容易に
わかる。 SとG とに固まれたI5;:J領域内での (11)で定義された関数を表面が Sの時の単純解と

よび， これを、第 0近似解とする(それで肩符 Oをつけた)。 この S上での応力成分は zに

h+d・sin(ωエ)を代入し，

(げ~)s = (σ~)s = pga. cos日'sin(wx) i 

(，~xls ニ -pgå ， sin α'sin (ωエ
(12) 

となる。 (8)により tn座標系に変換すれば，単純解は S上で(7)をみたさなし、事がわかる。

2. 重畳解

真の解と単純解との差を重畳解とよぶ。重畳解は， (4)の同次型の微分方程式

。σ aτ a<J7 ihヲV
.'1. ...L "~Z;.~一二 o. 十 日 =0
ax az ~， az ax (] 3) 
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と，式(5)および，地面の境界条件 (6)をみたさなければならないことは，容易にわかる。

表面Sでの境界条件(7)は，

σ?l十日n= 0; r~n +σtn = 0 (14) 

となる。

3. 重畳解の逐次近似

式 (13)，(5)， (6)はすべて 1次同次式であるから， そのいくつかの解の線形結合もまた解と

なる。

いま， σL47ix，ui，zyi(1=I，2，3，・ー)を (13)，(5)， (6)の解とすれば，

n 

σ~ll) = L; (11)iー1σL;σ~n) L; (11)i-1σi; 

r~~) L; (11)i-1dx ; (15) 

μ(n) = L; (11)iーlUi; り(n)= L; (11)i-1Vi . 

もまたは3)，(5)， (6)の解である。

もし，

lim(σ~+σ~ll)) = 0; lim (r~n +ri~)) = 0 
(n)→∞ (11)→田

であり，またがn)等がすべて n→∞で収錬するならば，

63=乙(11)i-1σL;

r~x = L; (11)i-1dx ; 

σ2=乙(11)i-1σ

μS = L; (11)i-1μi; VS = L; (11)i一切iI 

(16) 

(17) 

は(13)，(5)， (6)， (14)の解，つまり重畳解となる(それで肩符 Sをつけた)。 この時 (j~ 等を第

i近似項， σT)等を重畳解の第 n近似解と呼ぶことにしょう。後者に単純解を加えたものが，

(4)， (5)， (6)， (7)の第n近似解である。

式 (3) により 11~1 であるから， σL 等が i によらずすべて同じ程度の量ならば， σE 等は収

錬する。次章では， (17)の右辺の収錬を仮定して，第 1、および第 2近似項を求める。

4. 波長 i./nの周期解

いま考えている波状積雪では，すべての事情は Zについては，波長 1で変化する。したが

って，重畳解も各近似項も Z については波長 A/nの三角関数の和で与えられよう。

方程式 (13)，(5)の解の応力成分は弾性論で良く知られているように，蝉性関数とよばれる

重調和関数φから，

。2φδ2φ o2φ
げ一一 σ 一 ・ヶ
oz2 vz - ox2 ' ιZX oxoz (18) 

で得られる。速度成分を求めるには，この応力成分を用い (5)式から U，V の偏微分方程式を作
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りこれを積分すればよい。波長え/nの三角関数を因子とする φには 4個の独立なものがある。

波長 1で，速度成分が境界条件(紛をみたす様に選んだ4個の φとそれによる応力成分と速度

成分を第1表にしめした。(波長え/nの解は ωを II・ωにすればよい。)

第1表 (13)， (5)， (6)の波長』の周期解(応力に
ついて無次元化してある)。

t;=ωx， i;=ωZ， σ=sint;， r=cost;， S=sinhr.， r=coshi;， ，，=1/(2印守)

φlニ (r.S-F)σ/ω2 φ2=(i;S-r)1iω2 φ3=r.rσ/ω2 

σ文 (CS+F)σ (i;S+F)r (2SHF)σ 

σz 一p:-F)σ 一(i;X-F)r -i;rσ 

Tzx -i;rr i;rσ 一(r.X+F)7 

'v ー-"i;X7 "r.Sa -，，(X+i;F)7 

τ' ，，(X-cF)σ ，，(X-cF)7 "CSσ 

IV. 近似項の導出

1.第 1近似項

式(8)を， (10)を使って書き直すと

σn = (σ山一2('zxls.d・r+O(d2) 
'tn = ('ZX)S + (σzー σ文)L1・r+O(L12). J 

φ4ニ r.r71ω2

(2SHF) 7 

crr 
(CS+F)σ 

，，(SHF)σ 

-"i;X7 

(19) 

応力成分 σsは不用なので省略する。 この論文では dについて 1次までの近似しか考えないか

ら L1の2次以上の項は一括して 0(J2)と記した。 これは P程度以下の量をしめす記号で

ある。

いま，

とおく。

変換式(19)により，

R~n) a~ + a~n); R~n) an +d~) 

R~ll = (a~ 十 σDs-2(，~x + '!x)sL1・r+O(L12) ) 

R;ll = ('~x+'dx)s+(σi ー σJ.:)s L1・ r+ o (L12) . J 

ここで，(a~)s = (σ~)s を使った。

(20) 

(21) 

第 1近似解が境界条件 (14)を4程度の誤差で満たすには， (21)の右辺第 1項が d程度以下

であればよい。すなわち，

(()'~)s 十 (σDs = A.L1+0(LJ2) ) 

('~x)s+('~x)s = B.L1+0(L12).J 
(22) 

式 (12)より，左辺第 1項は， sin (uJx)の常数倍である。そこで，第 1近似項は，第 1表の

4組の解の 1次結合で作れるであろう.
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。 ρgo[(CZ + r) (alll +a2r) +(21' +cT) (03σ+a4r)] 
Ili = pgil [ー(cl'-T) (alσ+ (l2r) -cr (a3σ+a/)] 

Tix=ρgo[-cr(α17ー μzσ)一(0:+1') (al一α♂)]

u1 = pgrJ/i: [ -Cl' (al一αzσ)ー(l'+Cr)(al一向。)]

71
1=ρgrJ/i: [(之'-cf')(alσ+a2r)-Cl'(a3σ

十一
14r)]. 

ここで， ajは未定常数である。

さてテーラー展開により，

(仙σιd山;わi)s自=陥+叶(~'告?引)υhJ8s川戊刈)+す訂(3裂;3引nい)いμo2内2

(23) 

.一，一 (24)

=吋叫(μ凶σ4i川守嬰引-う)νhfd仔叶+t訂(侍3主?L)μ.J2仔〆2+...
等とかける。関数 sinhc， cosh cのCによる微分係数はそれぞれ， cosh c， sinh cとなるので，

展開の係数はすべて同じ程度の量となる。それで，右辺第 3項以下は.J2程度の量であろう。

従って， (22)をみたすには，

(a~)S+((]Dh= 0; ('~x)s+(，iX)h = 0 (25) 

であれば良い。式(22)のA，Bは

!l == (~~ i (J: R == ( a.:.~x i 
一¥θc)h'" ー¥oc/h (26) 

となる。式 (12)，(23)を使い， (25)を具体的に書き，整理すると，

[cos α-al(COS-C)ー μ3COC)]σ=[a2(CoS-C!+a4CoC17; 
(27) 

[ -sinα+a2COC+a4(COS+C)]σ=  [alCOC+a3(COS+CJ] 7. J 

記号 Co，S， Cは ωh，sinh (印刷、 cosh(OIh)である。

式 (27)は，すべての Z についてなりたたねばならないから， 4個の大括孤内の式はそれぞ

れ零である。かくして， 4個の未知数的に対し4個の式がえられ，これをといて，

al = -cosα・(CoS十C!/λ1， O2 = sin α・CoC/M) 

a3 cos α.CoC/A1， 04 = -sinα・(CoS-C)/ルf ~ 

(M三 CO+C2)

とajがきまり，第 1近似項 (23)が確定する。

2. 第 2近似項

式 (20)，(21)， (22)から，

ここで〉

R~2) = [(σiゐ+A]L1十o(L12) 
R~2) = [(τ~x)s+B+{(σDh 一 (σUh}r] L1 +O(L12). J 

(a~)s = (σ~)h +O(.J) 

(28) 

(29) 

(30) 
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を用いた。

第 2近似解が境界条件 (14)を LJ2程度の誤差でみたすためには.(29)のdの1次項の係数

が，L1程度の誤差で零となればよい:

式 (23)，(26)により，

A=tpgδ-一

(σ~)s +.11 = 0 (L1) 
(dx)s+B+{(σi)h一(σi)h}r= O(L1). J 

(31) 

B +{仙叫r= ~σ2) 
r<)w ，n C'¥ . /<) ..¥ (C2-3~Õ) /. /<) ..J "，\J;.12(~o+CS) sin α・cos(2ωx)一一一一一一 (cosα'sin(2wx) I 1¥1 1 

となり，いずれも sin(2ωx)， cos (2ωx)の線形結合であるから， (31)をみたす第 2近似項は.第

1表でωを2ω に置き換えた解の線形結合であろう。そこで，未定常数めを用い，

σ3=ρ 'g' 占[(にçtl'/ 一+ト r守")川(llj戸σ，十 bzrγ') 十 (υ2};'+çtr寸~')川(bん3σ〆'+b4rγFワ)

σai = 一ρ .g.o[(にCF z F 一T/)川(b1げσ， +b2Y/う)+~'r寸" (伶b3汐σ/ +b4rザつ引] Fう)]

Ti文 =-P・0・i5[ct P(b1r/ -b2σう +(~'};/+l勺) (br -b4(l)] 

u2 =一ρ'g・O'K[ct};/(bd-b2a/)+(};/ +ctrう(b3r' ん〆)]

v2 =ρ・0・0・K[(2，'1-~/ rう(b1〆+b2Yう KctL.'/ (b3a/ + b4rう

と置く，ここで， ωを2ω に置き換えたことを示すため，関数に肩符[']をつけた。

第 1近似項を求めた時と同様に，第 2近似項の Sでの値を S。の値でおきかえた (31)の左

辺を零とおき， (32)， (33)を用い整理して，

[卜トトド向州川1(必(に((oS'

W 十叫bん凶4ω 十刊叩川CσC')つ)川+詞函主 (ρC2-3記幻(o)…l σ〆?倒[b2(oC+b4((oS/+C') + 2~ 
= [bl~OÓC+b3((ÓS'+C)十かいCS)'sinα] )'/ 

ここで， ~ó， g， C'は 2wh，sinh (2ωh)， cosh (2ωん)である O 式(34)から bjについての 4個の

方程式が得られ，これを解いて，

b1 = sin日・[1¥1((og+C)-4((o+CS)((oC)]/(21¥11¥1') 
b2 = -cos α・(C2-3的((oC')/(21¥11'vF)

ん=一cosα・(C2-3(O)・((og-Cう/(21¥11¥1')

M 三(O+C2， 1¥1'三((O)2十(C')2

と常数 bjがきまる。

(35) 
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v. まとめ

平らな斜面になiった，表面がJE弦波状に起伏する一様な非庄縮性ニュートン粘性流体(表

題に積雪という言葉を用いたが，非圧縮性だから，むしろ，氷河と考えるべきか)内の応力と

流速の分布を，波の振幅。が波長 AVこ比べ極めて小さい場合について，逐次近似的に求めるこ

とを試みた。

第η近似解は，方程式 (4)，(5)と境界条件 (6)は満足する。しかし，境界条件 (7)は，iJ ( = 27rrl! A) 

のn乗程度の誤差でしか満たさない。

近似を進めることに原理的な困難は無いが， 第 n近似項には第 (n-1)近似解が複雑に関

係するので，本論文では，nについての-般的表式を得ることは出来ず，第 2近似解までを求

めるに留まった。

筆者の一人は，文献 1)で，正弦波状に起伏する斜面上で，積雪表面もi[弦波状で，流動状

態が定常の場合，および，表ー面が平らで，流動状態が経過的の場合について，この論文と同じ

く，積雪を非庄縮性ニュートン粘性流体として，近似解を求めたが，これらは，第 1近似解で

あった。

第IV章第 1節から判る様に，第 1近似解を求める時は，変換式 (19)の右辺第 2項以下を

省略したが，これは，0を零とみなすことに相当する。さらに， Sでの値を Soでの値に置きか

えた。ここで，波の振幅が平均積雪深に比べ小さいという， (3)の第2条件の他，式 (24)の後に

述べた事情もつかっている。後者は，近似項が，方程式 (4)でなく，同次方程式 (13)を満たす

ことに関連している。実際，単純解では Sでの値と Soでの値の差は dの程度で，ilの程度で

はない。表面 Sでの値を平均表面白での値に置き換えることは，どの近似項を求める時にも

使う。それ故，これらが同次方程式 (13)を満たすことは，この近似法で本質的なことである。

第O近似のσ2が，第 1近似項を求めるのに不用なのは，変換式 (19)からの帰結であるが，

第 2近似項をもとめるにも不用なのは， σ2=σ1のためで、これは非圧縮性に起因する。

有限要素法による数値解と，本論文で

将来にゆすず守る。

文献

1) 吉田順五 1964 斜面積雪の内部応力および粘性流動I. 低温科学p 物理篇， 22， 83-100. 

Summary 

Approximate expressions of the components of stress and flow velocity were obtained of 

a snow cover lying on a plane slope and having a wavy surface undulating parallel to the 

slope. The snow is assumed to be uniform horizontally both in nature and in shape. Then， 

it will flow two-dimensionally in a vertical section parallel to the line of maximal inclination. 

Figur巴 1of the text shows the section where the straight line G represents the slope and 

the curve S the snow surface. 

In the x -2 coordinate system shown in Fig. 1， the curve S is expressed by 
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z = h+d sin (ωx) = h + d sin (27rxj J.) [2 ] 

where h is th巴 meanthickness of the snow cover， d the amp¥itude and J. the wave¥ength. 

The undu¥ation is assumed so weak that 

L1 = ω ・ ð~l ， ðjh~l. [3 ] 

The snow is assumed to be a homogeneous incompressib¥e Newtonian viscous fluid of 

density p and of viscous coefficientザ・ The inertia force being neg¥ected， three components of 

stress σx， Uz and !"zx， and two components of flow ve¥ocity u and v wil¥ satisfy the simu¥taneous 

equatJOns 

and 

Bσxjox+o'zxjox = -pgsin α oazjoz+o!"zxjox =ρσcosα[4  ] 

す(σxーの)
。ujox
ミ(az-ux)
二二 土一 1一一一与一一一=勾，ovjo ;， (oujoz -ovjox) 

[ 5 ] 

The snow cover is assumed not to g¥ide on the ground， imposing the boundary conditions 

u = v = 0 at z = 0 [ 6 ] 

whi¥e the boundary conditions on the snow surface are 

内=!"tn = 0 [7] 

where 的 and'tn are the components of stress in the t -11 coordinate system. They are 

re¥ated to. the components in the x -z system by [8] or [19]: 

σn = (σお-2(!"zx)sL1.cos(ωX)+O(L12)， !"tn=('叫s+(σzー σx).L1.cos(ωX)+O(L12). [19J 

Let 

σ2=σ~= -pσ(h-z)・cosα， ，~x = pg (h -z) sin αu=(pg.sinα/マ)・z(hー (zj2))， VO = 0 . [l1J 

They satisfy the equations [4]， [5] and [6] but not [7]. Let the di百erenceof the so¥ution of 

the equations [4]， [5]， [6] and [7] and the functions de五nedby [11] be cal¥ed the superimposed 

so¥ution. They must satisfy [5]， [6] and 

。σzjox十o'zxloz= 0 ， oσzldz+o!"zxjdx = 0 [13] 

and 

σ~+σn = 0， !"~n +σtn = 0 [14] 

instead of [4] and [7]. 

Let σk， etc. satisfy the equations [13]， [5] and [6]. Then， the functions defined by 
n 

σ~nJ 2:: (L1)i-lUし etc [15] 

a¥so satisfy the equations [13]， [5] and [6]. They wil¥ approximate the superimposed solution， 

if 

¥im R~n) = ¥im (σ~+σ~nJ) 0， ¥im R;llJ = ¥im (!"~n 十，~~J) = o. [16J 
(n)→∞ (n)→∞ (n)→∞ (n)→∞ 

The approximate so¥ution of the origina¥ equations [4]， [5]， [6] and [7] wil¥ be then obtained 

as the sum of [15] and [11]. 
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Now， there are four linearly independent solutions of the equations [13]， [5] and [6] 

having a factor sin (wx) or cos (wx) as shown in Table 1， where c， 2:， r，σand r mean respec-
tivelyωz， sinh (ωz)， cosh (ωz)， sin (ωx) and cos (ωエ).

The first approximation terms O"i， etc. are now expressed by their linear combination as 

σ~ = Gj(C;;+r)σ十G，(C;;十r)r十G3(22，'+cr)σ十G，(22: +c;;) r ， etc. [23J 
From the conditions that both R~j) and R;jl become of the order of 11， the coefficients are 

determined as 

a， = -cosα(CoS+C)jM， a， = sin α.CoCjM 

G3 cosα.CoCjM， 向=-Sln α(CoS-C)jM; C
 
+
 

y
」一一一M

 

[28J 

where Co， S and C mean respectively wh， sinh (wh) and cosh (wh). 
The second approximation terms σ;Z'， etc. are then found to be expressed by the linear 

combination of the functions in Table 1 with 山 replacedby 2ωas 

σ~ = b，(C'2:' +r')〆+b，(C' 2:' + r') iノ+b3(22:'+c'r〆)〆+ム(2l"+ C' r') r'， etc. [33J 

where ['] means the replacement ofωby 2ωThe conditions that both R~2l and R;2l become 

of the order of 11' determine the coe缶cientsas 

ム Slllα[M(CoS' +C') -4(CO+CS) (CoC')]/(2MM')， 

b， =一cosa(C' -3CO) (CoC')j(2MM')， 
b3 = -sin α[M (CoC') -4 (Co + CS) (CoS' -C')]j(2MM')， } 

ム=cos a (C' -3CO)・(CoS'-C')((2MM'); 

M' == (Co)'+(C')'. ) 

[35J 

Further approximations wi11 be obtained similarly目 However-as the coefficients in the 

n-th approximation depend on a11 the previous approximations， it is too complicate to obtain 

the explicit expressions of the coe伍cientseven in the third approximation. 


