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斜面積雪の挙動の研究 XXII*

一一曲線群 CHの実用的積雪表面到達点の遍在一一

吉田 )1民五・藤岡敏夫

(北海道大学名誉教授)

(昭和62年 10月受理〉

I.まえがき

第 1図にある図 (a)と図 (b)とは， この論文で考える， 無限に広い斜面につもった仮想積

雪2種類の鉛直断面図である。紙面で表わされるこの鉛直断面は，斜面の最大傾斜方向に立

ち，積雪はその性質も状態も紙面に直tfJな方向には変えないとする。したがって，積雪は紙面

内を 2次元的に流動する。それで紙面を「流動面」とよぶ。

積雪の表面および底面を，それぞれ， sおよびGの印をつけた直線あるいは正弦曲線で表
わした。積雪底面は地面でもある。地

面Gが平同で表面 Sが正弦波状にう

ねる第 1図(a)の積雪を「平担斜面上

波状積雪」とよび積雪 AJと略称

する。地面 GがjE弦波状で表面 Sが

平拘な第 1図(b)の積雪を「波状斜面

上平坦積雪」とよび I積雪BJと略

称する。破直線 S。と破直線 G。とは，

それぞれ，正弦曲線Sと1E弦曲線Gと

の中心線である。

積雪を粘性係数万の非常に大きい

均一な非圧縮性ニュートン粘性流体と

して，鈴木と筆者のひとりである吉田

とは，前論文XXIで4)，近似計算によ

って，積雪 A内の応力と流動速度と

の成分を理論的に求めた。応力平衡微

分方程式および応力査速度関係微分方

程式の近似解として上記の成分を定め

*北海道大学低温科学研究所業績 第 3093号

第 1図 この論文で考える波状斜面積雪の鉛直断面の

一部。 (a)積雪 A:平坦斜田上波状積雪。 (b)

積雪B:波状斜面上平坦積雪。 S:積雪表面。
G:地面。波状の曲線は，彼直線 So，Goを中

心線とする正弦曲線

低温科学物理篇第46輯昭和62年
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たわけで、ある。 おなじ手法で積雪B内の成分も計算できる。 この論文の第II京でその計算結

果を示す。

古聞は，論文 IXl)で， IU:I線昨 CHおよび山l線jtf，Cvと名づける 2種類の111J*制作を， 'f}!í~ilf-J 

応力を|舗を用いて研究する方法を案U:¥する 11的で導入した。いずれも，流動凶i内にある平副IUI

線併である。 第IIIj早で， 前論文でえた積':J(A 1付の応力成分および出1IJ';1に示す砧主&B1付の

応力成分を用いて描かれる阿山線併を凶示する。その凶から，単独の曲線 Cvおよび曲線鮮 Cn

が，波状表面あるいは波状地面の 1波長』内にある 2点で、積雪表面 Sに到達することが知ら

れる。 このことは， t'(J IV章で説明するように，全部が積雪表面に到達しなければならない曲

線群 CHを描きやすくする，都合のよい条件として使われる。

II. 波状斜面上平坦積雪内の応力および流動速度の成分

1. 近似計算のために設けた条件ならびに境界条件

前章の「まえがき」で、のベたように，積雪を均 aな非圧縮性ニュートン粘性流体とみなし

て，積雪B内の応力成分および流動速度成分を表わす近似式を理論的に計算した。その近似式

を第4節に示す。計算の手順は，積雪 A内の成分を求めるために前論文XXIで用いたのと同

じだから，説明を省く。

以下第3節までに述べる事柄は，前論文で扱った積雪 Aのばあいにもあてはまる。

近似計算のために設けた条件は

L10 =占/h<<::'l 

j = ow = 2πo/え<tl

(1 ) 

(2 ) 

のふたつで、ある。第 1図に示したように，んは積雪の平均の厚さ，。とえとは，それぞれ，正

弦波状積雪表面あるいは正弦波状地面の娠幅と波長とである。

座標 (x，z)と座標 (X，Z)とを第 1図に示したようにとる。座標 (X，Z)は水平鉛直座標で，

次の第 III章で用いる。

積雪は地面で滑らないとした。すなわち，流動速度の x，z成分を U，Vとするとき，地面

G上では

u=v=o 地面 G上) (3 ) 

であるとの条件をおいた。これを第 1境界条件とよぶ。第2境界条件は，積雪表面S上での条

件である。それは，強い風が吹いていないとして

積雪表面S上の応力成分=0 (4 ) 

と定めた。

2. 略記号

応力成分および流動速度成分の表式を簡単にするため，次の略記号を使う。まず

的 =2π/A (5 ) 



とおいて

とする。さらに

とおく。また
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ご=ωx，c=ωz，σ= sin r;， r = cos r;， ) 

}; = sinh c， r = cosh c， K = 1/(2ωザ) J 

co= ωh， S = sinh Co， C = cosh Co， 

M = Co + C2， J = 1ー{4Co(Co十CSj/M}J 

ω'=2ω 

(6 ) 

(7) 

(8 ) 

として，式(6)および式 (7)のωをd におきかえた記号にはダッシュをつける。すなわち

である。

f;'=ω'x， (，'=(I)'Z，σ， = sin f;'， r' = cos f;'， 

};' = sinh c'， r' = cosh C'，ピ=1/(2ω匂)= K/2， 
Cl=ω'h， S' = sinh ç~， C' = cosh ç~ ， M' = (Ç~)2+(C')2 J 

3. 各成分の表わしかた

(9 ) 

39 

応力成分 σx，fJz， Tzxおよび流動速度成分 ll，Vのそれぞれを，第O近似項，第 1近似項，第

2近似項の和として表わす。成分記号に肩符 0，1， 2をつけて，各近似項を示す。

たとえば，のと uとは

σ，， =σ3十 σ1+ L1 ・ σ~， II = UO十III+ L1・U2 (10) 

の形に書く。第2近似項だけは成分記号と dとの積とする。

均一粘性流体とみなした積雪の密度を p，重力加速度を gとする。次の第4節で示すよう

に，各応力成分の第O近似項は

w=ρgh (11) 

の程度の大きさであり，第 1第2近似項の大きさの程度は，それぞれ

L10・W， L1.L1o'W (12) 

である。すなわち，式(1)式(2)の条件によって，第1第2近似項は第O近似項に対して，それ

ぞれ 1次 2次の微小量である。そして式(10)の形に表わされる応力成分は3次微小量 L12.L10・

W を誤差として含む。流動速度成分についても同様なことがし、える。

なお，応力の垂直成分の記号山とのとは，通常の用法にしたがい，張力のときは正とし

て，圧力のときは負として使う。

4. 積雪B内の応力および流動速度の成分

積雪B内の，すなわち波状斜面上平坦積雪内の応力ならびに流動速度の成分を，各近似項

にわけて，以下に示す。 用いる座標は，第1図(b)の(x，z)である。地面の平均傾斜角，すな

わち同図の破直線G。と水平方向との聞の角を αとする。積雪表面 Sおよび地面 Gは，それ
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t ぞれ

z = 0， z= h+ii・σ (13) 

にぶって表わされされる o

(i) 第O近似項。 J也I討が，波状でなく平JIIで，抗 1凶 (b)の破iu線G。でlJAえられるとしたばあ

いの各成分が出0近似項で，次のようによ;かれる。

。~= O"~ = -W (1:，/1:，0) cos α， T~X = W (1:，/1:，0) sin a， 1 
U
O = /i: Wl:，o [(1:，/1:，0)2 -1] sin α '0

0 = 0 . 
(14) 

(i的 第 1近似項。扇符 1をつけた記サで、表わされる第 1近似項は次の通りである。
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(15) 

([2 = -2 (l:，ijC/M) sit1 It， 

(/4 = -2 [l:，o(C -1:，05)/1'vlj sin ct， ¥ 

a1二 ([3=o. 
(16) 

前論文XXIでのベたように， ti1 0近似項以外の近似項を求めるには，まず， )自主~な関数と

未定係数との積を 4箇加えあわせた線形結合式を作る。そして，境界条件を用いて未定係数の

(u立を定める。今のばあい aj (j = 1， 2， 3， 4)がその未定係数で， Mfを定めたら，たまたま， ([1と(/3

とが Oになった。式 (16)の最後の式はそのことの表示である。 積雪 A のばあいには，前論文

XXIにみられるように 4箇の未定係数は，いずれも oでない。

(iii) 第 2近似項。第 2近似項は，次式 (17)のそれぞれに dを乗じて得られる o

O"~ = .:10・W[btlX'+C'lリ)十九(2["+ C' 1"')]σ 
σ~ = L10・W [b1 (2" -C' 1") -b3(I:，'1"')] 0"'， 

dx = -L10. W [b1 (C' 2:")+ b3(1"' + 1:，' [")] 7'， 
u2 ニ /i:'.L1 o •W[bo-{b1(C'/'う+ん(I"+I:，'27')}7'J， I 
'0
2 == K'・L10・WUh(["-I:，'ユマうーん(C'[")]〆 j 

(17) 

bo= -Jsin叫ん=九=0，

b1= 日[(1+めc'+ I:，~S'] Sit1 α1M'， 

b3=一[J(C'-1:，65')一(勾)2C'Jsi町 r/.M'.J 

(18) 

5. 積雪A内の応力および流動速度の成分

平H:J.斜面上波状積丹である積叶 A内の応力成分と流動速度成分とは，第 1図 (a)に示した

座標 (X，z)を用いて，前論文XXlで定めた。成分の表わしかたは，上の積雪Bのばあいと同じ

である。前論文にある式を，その番号を角括弧[ ]で阻んで示すと，積雪 Aの表面 Sは式 [2]

で，地面 Gはz=oで表わされる。式 [11]が第O近似項である。第 1近似項は式 [23]と式 [28]
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とにより，第 2近似項は式 [33]に dを乗じたものと式 [35]とによって与えられる。使われて

いる略記号は，上の第2節に示したものと同じである。なお，本論文では，前論文で定義した

第2近似項に dを乗じたものを，使山上， tfJ 2近似項と呼んだ。(式 [33]にある u2，'02の式のな

かの κを IC'に訂正する。)

111. 曲線群 CHおよび曲線群Cv

1. 曲線群 CHおよび曲線群 Cvの定義の要点

この第 1節と次の第 2節とでのべることがらは，第 1図(a)および(b)に示した座標系のど

ちらを使っても通用する。

積雪内の任意の点Pにおける微小水平面上の応力成分ベクトルをfH，流動面に直角な微

小鉛直面上の応力成分ベクトルを fvとする。 曲線 CHおよび曲線 Cvは，それらの上のすべて

の点で，切線が，それぞれ，fHおよび fvと方向を共にする曲線である。それで，数学的には，

曲線 CHが，水平鉛直座標系(X，Z)における徴分方程式

dZjdX = aZ/TZX = tan I(J (19) 

の積分曲線として，また，曲線 Cvが

dZ/dX = TZX，μX = tan <t (20) 

の積分rJ.l1線として与えられる。両微分方程式とも沼 1階だから，解は 1筒の副変数をふくむ。

副変数の値を変化することにより，同曲線のjj'pが作られる。 :J'tjI(Jおよび角いは，それぞれ，水

平陸自宅Xの11ーの方向から fHおよび fvの方向まで反時計まわりに測った角である。

流動面内の成る曲線を合み流動面に直角に立つ筒面上の応力を，簡単に，その曲線上の応

力と呼ぶことにしよう。すると， illl*泉 CH 上の応力成分ベクトルは，すべての}，~(で・方向が水平

であり，曲線 Cv上の応力成分ベクトルは，すべての点で，方向が鉛直であると言える。 この

物理的性質のため，曲線 CHは閉曲線を作りえない。

逆に，その七の応力成分ベクトルが，全長にわたって，水平な曲線が山線 CHであり，鉛

直な曲線が曲線 Cvであるともいえる。積雪表面上の応力成分ベクトルは大きさがOである。

したがって，その方向を水平と見てもよいし，鉛I立と見てもよい。かくして，積雪表面山線S

は，同時に，曲線 Cnでもあり曲線 Cvでもあることになる。

2. 座標系(X，z)における曲線群 Cnおよび曲線群 Cvの微分方程式

積'lfA， B内の応力の考察には，座標系 (X，Z)より座標系 (x，z)を使う方が都合がよい。

それで、次のようにして，式 (19)と式 (20)とを，座標系 (x，z)での微分方程式に変史する。

座標 Z の正の方向から fHおよび fvの方向までの角は，第 1図から知られるように，それ

ぞれ，I(J+αおよびψ十日にひとしい。角 αは斜面の平均傾斜角である。よって，曲線 CHと曲

線 Cvとの座標系(x，z)における微分方程式は，それぞれ

dz/dx = tan (I(J+α) = (tan l(J+tanα)j(l-tan αtan I(J) (21) 

dz/dx = tan (ψ+α) = (tan <t+tanα)j(l-tan αtanゆ (22)
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と書かれる0 ・方， よく知られた変換式

げx= tJX COS2日十4IZ51n2α+'，x sin 21.f ) 
σz = (lx sin2α+のじOS2α-'，x sin 2α ! 
τzx= (σz -('x) sin a cos α+'zx cos 2日 j

(23) 

によって tanψ=σz/'zxおよび tanψ=τzx/町が坐t~{系 (x， z)での応力成分によって去わさ

れる。それを式(21)のtanIPおよび‘式 (22)の tanrtに使えばI!fr則の微分方程式となる。

前論文XXIとこの論文の第 II主主とで、えた応力成分を式 (23)に用いれば，積雪 Aおよび積

雪B内の CH，Cv両曲線鮮の微分方程式がえられる。 しかし，それを，解析的に積分すること

は非常にむつかしい。それで，電子計算器を使って，微分方程式から直接に両曲線併を作凶

した。

3. 積雪 B内の曲線群CH と曲線群 Cv

第 2凶の凶 (a)と図 (b)とに，それぞれ，積雪B内のIIlI線併 CHと1111線併 Cvとを示す。 地

而Gの平均傾斜角 αを 300とし，!lo=ôjんと !l = ωδ とを|当の右上 I)I~に示した他にとったばあい

の凶である。櫛の形の図 (c)は，水平鉛直!座標系 (X，Z)での必断応力成分 'ZXの凶で，櫛の歯

にあたる水平線分の長さがその大きさを表わす。線分が z方向に立つ直線の右側にあるときは

'ZXが，[，左側にあるときはれとする。

図(d)は， 凶 (b) の~ntH近くの・百五を z 軸方向に 2.5 倍に拡大し， さらに 'ZXの図と) TZX 

=0の点をつらねる破線B2を書き加えたものである。凶 (d)については，次の第4節でのベる。

任意の点 Pで凶 (a)と凶 (b)との山総に切線を引けば，切線と水平方向との|日lの11JIPと角

ψとが知られる。凶 (c)からは点Pでの 'ZXの他が定められる。すると，式 (19)と式 (20)とを

使って σxとσzとがきめられる。かくして(札 (b)，(c)の3図は，積雪 B内のすべての点での応

力を与えることになる。

積雪表面S上波長えごとにある 2点 A，Bは，曲線 Cnと曲線 Cvとが表面 Sに到達する

点である。ただ，曲線 CHについては，そのことが第2図(a)によく現われていない。それで，

却 3図を作った。

第3図(a)，(b)は第 2図(a)，(b)それぞれの表面 S附近を，座標 zの方向に 20倍伸長した

図である。 この伸張のため，水平方向と鉛irr方向とが破直線 (H)と(V)との方向になる。使'庄
のため，表面Sより上の領域を 11守外J，-Fの領域を「時内」とよぶ。 前草でえた応力成分を
表わす数式は，時外でも応力成分を定める。それによって描いた山総lr"Cn， Cvが，t(~ 3図(叫

(b)にある破線の曲線併である。

第31泊(a)で，積雪表面S上にある点 Aおよび点 Bを通る点直線も曲線 CHである。点B

を通る)，'，(直線の右側にある1l!1線抑 CHは 1守外のものも呼内のものも，表面 Svこ近づくと右方

へ勾山して，そのあと直ぐに表面Sに到達するように，凶の上では見える。しかし実際は，

勾曲したあと表面Sとすれすれに伸びて，右隣りの点Aに至って，やっと表面 Sに到達する。

点Bを通る点直線の左側にある曲線幹 CHも，同じようにして，左隣りの点 Aに到達する。か

くして，坪内の曲線群 CHは，点 Aで埠外の曲線-1l1CH につながる。点 Avこ右あるいは左から
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第2図 積雪B内の (a)曲線群 Cu，(b)曲線群Cv，(c)水平鉛直座標系 (X，Z)におけ

る到断応力成分 TZX，。 図(a)図(b)にある点 A点Bは，応力が消滅し曲線CII

および曲線Cvが表面 Siこ到達する点。図 (c)の右向きに出る水平線分は正の

TZXを，左向きにHJる水平線分は負の τZXを表わす。 図(d)は図(b)の部分拡

大。曲線B2はTZX=Oの点をつらねる水平鉛直主応力線。破直線(H)彼直線

(V)は，それぞれ，水平方向鉛直方向を示す
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到達する坪内の各曲線 CHVこ対して，左あるいは右から到達して，それと平滑につながる坪外

の曲線 CHが存在するからである。方，表面 Sも曲線 Cnであるο それ故， J寺内呼外を合せ

考えると，点Aは，表面 Sである 1本の曲線 CHと無数の曲線 Cnとの交叉点となる。点Bも

また，曲線 CHの交叉点である。ただ，この場合に交叉するのは，点直線で表わした曲線 CHと

表面 Sとの 2本にとどまる。
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第3図

吉田順?王・藤岡敏夫

第 2凶の一部を zブj/IiJに引仲ばした凶。 副主総の曲線群l主将外の曲線苦手 Cu

および曲線7洋Cv。 応力が消滅する点A点Bを通る点線も， J:守内崎外にわ
たる平滑なllll線Cuあるいは曲線 Cvである

第 3図(b)の点 A，Bを通る点山総も曲線 Cvであって， 山線 Cvが閉曲線11下をつくる領域

を囲んでいる。かくして， l;~ Aおよび点 Bは，曲線 CHの交X点であると同時に曲線 Cvの交

又点でもあることになる。

実在しない坪外の山線を消し去れば，上記の交叉点 Aおよび Bは，

曲線 CHおよび山線 Cvの積雪表面到達点となる。 到達点はこのように，

あって，理論的には，交y";;，(と見る方が考察に便利である。

4. 積雪A内の曲線群CHおよび曲線群Cv

さきに述べたように，

本来，交叉JJ，なので

第 4[ま1(a)， (b)， (c)が，前論文 XXlでえた応力成分を用いて摘し、た， 1子〔宣rA内の曲線1tFCH， 
山線併 Cv，YY断応力 'zxの凶である。いずれも，庄原 Z の方向に 3/10だけ縮少しである。弟

2図のばあいと同様， (政直線 (H)，(V)が水平，鉛|白方向を示す。波状積雪表面 S上の点 Aおよ

び点 Bが山線 CHおよび曲線 Cvの交X点であることも，部 2凶の積雪 Bのばあいと同じで

ある。

幽 (d)に，図 (b)で曲線 Cvがi羽曲線併を形成する領域の附近を拡大した。破山線 B2は，

'zXがOにひとしい点を連ねた曲線である。したがって，曲線 B2のうえでは，主応力の方向が

水平および鉛直である。それ故，応力成分ベクトルfnおよび fvも，それぞれ，方向が鉛直お

よび水平で， 曲線 Cn，Cvの切線は，それぞれ破直線 (V)，(H)に平行する。この程の曲線を，
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0.2ρgh 

O.lpgh 

第4図 Ri探 Zの方向に縮めて示した積雪A内の (a)曲線群 Crr，(b)曲線群 Cv，(c)rzx 
の分布， (d)図は (b)の部分拡大。第 2図でと同様に， 点A点Bは応力が消滅

し曲線 CHおよび曲線 Cvが表面 Sに到達する点
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論文XIIFlの第1II章第2節で、水平鉛直主応力線 B2と名づけた。 第2図，;;rn図にある曲
線B2も水平鉛直主応力線である。

IV. 曲線 Crrの積雪表面到達点

1. 合併応力場内の積雪表面S

しばらく，積雪 Aおよび積雪Bから離れて， 流動面内を流動する一般の積雪を考える。
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論文XV3)で示したように， 曲線CHは地面 G上の 1}，¥と積苛表面 S上の 1点とを結ぶ曲線で

ある。それで，地図Gから出発するとみなせは， 1111線 Cnは表面ISに到達しなければならな

いσ この節 IV '{iíーは，その到辻~}.I.'. の考察である。 1111 線 Cv には表而 S Vこ到達しなければならな

いとの制約はない。それ故， rllJ線 Cvにとって，到達点が曲線 Cnにとってのほどには重要で、

なくなる o

ー荷量の積雪についても，積雪 A および積'~íB のばあいと同様に，表而 S をこえたi等外に，

i寺内の応力場と連続する応力場を，原理的に考えることができる。 時外坪内の応力場を合せて

「合併応力場」と名づける。論文XVP)の第 II市第 1節で，流動面内にあるふたつの主応力の

うちのづ7が完全に消滅した応力を完全単独主応力と名づけ、略称PSPを用いることにした。

合併応力場内の成る点Pの応力がPSPであるとしよう。すると，点Pを中心とする流動面に

直角な微小田上の応力成分ベクトルは，微小面の方向の如伺にかかわらず， PSPと方向を同じ

くすることが容易に証明される。

積雪表面 S上には応力成分が存在しない。よって，表面S上の応力は表面 Sの切線と方向

を共にする PSPである。したがって，表面S上では， fn も fv も方向が表面~S の切線と・致す

る。 これも，表面Sが曲線 CIIであると同時に山線 Cvでもあることを示す事柄である。かく

して，表面Sは，その全長にわたって，応力が切線と方向を同じくする PSPであることを特

異性とする，合併応力場内の曲線 Cnあるし、は出l線 Cvであると言ってよいことになる。

2. 積雪表面 Sと曲線Cu，Cvとの交文条件

前のfz;Eの第 3節で、のベたように，それ白身がIJll線 Cnである表面jSと他の曲線 Cnとの合

併応力場内での交叉点が.山線 Cnの表面到達点となる。表面S上の PSPの値を Iで表わそ

う。 この IがOに等しい表面S上の点には応力が全く存在しない。 それ故fnも大きさが消滅

する。大きさの無いベクトルには任意の方向を付与できる。それ故， 1=0の点ではfnがふた

つ以上の異る方向を持つことができ，表面 Sのほかにも，その点を通過する曲線 Cuが存在し

うる。すなわち， 1=0の点は，表面Sと他の曲線 Cnとの交叉点になりうる。

他方 1がOでない表面 S上の点では fnの方向がPSPの方向ひとつに限られるから，

交叉は起りえない。ただし，表面Sの切線が水平な点は例外である。 このような点ではfHが

大きさを失い， 1がOでなくても， 1=0の点でと同様，fllが任意の方向を持ちうるからである。

なおじ考えかたにより，表面Sとl曲線 Cvとの交叉点となりうるのは， 1=0の点と表面S

の切線が鉛直なl:i，とであることがわかる。つまり 1=0の点は表面 Sと曲線 Cnおよび 1111線

Cvとの共通交文点となりうる。これに対し，切線が水平な点は山線 Cvとの交叉点になりえず，

鉛直な点は曲線 Cnとの交叉点にはなりえない。

3. 積雪Aに施す連続変化K

表面 S上の点が他の曲線 CIIとの交叉点となりうるための条件は，前節に示したように厳

しい。したがって，交叉点は稀にしか現われ得ないであろう。このように表面到達点が乏しい

ことは，その全部が表面に到達しなければならない曲線符 Cnを描くにあたっての障害となる。

しかし，この障害は以下のようにして避けられる。

現実には，積雪表面も地面も不規則に細かく波打っている。この論文のものも合めて，積
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雪表面Sあるいは地面Gと一般にいうとき，それは，細かし、現実の波を平均して作られる平

滑な実用曲線を指す。それで，実用曲線を積雪の境界とみて定められる積雪内応力は，特に境

界附近において，誤差を含まざるをえない。

細かく波うつ現実の積雪表面および地面を，それぞれ，表面S'および地面jG'と略称し，

表面 S'上の PSPの他をl'で表わす。ひとつの例として，第4図および第 1図(a)にある積雪 A

の表面Sを，波形が規則的ではあるが，表面 S'とみなし，第 1図(a)の直線S。を実用表面 S

と考える。表面 S(第 1図(a)のSO)上の IはOだから，その上のすべての点が到達点でありう

る。しかし，表面S自体が架空のものだから，この到達点は現実のものではない。これに反し，

表面 S'(第4図では S)上には，波長 Aごとに，曲線 CHとの交叉点である現実の到達点が，

2箇づっ，点 Aおよび点Bとして存在する。

いま，第4図に示された積雪Aの状態を出発点として表面 S'の形，積雪の性質，および

地面の形とそこでの境界条件とを連続的に変えるとしよう。ただし表面S'は，波形を乱しつ

つも，主要波長は Aにひとしく保ったまま形を変えるとする。この連続変化を「変化KJと

よぶ。

変化Kは連続だから，それに伴って合併応力場が連続的に変化し，曲線群 Cnは連続的変

形をうける。実用表面 Sも変形し，そのうえの Iの他は Oから外れる。しかし，表面 S'と曲線

群 CH との交叉現象は消滅しない。 前章第 3節でのベたように， 士寺内の曲線 Cnと坪外の曲線

CHとは 1本の曲線につながっているからである。かくして，交叉点 AeBeは，変化Kが施

されても，位置はずれるであろうが，存続する。

第4図(b)にある点 Aと点 Bとを両端とする点線は曲線 Cvで，第 3図(b)の同種類の点線

と同様に，時外に伸びている。したがって，点Aおよび点Bは，表面 S'とi寺内埼外にわたる

曲線 Cvとの交叉}，'，¥でもある。 このことによっても，点 Aおよび点 Bの，変化 Kiこ伴う存続

が示される。

4. 変化Kが作る曲線CHの実用表面到達点

変化 Kの出発点として用し、た積雪 Aの状態は ::1。および dの値が変われば，点 Aおよ

び点Bを存在させたまま，いろいろに変わる。また，変化Kも， さまざまな道を辿りうる。

したがって，変化Kの結果として生ずる状態は多様で，積雪が実際にありうる状態を広く覆う

であろう。

細かく不規則に波うつ現実表面S'の平均J辰幅を rJ'， 主要波長をrとしよう。すると上に

のべたことにより，表面S'の長さえFごとに2箇づっの曲線m二CHとの交叉点，すなわち曲線
CHの現実表面到達点があることになる。表面 S'と表面 Sとの距離は短い。それで，表面 S'上

の現実到達点に近い表面 S上の点を，曲線群 CHを描くときの到達点とする。 このように定め

られた表面S上の点を「実用到達点Jと名づける。

表面 Sは表面 S'の細かし‘波だけを平均した中心曲線だから}/は積雪の厚さん にくらべ

れば非常に短い。それ故，表面 S上長さ rごとに 2箇づつある実用到達点は，存在が頻繁であ

ると言わなければならない。

第2図の積雪 Bのばあいにも，積雪表面に点在して，曲線 CHの到達点が現われた。それ
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故， 現実地面 G'の不規則波形も， 安I];I主点の数を哨JJIIさせることはあっても減少させることは

ない。

上に定めたフ実j月用j到述jλ点、

正日5れL、至到到|リ1J.i述主主J点Iぐ点，1，(、，'，でで、ある。

5. 変化Kの打切り

状態を規定する条件が連続的に変われば，それにつれて状態も連続的に変わるのが持通で

ある吋しかし，条件の連続的変化が或る大きさに達すると，状態に不連続変化のおこる例が，

カタストロフィー現象とよばれて，数多く知られている。(例えば文献 5，6参照〕それで、，安全

のため，変化Kは，実用表面S上の Iの絶対{lliが大きくならないうちに，打切ることにする。

すなわち，前項で、定めた実用到達点は，実用表面 SのうちIの絶対伯が小さい部分にだけ用い

る。そして， 1の絶対値が大きい部分の実用到達点は，次にのベる別の考えかたによって定

める。

実用表面S上の Iと現実表面 S'上のl'とは値が近い。 したがって 1の絶対値が大きい

ばあいには，表面S'が他の曲線CH と交叉する 1'=0の点が現われる可能性は殆どない。変化

K を押し進めると，点 A と/~ Bとが突然消失するという類のカタストロフィーが起るのであ

ろう。それで， 1'=0の点の存在による裏づけをj問符せずに，積雪境界を表面 SとLたばあい

の実用応力を用いて実用到達点を定めることとする。

6. 実用到達点の遍庄

流動面内のふたつの主応力のうち，絶対的において一方が他方にくらべて著しく小さいば

あい，それを単独主応力とよび記号 SPで表わすれ また，絶対的が大きい方の主応力の方向を

もって， SPの方向とする。完全単独主応力 PSPは単独主応力 SPの完全形である。

表面S上の PSPのf出Iが絶対値において大きいと， 表面 Sを上面とする汚い表面層内の

応力は SPで，その方向は表面 S上の PSPの方向とほぼ」致する。このため，地面から発した

曲線 CHが表面層にはいると，僅かづっ表面Sに近づきながらも表而Sにそって仲び， 1=0の

/t，か表面iSの切線が水平な点かに出会うまでは，表面 Sに到達しなし、方，この表面層は極

めでうずく，その厚さは積雪の厚さにくらべれば無にひとしい。 それで，曲線 Cnが表面層に

述する点を，山線n下CHを:fmくときの実用表面到達点とする。山総 CHが表面に近づいたら，そ
の平滑な延長が表町Sと交Jえする点を実用到達点とするわけである。

以上は，表面 Sのうち Iの絶対抗の大きい部分では，すべての点が実用到達点であり得る

と考えるのに等しい。 また，1 の絶対航の小さい部分では，先に知ったように，実用到述}，l，~が

澗密に存在する。 したがって，山線 CHは表面S上の如何なる点に到達させてもよく，到達点

は表面jS上に遍在することになる。かくして， t(13引の始めにのベた障??は除去された。

論文XIP)にある拠形積雪の第 1第2区lでは， また論文 XIIP)にある円形積雪の第 2!1P
図では，曲線群 Cnを上記の仕方で表面 S(論文XII，XIIIの図では SO)に到達させている。

v.あとがき

積雪 Aの表面S上の Iは絶対値が小さい。それにも拘らず，第4図(a)で見るように，出1
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線 CHは，].の絶対値が大きい場合と同じく，先ず表面 Sに近づく。そのあと，それに沿って

仲び，J=Oの点、 Aで表面Sに到達する。積雪Bのばあいも，1の絶対値は小さいが，第III章

第4節で説明したように，曲線 Cnの表面到達様式は，上の積雪Aのばあいと変わらない。こ

のふたつの例をもとにして 1の絶対値が小さい A般の場合にも，到達様式が同じであること

を示せるかも知れない。もし示せれば，極めて僅かの例外はあるとしても，実用到達点のすべ

てが J=O の}\\~の裏づけなしに定められることになる。曲線 CH は積雪表而に到達するように

描かなければならないのだから，そうなってもおかしくはない。他方，必ずしも積雪表面に到

達しなくてもよい曲線 Cv にとっては，第 2~4 図に見られるように， J=Oの点の存在が表面

到達のために不可欠である。

第 II章に示した積雪 B内の応力成分，流動速度成分の第 1，第2近似項を求めるには，次

の表の重畳要素成分を使った。各電畳要素成分は，最上段にある応力関数φj(j=l，2， 3， 4)から

導かれる。この表が，前論文 XXIの第 1表にあたる。

2 |φ，=(に(t;，1'-I:幻)，ψυJ

σx I (I:+t;，1') 

σ (I:← c1')σ 

Tηz口x 一CJZf7

11 -"c1'r 
v κ(J可ーとど)σ

第 1表

φz=(cr-I:)ljω2 

ど+t;，1')r

(土'-cf')i 

CI: σ 

KとFσ

K(rーとど)i

文献

φ3=CI:σ/的

(21'+Cど)σ

ーとどσ

ー(ご+t;，1')r

-，，(r+CE)1 

-"c1'σ 

1) 古田順五 1981 斜面積雪の挙動の研究 IX. 低温科学，物用篇， 40， 37-49. 
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-"C/可 i

2) 吉田順h 1983 斜面積雪の挙動の研究 XIT，XlIL 低温科学，物理篇， 42， 21-38， 39う6.

3) 吉田順瓦 1984 斜面積雪の挙動の研究 XV，XVI 低混科学，物煙筒， 43，1-14， 15-31. 

4) 吉田11阪瓦，鈴木義男 1986 斜面積雪の一挙動の研究 XXI. f氏祖科学，物理，篇， 45， 27-36. 

5) 野口 広 1977 カタストロフィー(サイエンスライブラリー，斑工学の数学二 13) pp. 139，サイエン

ス7-1¥
6) 本間t1U'it1973 新しL、lポロジー(ブノレーバックス B-214)pp. 446，講談社.

Summary 

1. Figures (a) and (b) in Fig. 1 of the text show vertical sections of the snow covers which 

are both infInitely wide and in五nitelylong. Lines marked S and G are respectively the surfaces 

of the snow covers and those of the sloping grounds upon which the snow covers lie. The 

snow covers臼owvery slowly down the sloping grounds two-dimensionally in the planes of the 

vertical sections. Let the snow cover of Fig. 1 (a) be called ‘snow cover A'， whereas that of 

Fig. 1 (b) be called ‘snow cover B'. Each of the two snow covers is described by the use of 

its own set of coordinate systems (x， z) and (X， Z) as seen in Fig. L Axes of X and Z are 

respectively horizontal and vertical. 

2. The snow covers are assumed to be homogeneous incompressible Newtonian viscous fluid 
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which sticks to grounds G without gliding upon them. In the previous Paper XX!I)， Yosida 

and Suzuki determined the components of stress and flow velocity in snow cover A by solving 

approximately di百erentialequations [4] and [5] shown in the English summary of the same 

Paper. For that approximation， it was assumed that 

L1o=ojh<<:-l and L1=2;rojJ.=ωo<{::l. [ 1] 

3. The similar approximate calculations were made for the components in snow cover B and 

the results are shown in chapter II of the present Paper XXII. The components are expressed 

in the form of 

σx= σ3 十σ1+ L1 ・σx ， σz-σ~+σ~+ L1 ・ ai ， 'l"間二 r~x+r~x+ L1 ・ rix ，
[ 2] 

u = UO+u1+L1・u'，v = VO十v1+L1・u tj

where u and v are respectively x-and z-components of flow velocity. Letters g， p andマ

denote respectively acceleration of gravity， density and viscocity of the snow. 

4. Abbreviations are used for constants， variables and functions as shown by Eqs. (5-9) and 

Eq. (11) of the text. Equations for surface S of snow cover B and for ground G are respec-

tively given by 

c=o and c=co+L1・0・ [ 3] 

Equations (14) of the text give the first terms shouldering index 0 in the right sides of the 

above equations [2]， while Eqs. (15) and (16) give the second terms indexed with 1. The 

third terms are obtained from Eqs. (17) multiplied by L1 and Eqs. (18). The components of 

stress are thus determined with errors that are 11'・110.W in order of magnitude. 

5. Yosida introduced in Paper IX日 twosets of curves named Cn and Cy， with the intention 

of finding a method to study stresses in snow covers by means of something linke illustration. 

Curves CH and Cy in snow covers A and B are drawn in chapter III of the text by use of the 

stresses obtained in th巴 previouspaper and above in this Paper. 

6. Curves CH and Cy are respectively given by solutions of 

dZjdX = IJzjrzx = tan rp and dZ/dX = rzxlIJX = tan ct ， [ 4] 

di任erentialequations valid both in the two coordinate systems (X， Z) shown in Fig. 1. These 

di妊erentialequations are conveniently solved when transformed into those expressed in the 

coordinate systems (x， z). Differential coefficients for the curves can in these systems be written 

as follows: 

dzldx == tan (<，0 +α) = [(IJzjrzx)+tan α]/[1ー (σz!rzx)tan α]，) 
[ 5] 

dzldx == tan (ゆ+α)= [(rzx!dx)十tana]/[l -(rzxiσx)tanα]. J 

The di妊erentialequations in (x， z) are thus obtained by transforming σx，σz， rzx in the above 

equations [5] into dx， G"τzx through the well-known formulae shown in the text as Eqs‘(23). 

7. Curves CH and Cy were drawn for snow covers A and B directly from the differential 

equations by the use of an electronic computer. Figure 2 of the text gives the curves in snow 

cover B， while Fig. 4 gives those in snow cover A. In both Figs， curves Cn and curvesCy 

are respectively shown in figures (a) and figures (b). Tree-like figures (c) represent the mag-

nitude of τzx by th巴 lengthof their horizontal branches. As tangents to curves Cn and Cy 

yield the values of σzlrzx and r-zxlσx respectively， stresses can be known at any point in snow 

covers A and B from the three figures (a)， (b) and (c). There are two points marked A and 
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B on each wave¥ength A. of surfaces S in both cases of snow covers A and B. These points 

are pecu¥iar in that curv巴SCH and Cv reach surfaces S at them‘ Figures (a)， (b)， (c)， (d) are 

in Fig. 4 contracted in the direction of x， with straight ¥ines (H) and (V) indicating the hori. 

zonta¥ and vertica¥ directions respective¥y. 

8. The subject is here turned to any snow cover C that flows two-dimensionaIIy down a 

s¥oping ground; surface S and ground G may be of any shape and th巴 snowneed not be 

Newtonian viscous fluid. A pair of principa¥ stresses shaIl be caIled SP (sing¥e principa¥ stress) 

if one of them is very sm日Ilin magnitude in comparison with the other， whi¥e the pair shaIl 

be caIled PSP (perfect¥y sing¥e principa¥ stress) when one of its components utter¥y vanishes. 

On surface S stresses are PSP which coincides in direction with the tangent to the surface. 

This makes surface S a curve CH and a curve Cv simu¥taneous¥y. Let 1 denote the va¥ue of 

PSP on surface S. 

9. lt was shown in Paper XVS) that each of curves CH starts from a point on ground G to 

terminate at a point on surface S of snow cover C， without intersecting others on its way. 

BUL the points of termination are restricted on surface S either to singu¥ar points at which 

1 vanishes or to ordinary points at which the tangent to surface S happens to ¥ie horizontaIly. 

These restrictions make surface S short of points of termination， which brings an embarrasment 

in drawing curves CH. But， from the practica¥ point of view， every point on surface S can be 

regarded as a point of apparent termination as wiIl be exp¥ained be¥ow. 

10. Rea¥ surface S' of snow cover C is undu¥ating fine¥y and irregu¥arly; its common¥y used 

surface S is nothing e¥se th巴 meancurve of surface S'. Letters l' and X shaIl respective¥y be 

useu for the va¥ue of P5P on surface 5' and for its main wavelength which is much sma!ler 

than thickness h of the snow cover C. 

11. Suppose snow cover A of Fig. 1 (a) to wave its surface with wave¥ength X， and caIl snow 

cover A suppos巴das such by the name of snow cover A'. If snow cover A' is thought of 

as a specia¥ case of snow cover C， its 1 is equa¥ to 0 everywhere on surface S (straight ¥ine 

So in Fig. 1 (a))， whi¥e its l' vanishes twice at singu¥ar points A and B in every wave¥ength 
X of surface S' (curve S in Fig. 4). 

12. Let snow cover A' be transformed continuous¥y to snow cover C through continuous 

changes in surface S'， ground G and nature of the snow. During this transformation curves 

CH a¥so chang 
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and XIIP> show examples of such behavior of curves CH in the neighbourhood of surface S. 

15. Points of termination will be found where I reduces in magnitude or where the tangent 

to surface S becomes horizontal. Curves Cn can thus terminate on surface S if they only reach 

layer Ls and no restriction is placed on their reaching it. This means that curves Cn can 

practicaliy terminate on surface S at any point upon it， because layer Ls is so thin that it can 

be regarded as surface S itself. 

16. It is seen from what was stated in Articles 10 -15 that curve Cn can practically reach 

surface S of snow cover C at any point upon it whether that point is quali五吋 forreal termin日ー

tlOn or not. 


