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Golden-Thompsonの不等式をめぐって

情報数理研究分野安藤 毅

この不等式は，統計力学の分野で，エルミート作用素-H及び-Kをそれぞれの八ミルトニアンとしてもつ
系の分配関数と，それをミックスした一(H+ K)を八ミルトニアンにもつ系の分配関数の出較として現われ
た

TdeHeK)三TdeH+K)

を指し.1965年に発表された Golden[l]とThompson[2]の論文に由来している。

この総説では，この不等式を成立させる数学的な深い背景，また丁r(eH+K)を下から評価する不等式の確立

及びその一般化について，本質をより明快に理解してもらうために「離散化」して，行列の固有値の問題とし

てselfcontainedな解説を行なうことを目的としている。

1.はじめに

ここでH とKが「可換」すなわち HK=KHの場

合は♂+K ががなので，上の不等式(GT不等式と

呼ぼう)は等式になってしまう。可換性は，直感的には

同時対角化可能性に，また物理の言葉で言えば同時観

測の可能性に対応する。(勿論ここでH，Kは非有界

な作用素なので，数学的には可換性の定義 HKニ KH

はもっと厳密にしなけらばならないが，そこまでは立

ち入らない。)

H，Kが非可換のときは，eH+KとeH，がの聞には

一般には何等の代数的な関係も存在しないが，それで

もTr(トレース)をとった「期待値」の聞には上記の不

等式関係が常に成り立つというのが数学的に大変興味

を引くのである。

この不等式は氷山の一角て三関連した一連の不等式

が成り立つことは， Lenard[3JやThompson[ 4J自身

により巧みな方法で確立されているが，ここでは更に

深く背景を探り，その考察を発展させて Tr(eH+K)の

下からの評価も導出しようというのであるが，本質を

判りやすくするため全て行列の場合に話を限る。

この総説の数学的な内容は，数年前まで応用電気研

究所の応用数学部門に在職した日合文雄と筆者の共同

研究による処が多い。
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2.固有値と特異値

必要な用語の解説から始めよう。以下では，A，s，・

等はすべて ηXn(複素)行列とする。行列Aの固有値

(eigenva]ues)はその特性をある程度代表するユニタ

リ不変量であり， λl(A)，…，An(A)と書くことにする。

一般にこれは複素数であり，それのみからはあまり行

列そのものに関する情報は得られない。例えば，すべ

ての固有値がOとなるがそれ自身は行列として Oでは

ないものは沢山ある。固有値がユニタリ不変量だと

いったのは，行列 A，sをB二【J*AUなる関係で結

び着けるユニタリ行列 Uが存在するときは，Aの固

有値と Bの固有値は集合として同ーになる。ここで

U*AUはAに直交座標変換を加えたものと見ること

ができるから，固有値は座標のとり方に依存しないこ

とを言っている。

Aがエルミート行列の場合は固有値はすべて実数

となるので，

λl(A) >…>λn(A) 

じいつも大きい順に番号を付けることにする。エル

ミート行列Aに関しては固有値は，直交座標変換を除

いて行列のすべての情報を輿えるo すなわちユニタ

リ一行列 Vを

V*A V = diag(λl(A)，…，λη(A) ) 



と選ぶ、ことができる(主軸変換)。行列Aのエルミート

性は，すべての(縦)単位ベクトルxでのAの期待値

x*Axが実数となることで特徴付けられる。そして期

待値の最大値がλI(A)であり，最小値が λη(A)となる

わけである。さらにこれらの期待値が非負(または正)

のとき Aは半正定値(positivesemi-definite) (または

正定値(positivedefinite))と呼ばれている。 AとO及

びA> 0でそれぞれAが半正定値および正定値行列

であることを表わそう。

一般の行列Aの別のユニタリ不変量としては特異

値(singularvalues)σi(A) (i = 1，…， n)がある。これ

は，行列Aの複素共役転置行列を A*と書くと A*A

は常に半正定値行列となるから，Aの(行列としての)

絶対値(modulus)IA 1をA*Aの(行列としての非負

の)平方根(non-negativesQuare root) (A * A) 112で定

義し， σi(A)三λi(IAI ) =λi(A * A)山で定める。こ

れは非負な実数なので，これも

σI(A) >…>σn (A) 

と並べる。エルミート行列の特異値はその固有値の絶

対値で，また半正定値行列に対しては固有値と特異値

は同じものである。

行列の固有値または特異値を計算するのは困難な場

合が多い。しかし 2次方程式の根と係数の関係に見

られるように，行列Aのすべての固有値の和と積は容

易に計算できる。すなわち次の関係がある:

エλi(A)ニ Tr(A)三対角要素の和，

Hλi (A) = det (A)三行列式。

更に固有値を絶対値の大きな方から番号を付け

|λ1 (A) 1と…と |λn(A)1 

と並べておくと，この他にも(固有ベクトルでの期待値

を考えて)判ることは，

σI(A)と|λI(A)1， 1λn(A) 1三σn(A) (1) 

である。しかし驚くべきことに， (1)はすべての k= 1， 

nに対して次のように一般化される:

Hσi(A)とIIIλi(A)1。 (2) 

(ここでk=nでは (2)は等式になることに注意す

る。)

このような関係が初めて認識されたのは WeyI[5 J 

による積分方程式の固有値に関する不等式の考察から

2 

である。 (2)は(1)からある数学的な「魔術」を使うとた

ちまち出てくる。

その魔術は，行列Aにそれの h次の反対称積 k̂A

を対応させる写像を考えることである。〈叫は古くか

ら行列の理論でも考察の対象となっていたが，それ

(η) x (~)の行列で，その行列要素は A の h 次のkl " ¥k 
正方小行列の行列式として定義したので，直感的な思

考を妨げていた。物理との関連からいつて一番判り易

い定義は Aのh次のテンソル積 (tensorproduct) 

cg 

sorけ)のなす部分空間での写像と考えたときの表示行列

とするものででトある。そうすれば，次のような関係式は

直ちに判る:

N(AB)ニ k̂A・̂ kB

k̂A* = {̂ kA}*。

そして一番重要なのは，反対称テンソルのみを考えた

ことの結果として

λI(NA) = IIλ;(A)， (3) 

及び

σ1(̂ kA)=IIσi(A) (4) 

が成り立つことである。したがって，驚くべき不等式

群(2)は，一般的な不等式(1)を k̂Aに適用することに

より， (3)と(4)からから直ちに出るのである。

ここで更に言えることは，行列Aの固有値と特異値

の聞の一般的な関係は (2)及びその kニ nの場合の等

式で尽くされることである。これを数学的に正確に表

現すると次のようになる。非負のベクトル [σ;]と複素

ベクトル [λiJの成分が，

σ1> ・・・ > σn 

|λ11と…三 1Anl 

のように並んでおり，どの k二1，…，nでも，

Hσi> II 1λil 

なる不等式を満たし，かつ k=η ではこれが等式とな

るなら

σi(A)ニ σ"λi(A)二λ;(i= 1，2，…， n) 

を満たす行列Aが存在する。勿論，これはいわゆる「存

在定理」であるから，Aを作りだす algorithmはそう

簡単ではない。



3.優位関係

行列から離れて，実(縦)ベクトル a= [a，Jと

b = [b，Jの比較に関する新しい概念を導入しよう。ま
ず自然な順序として，仏三 bi(i= 1，2，…， n)のとき

α> bと書く。

次にそれぞれのベクトルの成分を大きい方から番号

を付け直して

。[JJ三…三 a[n]， b [1]と…三 b[nJ

と書く o aがbに優位(majorize)な立場にある，記号

でα';>b，とはどの k= 1，…，nに対しても

EGU]主主 b[iJ 
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となるときとする。 (5)だけを満足し， (6)までは要求し

ないとき準優位(weaklymajorize)な立場にあるとい

い，記号でα';>Wbと書くことにする。

ここで注意することは， (5)は累積したものの比較で

あるから，。が bに優位な立場にあれば，確かに

a[1]三b[1]であるが 2番目のものからの順序に関し

ては一般的にはいえないし，最後の n番目に関して

は， (6)の影響で，逆に α[nJ手b[nJとならざるをえない。

すなわち， α';>bから αとbは出ない。勿論， αとbな

らα';>Wbであることは明かであるが， α';>bは出な

し)0

このような優位関係の意味するところは何か。もっ

とも基本的な事実は，a';> bとなる必要かつ充分な条

件はある双確率行列 D= [dijJ 7. j~l が存在し

b = Da (7) 

の関係でαがbに変換できるという，古典的な

Hardy-Littlewood-Polya (1922)の結果である。ここで

Dが双確率行列(doublystochastic)であるとは，その

要素がすべてど Oで，かつ各行及び各列の和がすべて

1となるもののことである。すなわちどの k= 1，…，n 

に対しても

L dik = L dkj = 1。

また並行して，α〉μbである必要十分条件は，b~ Da 

となる双確率行列Dが存在することである。

ここでも難しいのは Dの存在の保証で，そこにも

algorithmが確立されているが複雑である。実際に有

用なのは，Dの存在から出てくる易しい方向である!

例えば，b = Daは，すべての 1，…，nに対して

bi = Ld川 J

(5) 

のことであるから，f(t)が凸関数ならば，

[j(仏)J';>W [j(bJJ， (8) 

すなわち

。';>b，f(t)が凸関数吟f(α)';>wf(b) (9) 

が示された。もちろんここでf(α)= [j(a;)Jのことで
ある。同じ考察から，更にf(t)が増加関数であれば，

a';>ωbから上の結論が導き出せる。

優位関係が多くの不等式を生み出す根拠がここにあ

る。

(6) 4.対数的優位関係

正ベクトルα，b> 0がlog(α)';>log(b)の優位関係に

あるとき， αはbに対して対数的に優位Oog-majorize)

な立場にあるといい α';>bで表わす。これはすなわ
(log) 

ち，どの k= 1，…，nに対しても

II a[iJ > II b[iJ (10) 

の不等式が成立ち，特に k=nでは等式

IIai = IIbi 竹

HU『
'
E
A
 
(
 

を要求することと同じである。 (10)のみを要求するとき

は，対数的に準優位(weaklylog-majorize)な立場にあ

るといい α';>Wbで表わすo

dは凸増加関数であるから， (10)から

a';>w b c辛a';>wb 
(log) 

)
 

n

，白l
 
(
 

がでる。勿論逆向きは正しくないが， -logfが凸関数

なことから，

α> 0， a ';> b =(> a-1 ';>W b-1 
(1，噌)

)
 

何

4
dl
 
(
 

がでる。

さてここでWeylの不等式(2)は，一般の行列Aの

固有値と特異値の聞に対数的優位関係

[σi(A) J ';> [1λi(A) IJ A
M
V
 
l
 
(
 

が成り立っていることを示すものである。
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と表示できることと同値であることが証明される。

UtAUjはAの直交回転とも考えられるから，これは

BがAをいろいろに直交回転したものを平均(aver-

age)したものであることを示している。

同様に，準優位 (weakmajorization)の関係

A?wBを[λ;(A)]?w [λi(B) ]で定義しよう。

順序関係A>Bは通常のように A-B > 0を表

わすが，これは非常にきつい要請であり， (自明なこと

)
 

ワーl
 
(
 

A>B  司 λi(A)>λ，(B) 

が証明される。したがって

AとB> 0 ~[λ i(A) ]ゐ [λ;(B)] 
となるわけである。

次に非可換の場合は 2つのエルミート行列の積はエ

ルミートにはならないことに注意して，一般の行列

A，B及びその ABに関しては特異値の関係を考察す

る。まず(15)に対応しては log-majorizationの形で，

[σi(A)σi(B)] ? [σi(AB)] (18) 
(tog) 

が成り立つが，この証明にも~ 2で述べたような魔術

が使われる。 (16)に対応するものとして Gelfand-

Naimarkの定理と名付けられる

[σ;(AB)]? [σi(A)・σn-i+l(B)] (19) 

が成り立つが，証明は大変難しい。和の場合と同様に，

(18)， (19)等の逆命題もまだ解決されていない困難な問題

である。

ではないが)

まず2つのエルミート行列A，Bの和A+Bの考

察から始めよう。可換性AB=BAがあるときは，園

有値の番号付けを除いては A，Bは共通のユニタリ行

列で対角化ができる。このことから {1，2，…，n}の順

列 π，oがあり，どの i= 1，…， nに対しでも
λi(A + B) =λπ(i)(A) +λ州)(B) 

となり，和A+Bの固有値に関する情報は，A及びB

それぞれの固有値に関する情報から完全に得られる。

可換性がないときには，A+Bの固有値と A，Bの

固有値の聞には

5.行列の和及び積の固有値と特異値

z λi(A + B) = Lλi(A) + Lλi(B) 

を除いては，一般的な代数関係はない。しかし major-

izationの立場からすると多くの関係が見いだされる。

いちばん簡単なのは

[λi(A) +λi(B)]? [λi (A + B)] (15) 

で，より導出が困難でLid白sk王ii

で知られているのは

[λi(A + B)] ? [λi(A) +λn-i+l (B)] (16) 
であるが，その他にも種々のmajorizationの関係が証

明されている。

1個の行列の固有値と特異値が一般的に有すべき相

互関係が(2)とその k=nの場合の等式に尽くされる

3つの実ベクトル[αi]，[b;]， [c;]が(15)，

A，B > 0の聞の対数的優位関係(Iog-majorization)

A?Bを[λi(A)]? [λi(B) ]で定義しよう。対数
(tog) (tog) 

的準優位関係(weaklog-majorization)A?w Bも対

応して定義される。(12)から

のに反して，

(16)に対応した

[μα [川z什J+ b[iιJ]? [レCiバ;]， [レCムバ，]?[μα [川z汁1+ b[μn-i+叫l口]
をはじめ上に触れたその他諸々の ma司jo町ri包za抗tion関係

を満たしていても，果して

λi(B) = bi λi(A) = ai， 

)
 

nHu 

a
y
u
 
(
 

A?wB ~ A?wB 
(tog) 

が導かれる。

及び

λi(A + B) = Ci 
をすべての jニ 1，…，nに対して満たすエルミート行

列の対A，Bが存在するかどうかは未解決の問題であ
ユニタリ不変なノルム

ベクトル α=[a;]の大きさは普通

で計るが，行列の大きさを計るノルム(norm)としては

その問題の性格に応じて種々のものを考える必要が起

-4 

= {Llad2}ν2 11α11 

6. 

こる。

る。

エルミート行列A，Bの固有値が [λ，(A)]? [λi(B) ] 
を満たすとき，AはBに対して優位(majorize)な立

場にあるといい A?Bと書くことにする。 Hardy-

Li ttlewood -Polyaの定理の結果として，この関係はユ

ニタリ行列の列 Uj(j= 1，…， m)とαJ孟O(j= 1，…， 

m) でL~1 αj=l なるものが存在して



行列Aのノルム IIAIIとは次の条件を満たすもの

をいう:

(1) IIAIIとo(IIAII = O<=2A = 0)， 
(2) IlyA11 = 1γI.IIAII， 

(3) IIAII+IIBIIとIIA+BII。
更に，どのユニタリ行列 U，Vに対しても次の条件を

満たすときユニタリ不変なノルム(unitari1yinvariant 

norm)とよぶ:

(4) 11 UA VII = IIAII。
定義から当然ではあるが，最初の基本的な結果は，

ユニタリ不変なノルムの値 IIAIIはAの特異値だけ

で決まることである:

IIAII = Ildiag(σI(A)，…，ι(A)) 11。
ユニタリ不変なノルムの典型的な例としては

IIAIII三 zσi(A) = Tr(IAI) 

(トレース・ノルム)， 

IIAI12三 u:σi(A) 2}1/2 

= {Tr(A' A)}山二{~ laijドド/2

(フロベニウス・ノルム)， 

IIAII∞三 σI(A)

= max{ IIAxl1 : Ilxll三1}
(スペクトル・ノルム)， 

があるが，これらを統ーして

IIAllp三{之 σ;(A)ρ}1/ρ

= {Tr(IAIρ) }り(1三ρ<∞)
(ρ一ノルム)。

majorizationがノルムの比較に有効に働くのは次の

Ky Fan[6Jの定理に基づいている:すべてのユニタ

リ不変なノルムに関して

IAI >-卸 IBI吟 IIA11三IIBII， 拍

特に

AぶB吟 IIAII三IIBII
が有効にはたらし

)
 
2
 

0
F
'
u
 
(
 

7. GT型不等式(上からの評価)

本題の GT不等式にもどろう。 H，Kが非可換なエ

ルミート行列の対のとき，eH+K， eH， eKの聞には代数

的な関係はないと述べたが，分数巾(fractional

power)を使うことにより limitとして関係付けるの

がLie-Trotterの公式である:

H+K -1・ fnaH/2naK naH/2U/α = 11m 1 e"'''" e'" e""" J 。
a ↓O 

いま A三 eH/2及びB三 eK と置くと，A， B > 0と

なる。 eaH/2= Aa， eaK Bαであるから，上でlimit
をとる前のo<α<β のときの (AaBaAa)l/aと
(AβBβAβ)印との比較が GT不等式の背景の解明と

なるであろうというのがThompson[ 4Jや Hiai-Petz

[7Jの発想である。

どの正定値行列 CもC= eL と書かれるので，以下
では A，Bが一般の正定値行列として議論を進める。

次の結果が基本となる:0 <α<1のとき

ABA >-(AaBaAa)l/a。 邸)

これは Araki[8Jによるものであるが，この証明には

92の魔術が使え，
λ1 (ABA)α>λI(AaBaAa) 

の証明に帰着される。それはさらに命題

1>  ABA吟 1> AaBaAa 

に，そしてついには

A-2 > B 吋 A-2a>Ba 

なる命題と同値となるが，これは古典的な Loewner

の定理(1933): 0 <α<1のとき

X>  Y > 0 →Xa> ya 
により保証される。実際，命題的)と Loewnerの定理

とは同値なのである。

GT不等式に戻って， (23)とLie-Trotterの公式から

次が得られる。

定理1.

H/2nK nH/2¥、e"'"e" e"'" ?'-e 。
(log) 

これから一般原理由)に支えられて，どんなユニタリ

不変なノルム 11・11についても

IleH匂KeH/211三IleH十KII (2~ 

という GT不等式の一般化が得られる。ここで特にト

レース・ノルムを考えたときが元々のGolden-Thompson 

不等式である。

このように Hiai♂etz[7Jでは，仰)を仰の背後にあ

る原理として確立した。

5-



8. GT型不等式(下からの評価)

Ando-Kubo[9Jは非可換な A，B > 0の平均

(mean)をどのように定義すべきかを行列の順序関係

の立場から考察した。特に幾何平均(geometricmean) 

の合理的な定義がなにかを一般論の中で検討し，その

結果 A，Bの幾何平均A#Bとしては

A#B三 A/2(A-1/2BA一1/2)1/2AI/2

をとるのが適当であるとの結論に達した。この定義は

一見AとBとで非対称に見えるが，実際には A#B= 
B#Aとなるし，ユニタリ行列Uを選ぶと A#B= 

A]/2UB1/2と表示され，A， Bが可換のときは当然

(AB)山と一致する。最も重要な点は(A，B)→ A#B 

なる写像が各変数A，Bに関して単調(増加)写像と

なっていることにある。この点からいって，幾何平均

の一つの候補であるがh刺+(ogB) 12はこの単調性を欠いて

おり適当ではない。

GT型の不等式で上からの評価のためには，eH+Kと

eHl2eKeH/2とを比較したが，下からの評価を得るため

にeH+Kとe2H# e2Kを比較するというのが Hiai-Petz

[7]， Ando-Hiai[10Jの発想である。

まずここでも Lie-TroUer型の公式が成り立つこと

が判る:

eH+K = lim{e2aH#e2αK}IIα。

したがって 37でと同じように，A， B > 0に弁すして
0<α<β のときの(Aα#βα)1/αと(Aβ#Bs)I/βの上t

較の問題となる。これに関しての基本的な結果:0 < 

α<1のとき

(Aα#Ba) 1/α :>A#B 
(log) 

(お)

が Ando-Hiai [10 Jにより確立された。ここでもまた

~ 2の魔術が使えるので，結局は

X 2• > (Xay.Xα) 1/2 =:> X2 > (XYX) 1/2 

を証明することに帰着される。これに対応する古典的

な結果はない。 (25)とLie-Trotterの公式を合わせると

次が得られる。

定理2.

H+K¥¥ 2H--/--I- .，.，2K 
/>-e 子子 E 。
(log) 

これから一般原理(22)に支えられて，どんなユニタリ

不変なノルム 11・11に対しても

IIeH7K叶11 ~三三 11με2H#e2υば叶K什f可|

が出る。特に

TdeH+K) > Tde2H #がり

が得られる。

(26) 

このように仰の背後にある原理が(25)というのが

Ando-Hiai[10Jの要点である。

9.結果の検討

Hiai-Petz[7J及びAndo-Hiai[10Jではこの他に，エ

ントロピ に関連した種々の不等式を導いているが，

もっとも期待されるのは非古典的な行列不等式の導出

であろう。この方向では Furuta[l1Jも研究を進めて

いる。
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