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アダマール積と Golden-Thompson型不等式

情報数理研究分野安藤 毅

「電子科学研究J1号でGolden-Thompsonの不等式が成立する背景について考察し，併せて下からの

評価も確立した。しかし，これらはあくまでもE個のエルミー卜行列の場合の話で，それ以上の個数の場合に

はどのような合理的な評価があるかは研究されていなかった。ここではそれへの一つの回答を与える。

1.問題

一般化された Golden-Thompsonの不等式とはどの

n X nエルミート行列の対H，K及びどのunitarily

invar匂ntなノルム 11・11についても

IleH叫 11<::: IIeHi2eKeH211三IleHeK11

なる不等式が成り立つことをいう ([2J，[3J， [4J参照)。

当然3個以上についてはどうなるかということが問

題となるが，対応する不等式はノルムとして一番簡単

なトレース (Trace)を採った場合でも成り立たない。

m 個のエルミート行列 HJ，…，H山と unitariか

invariantなノルム 11・11が与えられたときに

IleH，+-H'"11のGolden-Thompsonの形に類似した上限

(及び下限)を与えることを我々の目標とする。

2.方法

全ての困難はこれらの行列の相互の非可換性に由来

するわけであるから，これらを仮想的に可換化するた

めテンソル積 (Kronecker積)を考えるのが自然であ

ろう。すなわち♂の代わりに l@…l@eH@l@・-

@lを考えると，可換な対象となり

eH，@…②eH，" = II l@…I② eH，②・・③よ

これを logで変形すると

log(♂@…(g)e払)二エI(g)…I②Hj(g)・・.(g)1 (1) 

となるが，可換性より先ず算術幾何平均不等式が成ち

立つ:

時・③eH向<土公I(g)・I(g)e"，H(g)…釘 (2)
m j=J Ijl 

仮想、の世界を現実に戻すために，ある基底(直交座標

系)を固定して，行列のアダマ ル(Hadamard)積O

(各座標毎の積)

Xj@...@X"，c-. XJ 。…oXm

を考える。

ここで基本的なのは，この対応は行列の空間のテン

ソル積M，，@…③M"三 M"mから M"への unital，

positiveな線形写像φ(・)に拡大されることである:

φ(XJ@…②X"，) = XJ 。…oX附

unital， positiveな線形写像の一般的な性質から

φ(X)tミ(xt) (X > 0 ; 0 <ρ 三1) (3) 

および

logφ(X)三φ(IogX) (X > 0) 

が導かれるから([1]参照)， (1)から直ちに次が出る:

log(eH， 0...0 e比)三 L~JHj}O 1. は)

同様に次をうる:

附品 0'"0 e-Hm)-j三(ド}O1 同
また(2)からは次が導かれる:

ポ 0 ・・ Oe仇 <1 土 femH， ~O 1. (6) 
1 m j~j 
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3.上下からのノルムの評価

基底を固定することはユニタリ行列を選ぶことに対

応するから，座標系への依存から解放されるた

め，u = {ユニタリ行列の全体}とし，各行列XにX
( U)三 U*XU(UE U)を考える。 Uを動かすこと

が別の座標系に移ることに対応する。Xf->X(U)は代

数演算及びノルムを保存する。

ある VεMで、エルミ ト行列エ i~lH} を対角化

できる(主軸変換)，すなわち

{，~IHノ (V) } 0 1土星Hi(V)
したカまって(4)と(6)から
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H
 
m
Z同>一
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ρじO
 

O
 

H
 
ρι ロbo
 

および次をうる:

{e-H，IVlo"'Oe
払I('I}-1と(廿HIルIr 附

(5)， (7)， (8)と，エルミート行列の固有値(の列)は対

角要素の(列)を majorizeするという Schurの定理か

ら， majorizationに関して知られた基本定理を援用し

て次の結果に達する。

Theorem 1. どのエルミート行列 Hh…，Hmおよび

どの unitariゆ invariantなノルム11・11に対しても不等

式

If1iZ' 11 eH， (【 )0…OeH，，(【111ミIleH，+H+H"II，

および

11 eH，+ 叫 11ミ中野 II{e-H，111o・・Oe川 I}-111 

が成り立つ。

4.収束定理

上の定理は 0<α<1をパラメータとして，次のよ

うに精密化できる。

Ilj土LeaH~ ~ 11三
1 rn j~1 

三中FEll{Edl(ι)0…o eaH，，(() }lIa 11 

211♂】-+H"II，

および

(7) 

11 eH，--H" 11と中野11{e-aH，I() 0…Oeα品(()}-la 11 

三||{426dji||.
1 rn)二

一方われわれは既に α↓Oのとき

Ill-LLαH f 11 および、 11~_1t e-aH~ 11 
1 fftj二 1 m;=1 

はそれぞれ減少および増加しながらIle卜+仇11に収

束することを知っている。また基本的な不等式(3)から，

0<α 三βのとき
11 {eaH，(L') 0 …o eaα仇 ((i)} 

:s 11 {eβ凶'H，(はぽ川じ(')O.一….一.0eβHιι"雪(代ば川【(，')リ}1!印'sβぺ11
および

11 {e-aH，(じ)0…o e-aH"I[')} -I/a 11と

と11{ε 凶】(ι)0…Oe一βH，，(む)}一1/β11

がでるから，上記のことと合わせると次の収束定理を

うる。

Theorem 2. 1 >α ↓Oのとき

If1iZ' 11 { eaH】(['10…o eaH，，(( 

は減少しながら11♂-H+H"11 に収束し，
中ppli{edl(tr)o…oe-aH，，([')}一1/α11

は増加しながら11ε瓦+H+H"IIに収束する。
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