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センサアレイを用いる最大尤度方位推定法

信号処理研究分野鈴木正清，永井信夫

最大尤度方位推定の評価関数に不連続点があることに起因し，解の振動が見られる.等間

隔直線アレイについて，評価関数を連続化する手法を提案し司これによって解の振動が回避で

きることを示した.連続化された評価関数上での準最適解を与える効家的な算法を提案した.

連続化された評価関数上で最適解を与える効率的な繰返し算法を提案した.また司この繰返し

算法の初期化にはAP法の初期化法が有効であることを示した.等間隔直線アレイの規則性を

利用した AP法の高速化法を示した.

1 はじめに

センサ・アレイを用いる複数の信号源の定位は，

レーダソナー，地震学および電波天文学等の分

野における古くからの重要な問題である.この問

題の基礎は，センサから十分遠方にある挟帯域信

号源の方位推定である.これまでに，高分解能手法

あるいは超分解能手法と呼ばれる極めて高い分解

能を有する方位推定手法が提案されており [1ト[9]，

MUSIC[8， 9].最大尤度法 (MaximumLikelihood 

methodぅML法)[1ト[5]はその代表である.

方位推定法において望ましい性質は，1)しきい

値領域 (SNRが低い，入手データサンプル(スナッ

プショット)が少数であるなどの推定条件が良く

ない状況下)においても高い推定精度が得られる

こと， 2)マルチパス等で生じるコヒーレント信号

を取り扱うことができること， 3)スナップショッ

ト数がセンサ数よりも少ない場合，たとえば単一

スナップショットでも方位が推定できること， 4) 

計算コストが低いことがあげられる.

最大尤度方位推定法は，上記の性質の 1)rv 3) 

に関して，他の超分解能手法よりも優れてる.し

かしながら，多変数の非線形最適化問題を含んで

いるために一般に膨大な計算量を必要とする.ま

た，最大尤度方位推定法の評価関数は一般に多峰

性であるため，解の探索において局所解を回避す

る必要がある.

本文では，最大尤度方位推定の評価関数に不連

続点があることに起因して，探索による解法では

解の振動が見られることを示す.等間隔直線アレ

イについて，評価関数を連続化する手法を提案し，

これによって解の振動が回避できることを示す.連

続化された評価関数上での準最適解を与える効率

的な算法を提案する.連続化された評価関数上で

最適解を与える効率的な繰返し算法を提案する.ま

た，この繰返し算法の初期値決定のためには AP

法 (AlternatingProjection) [2]の初期化法が有効

であることを示す.等間隔直線アレイの規則性を

利用した AP法の高速化法を示す.

2 最大尤度方位推定

本章では，センサ・アレイによる観測信号をモ

デlレ化し，最大尤度方位推定の評価関数を示す.

2.1 信号のモデル

同一中心周波数 ω。の狭帯域信号を発射する複

数の信号源があり ，M 個のセンサから成るセン

サ・アレイにより K 個の到来信号を受信するも

のとする。各センサには付加雑音が重畳されるも

のとする.観測信号ベクトルの複素表現(解析信

号)は次式で表される.

K 

Xt 玄α(B山，t+叫 (1)

Bk 到来信号の方位パラメータ

α(B) : センサ・アレイの方向ベクトル

Sk，t 参照点における入射信号

nt 付加雑音ベクトル
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を表す.添字 t，kはそれぞれ時刻および到来信

号の番号を表す.付加雑音 ntは，平均 0，分散

σ21の複素数値白色ガウス過程とする.方位推

定の一意性を保証するために，互いに異なるBk'

k = 1，2，・.，K，に対して， α(Bk)うk= 1うえ・・ぅK
は互いに独立とする.

2.2 最大尤度法の評価関数

ガウス性の付加雑音を仮定しているので，尤度

関数は解析的に導かれ，定数項を除いて次式で表

される [2].

N 

L(8) 走さIIPA(8)X
(2) 

A(8) 

tr[P A(8)R] 

lα(B1) α(B2) α(BK)] (3) 

ここに，

。 {B1 B2 ・ . BK} 
PA 

R 

A{AH A}-lAH 

N 

会52d
肩丈字 H は，行列の共役転置を表す.

(4) 

(5) 

(6) 

3 交互射影法

式(5)の射影行列は，次のように直和分解できる.

P A(8) P A(8k)十 b(Bk)b
H
(Bk) (7) 

8k {B1 ...Bk-1 Bk+1 ... BK }(8) 

a(九 (1-P A(仇 ))α(Bk) (9) 

b(Bk) a(Bk)/lla(Bk)11 (10) 

れ以外を固定して，れに関して L(8)を最大化
することを考える.このとき ，L(θ)の最大化に

は，b(Bk)のみが関与し，

I(Bk) b
H (Bk)Rb(Bk) (11) 

を最大化することに等価である.このとき PA(8k)

は，一度だけを計算しておけば，式(9)ぅ(10)によっ

てb(九)が求められるので，式(2)を直接計算する

のに比べ，計算量が大幅に減少する.

交互射影法 (AlternatingProjection Algorithmぅ

AP法)[2]は，K個の未知パラメータのうち K-1

d闘を固定し，残りのパラメータに関する最大化を

式(11)に従う一次元探索によって行い，探索パラ

メータを順番に替えて探索し，すべてのパラメー

タが収束した時点で探索を終了するものである.

このアルゴリズムの初期化は，始めに 1個の信号

を仮定し B1を求め，求められたパラメータを固

定し，次に信号数を 1増加させて，次のパラメー

タを求めるという操作を，信号数が K になるま

で繰返して行う.

計算上，Bk竺Blにおいて，式(5)中の逆行列

の計算が数値的に不安定になるため，Bk竺Blを

除くように一次元探索を行う.れの探索時にお

ける Bk:::: Blの判定は，適当な正定数 Eを用い

Ila(Bk)11 < Eによって行うことができる.

3.1 AP 法の収束性

理想的な場合として逆行列の計算が安定に行わ

れるものとして，Bk = Bl (kヂ1)の時の評価関数
について考える.この時，式(5)における逆行列は

存在しないが，A(8)のの列ベクトルの張る空間

span{A(θ)}llIk=1I1はspan{A(8k)}に一致するの

で，射影行列はPA(8) = P A(8りとなり，評価関

数L(8)llIk=1I1が求められる.

一方，Bk→ Bl (kヂ1)の極限を考えると，

α(Bk)一α(Bdα'(BI) = )im̂ _'V~) :-'V') (12) 
k→el Bk -Bl 

は， span{A(8)}lIk→111に属する。一般に式(12)の

極限 a'(Bl)は， span{A(8)}llIk=1I1には属さない

ので， span{A(8)}llIk=1I1 c span{A(8)}I九→111と
なり， L(8)llIk=1I1 < L(8)llIk→111が成り立つ.す
なわち，Bk = Blは評価関数の L(8)の不連続点
であり， L(8)llIk=1I1の値は，その近傍の値より小

さい値を示す.

このような解空間の構造上，極限操作なしでは

れ =Blは決して解となり得ない.

Bk = Blにおける評価関数の不連続性とれ竺 Bl
における数値的不安定性のために AP法の解が振

動して，収束値が得られないことがある(図 1).

図 1(a)では，入射信号は互いに独立であると

し，方位が分解できない程SNRが低い例である.

図 1(b)では，入射信号はコヒーレントであり，

推定方位数が，真の信号数よりも多い場合である.

図 1(b)の設定において推定方位数を 3とすれば，

方位の推定値は -0.6122450う7.959180，18.97960 
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には，最大尤度方位推定の評価関数を連続化し，同

時に射影行列の数値的不安定性を解消する必要が

ある.

本章では，等間隔直綜アレイの場合について，最

大尤度方位推定の評価関数を連続化し，同時に射

影行列の数値的不安定性を解消する手法を示す.

等間隔直線アレイの方向ベクトルは，

となり，信号数さえ既知であれば十分な推定精度

が得られる条件である.図 1(b)の条件は，入射

信号数が未知であり，これを推定するために，考

えられ得る信号数を指定して，方位を推定しなけ

ればならない場合を想定している.
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(13) 

で与えられる.()は，隣り合うセンサ聞の位相差

であり，入射方位から定まる.

次の多項式を定義する.

-E-3(M-mlT α(()) = [1 e-jO 

bearing 1 一一-
bearing 2一一
bearing 3 .一一

20 

回
E
E帽
由
白
・

E
富
田
凶

K 

II (1 -e-jOk z) 
1 + WIZ +・ー十 WKZK

W(z) 

圃

われ。
(14) 

100 80 40 60 
Iteration 

20 

(a) SNR -5 dB，推定方位数3.
W(z)の係数ベクトル

、3tzrvU 
4
E
4
 
(
 

(16) 

[1 Wl ・・ 1収 JT

!と~WTO …O]T 
Pー 1

W 

包YP 

を用い

M 

(p = 1ぅ2ぅ…，M-K)

20ト

bearing 1 -
15ド bearing 2一一

bearing 3一一-
bearing 4 .....・

1叩0ド-可れi/汗i
I i L:i_l !..j~J L:LJ LJLi Lfi...J i..JLi L:LJ LJq 

5 ~: 

11: 
o L 
O 

1 • 25 

白
戸
』
=
国
由
国
・

E
Z
m
…ω

を定義すれば， {ωp};2Kは次の性質を有する100 80 40 60 
Iteration 

20 

(i) {ωp}:LIKは{α(()k)}乙1に直交する.

従って， {ωp};LIKの張る空間は， span{A(8)} 

の直交補空間となり，射影行列PA(8)は，W(Z) 

の係数を用いて次式で表される。

(ii) {ωpMLzk l域紛虫立である.

(b) SNR 30 dB，推定方位数4.

図 1AP法による収束特性.(等間隔直線アレイ，セン

サ間隔:半波長，センサ数 5，信号数 3，入射方

位 00，100，200，e = 10-2) 

AP法における解の振動の直接の原因は，数値

的不安定性のために ()k':::'. ()l (k =1= l)を除くように

一次元探索を行っていることにある.また理想的

な場合でさえ方位が分解できない状況下でれ=め

なる解が得られない.この原因は評価関数の不連

続性にある.

一般に方位が分解できるかどうかが不明な状況

下では，結果的に方位が分解できないならば，そ

のことが明らかになることが望ましい.このため

(17) 

(18) 

(19) 

P長=I-Pw

W{WHW}一lWH

lω1 

PA(8) 

Pw 

評価関数の連続化4 

WM-KJ 

式(18)における逆行列は.WHWが Toeplitz行

列になることより， τ'renchアルゴリズム [10Jに
よって効率的に算出できる.

AP法の一次元探索で用いる式(11)の評価関数

l(仇)は，式(7)，(18)より次式で定まる.
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(20) 

W2  

l(()k) = tr[PかRJ-tr[PA(仇 )RJ

W 
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Bkによる探索の間，第 2項目は一定であるので検

索のはじめに一度だけ計算しておけば良い.

ここで，Bk = Blの場合を考える.この時 z

ejelは，W(Z)の 2位の零点となるため，
20 

ロF
』
=
国
也
市
出

.EZ由
凶

15 ..・

25 

20 

回

C
E国
也
市
出

g-窃
凶

(21) 

が容易に導出される.従って，式(16)で定義し

た wp，P 1，2，…ぅ λ{-K は，Bk = Blの

場合にα，(Bt)に直交する.すなわち， span{W} 

は，span{A(8)}lek=el の直交補空間ではなく，

span{A(8)}lek→elの直交補空間となる.

これより，式(17)に従えば，最大尤度方位推定の

評価関数が連続化される.またこの時，WHWは

常に正則であるため数値的な不安定性も同時に解消

される.AP法の一次元探索の評価関数l(仇)とし

て，式(11)の代わりに式(20)を用いれば，Bk = Bl 

の場合もアルゴリズムに破綻はきたさない.また，

計算の効率を考えれば Bke::::' Blの場合だけ式(20)

を用い，それ以外は式(11)を用いるのが良い.

以上では，固定パラメータ 8kのなかに同一値

を持つものがないものとした.8kのなかに同一

値を持つものがある場合には，PA(8k)にランク

落ちが生じ，評価関数が不連続になるので，これ

についても考慮する必要がある.上述と同様の考

えに基づけば，PA(8k)の代わりに以下で定めら

れる 1-PVkを用いることにより，問題は解決さ

れる.

{a'(Bl)}HWp = jejpOq，-V'(e州 )=0

K rr (1-e-j8，z) 
i=1.iヲik

効率的な準最適化法

式(14)の多項式係数による射影行列の表現，式

(17) ，式(18)を用いれば，連続化きれた評価関数

は次式で表される.

5 

1 + VIZ十 +VK_IZKー1(22) 

[1り1 ・VK_l]T (23) 

[~ vT 0 ... of (24) 

p-l 

凡(Z)

v 

vp 
(27) 

(28) 

tr{R} -J(ω) 

tr[PwR] =ωHQ(W)ω 

L(8) 

J(ω) 

M-K-l 

L fq，p(ω)Rp，q 

(WHW)一1の (q，p)要素

Tp+i，q+jを(i，j)要素に持つ

KxK行列

λI 

(p= 1，2，...，1I1-K十1)

[Vl V2 ・・ VM-K+l] (25) 

VdVkHVd一lVk
H (26) 

Vk 

Rの (i，j)要素

Q(ω) 

fq，p(ω) 

Rp，q 

Ti，j 

図 1(a)ぅ (b)と同一の設定の下で，提案する評

価関数の連続化を適用した時の解の収束の様子を

それぞれ図 2(a)ぅ(b)に示す.指定された個数の

方位が分解できない場合にも，解が振動すること

なく収束しているのが分かる.
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L(8)の最大化は J(ω)の最小化に等価である.
係数ベクトル ωの定義から明らかなように， ω

の各要素は独立ではなく ，W(z)の零点が全て単位
円周上に位置するように拘束されている.この拘

束条件の必要十分条件の一つは，r係数ベクトルは

[ωo Wl ... WK]T 

*11一
二 lWKωKー 1…WoJ (29) 

を満たし，かつdW(z)/dzの零点は全て zの単位
円周内に位置する」によって与えられる.この必

要十分を係数のみで表現することには困難がある

ので，第一の条件のみを考える.このとき ，W(z) 
は，単位円周上の零点の他には単位円に関する鏡

像対の零点，re-js， (l/r)ε-jsを持つことがある.

鏡像対の零点については，二つの信号が0で定ま

る同ーの方位を持つものと解釈するものとする.

式(29)を満たす ωはK十1個の独立な実パラ

メータ，Uk， k = 0ぅlういいうK，を用いて以下のよう

に表される.

W=T1ム u = [uo Ul ・・ uKf (30) 
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o -jh I 

ここに Inは，次の η×η行列を表す.
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(31) 

式(30)の表現を用いれば，評価関数 J(ω)は次

式で与えられる.

J(u) = uTQ(u)uぅ

Q(u) = 
M-K-l 

L Re{fq，p(U)TH九 qT}.(33) 

(32) 

P‘q=o 

M-K=lの時，WHW  = 2uTuとなるため，

J(u) 

R 

2uHRu 

uHu 

~Re{THRT} 

(34) 

(35) 

となり ，J(u)の最小値を与える U は，Rの最小
固有ベクトルとして求められる.

また，M-K>lの場合，J(u)の中間要素

Q(u)を固定して考えるものとすれば， Ilull = 
const.の拘束条件の下で，J(u)を最小にする U

は Q(u)の最小固有値に対する固有ベクトルで与

えられる.そこで次の繰返し計算を考える.

[アルゴリズム EML(Eigen based ML) ] 

i) Q。を次式で定義し，Q。の最小固有ベクト

ルを tι の初期値 Uoとする.

Qo = L Re{THR仰 T}. (36) 

ii) Q(Un-l)の最小固有ベクトルを unとする.

iii) Ilun -un-lll < Eならば，計算を終了し，
unを解とする.そうでなければ ii)に戻る.

M 個のセンサ内の連続した K+1個のセンサ

からなるサブアレイを構成すれば，M-K個の

サブアレイが構成される.Q。はこれらのサブア

レイ上での評価関数の和を与えるものであり ，Uo 

はこの設定の下で正確に評価関数を最小化する解

である.

AP法と EML法による推定精度 (RMSE，Root 

Mean Squares Error)と計算量(四則演算の総和の

一推定当たりの平均値)を図3に示す.しきい値

領域で推定精度の劣化が見られるが，一定の SNR

(図では 18dB)を越えると AP法と同等の推定精

度が得られている.また，計算量は AP法の 1/70

から 1/250程度に削減されている.

-18-



r(u) = 
M-K-1 

L Re{(ωHRp，pω)eq，p(u)} (40) 

β久p(川
q，p(U) =寸言一

EML一一一
AP一一

(41) 

eq，p(u)は fq，p(u)を求めるためのTrenchア

ルゴリズムの全ての式に δ/δuを作用させるこ

とによって得られる以下のアルゴリズムによって

効率的に求めることができる.このアルゴリズム

では，WHWの (i，j)要素 9i-jとその導関数

θ9m/θu=hmが必要であり，これらは次式で与

えられる.
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[Trench algorithm combined with its derivatives] 

A) Initial Co吋ition1 

(b)計算量

図 3AP法と EML法の比較.(等間隔直線アレイ，セ

ンサ間隔:半波長，センサ数 5，信号数:注入射

方位 00，100，200，試行回数 200.)
1)αF)=1?九=90 

2) bo = 0ぅSo= ho・

B) Recursion 1: for m = 1 to s (= M -K -1) 

1)ムm= 9m + ~ンm-4F-1)

効率的な最適化法

前章では，最大尤度方位推定のための効率的な

準最適化法， EML法を示した.EML法における

繰返し計算の収束値は，

6 

+
 

α
 

h
 v白十h 2) rm (37) Q(u∞)u∞=入u∞

。J(u)
θu 

を満たすものであり，これは一般に EML法によ

る収束値とは異なる.この原因は，式(34)におい

て中間要素 Q(u)を固定したことにある.そこで

J(u)の u に関する導関数を求めれば，次式が得
られる.

9m_nb~m-1)) 

3)ρm 一会ι
1 m-1 

‘ r ム
4)μ =一一一一+~-:: Sm 
ノ m Pm-1 ' P;"-l 

5) Pm = Pmー1+ρmムら

(38) 

しかしながら J(u)の最適解はを満たす.

6) Sm = Sm-1 + Pmr;" +μmムL

7)α(m) 一ρα~m) = 1 
J "'m - pm， "'0 一

b6m) = 0 8) br;:'l =μmぅ(39) 
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9) for n = 1 to m -1 
) a~m) ー (mー 1) I ~ ~(m-1)* 
ηαn 十 Pmαm-n

b)bF)=bF-1)+ρmbZf)*+ 
μα(m-1)* 
m'-""m-n 

C) Initial Conditions II 

叫ん0=-去
2) eo，o =会

D) Recursion II: for m = 1 to s (= M -K -1) 

~(s) 

1)fmo=?? 

2) e~ () = ~じ)α民)
em，O =τP38『

3) for n = 1 to m 

a) !m，n = !m-1，n-1 + 
土J円 (s)n(s)*一円(s) 円 (s)* ~ 
P
s 
l山 m 山町 山 s'-m山 s'-nJ 

b) em，n = em-l，n-1 

+去仰い*十時)αど)*

ー α3Lmb;?と-b31mα;?と}
+主{は)αけ-dh:?と}
-s 

where s = s + L 

以上より，式(39)のr(u)が求められることが
分かった.これの基づき，以下のアルゴリズムを

考える.

[局所二次形式近似法 (LAQMLうLocallyApprox-

imated Quadratic ML)] 

i)適当な初期値 UOを与える.

ii)次式により Un-1から un を求める.

un=jQ(unーd一1r肌-r) (46) 

iii) Ilun -un-111 < fならば，計算を終了し，
unを解とする.そうでなければ ii)に戻る.

J(u)の代わりに次の評価関数を考える.

Jv(u) = uTQ(v)u+ (u一旬f・r(v)(47)

Jv(u)は，次の性質を持つことは容易に確かめら
れる.

Jv(り J(v) (48) 
δJv(u) IθJ(u) I 
一一一 一一一 (49)
θu lu=v 8u I 

すなわち Jv(v)は， J(旬)の u=vにおける局所
的な近似評価関数であると見なされる.

また，Qは正定値行列であるので，Jv(u)は下
に凸であり，その最小値は

u=;Q(U)-W) (50) 

によって与えられる.

したがって LAQML法における更新式は，参照

点 u= Un-1におおける局所的な二次形式近似評

価関数J(un-dの最小点を与えており，近似評価
関数の導関数が評価関数の導関数に一致すること

から， LAQML法の解は J(u)の極小値に収束す
る.局所解に陥る可能性もあるが，これは初期値

の影響が大きい.

図4に LAQML法による推定誤差と計算量を

示す.IAP-LAQMLはAP法による初期化法にし

たがって LAQML法の初期値を与えた場合であ

る.EML-LAQMLは，前章の EML法の収束値

を LAQML法の初期値とした場合である.IAP-

LAQMLは，低 SNRで AP法よりも高い精度が

得られている.これは LAQML法の解空間がAP

法の解空間よりも広いことに起因していると考え

られる.EML-LAQMLは， IAP同LAQMLに比べ

低 SNR時に推定誤差が大きくなっており，局所解

に陥っているものと考えられる.計算量に関して

は， IAP-LAQMLはAP法の約 1/9から 1/20程

度である.以上より IAP-LAQ11Lによれば，推定

精度が向上し，しかも高速化されることが分かる.

以上より LAQML法の初期値には， AP法の初

期化法が適しているこが分かる.そこで，この初

期化法を高速化することを考える.

等間隔直線センサアレイにおいて，行列

P A(8k)RP A(8k) の (i，j)要素を ηりで，また

PA(8k)の (i，j)要素を dijで表し，次の M-1

次の多項式を定義する.
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(b)計算量

図 5LAQML法の初期化の高速化.(等間隔直線アレ

イ，センサ間隔:半波長，センサ数 5，信号数:

3，入射方位 00，100ヲ20
0ぅ試行回数 200.)

(b)計算量

図 4AP法， EML法， LAQML法の比較.(等間隔直

線アレイ，センサ間隔:半波長，センサ数:5.信

号数 3，入射方位。o 100，200，試行回数 200.)

う高速化した AP法における初期化法の結果を

LAQMLの初期値とする方法である.図 5より，

IAPPOL-LAQMLによれば，より高速イヒされるの

が分かる.

(51) 

(52) 

2二 m〆-J
i，j=O(i>j) 

M-} 

2二 d〆 J
i，j=O(i>j) 

N(z) =乞ηけ

D(z) =玄 dii+ 
むすび

本文では，最大尤度方位推定の評価関数に不連

続点があることに起因し，解の振動が見られるこ

とを示した.等間隔直線アレイについて，評価関

数を連続化する手法を提案し，これによって解の

振動が回避できることを示した.連続化された評

価関数上での準最適解を与える効率的な算法を提

案した.連続化された評価関数上で最適解を与え

-21一

7 
これらを用いれば l(弘)は

Re{N(eh )} 

Re{D(e1h )} 

で表される.式(53)では，行列とベクトルの積が

不要となり，式(11)に比べ計算量が削減される.

図 5に各算法による方位推定の推定誤差と計

算量を示す.IAPPOL-LAQMLは，式(53)に従

(53) l(Bk) 



る効率的な繰返し算法を提案した.また，この繰

返し算法の初期値決定のためには AP法の初期化

法が有効であることを示した.等間隔直掠アレイ

の規則性を利用した AP法の高速化法を示した.
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