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一次元波動方程式の回路モデル

信号処理研究分野 鈴木正清，真田博文，永井信夫

波数の 2乗がエネルギーの実有理関数で表現される E-k関係が，確率保存則を満たす

一様な連続休モデルを持つための必要十分条件は，無損失分布定数回路モデルが存在すること

であることを示した.またー与えられた E-k関係を満たす波動方程式の一つが，モデルと

なる回路網を合成することによりー回路方程式として導かれることを示した.さらに司非放物

形の E-k特性を表現する一つのモデルを回路表現から導いた.

1 はじめに

電子の挙動を記述する方程式には， Newton力

学系の波動方程式としてのSchrるdingerの波動方

程式，相対論的力学系に対応した Dirac方程式，

さらに，固体内部の r点近傍での電子の挙動を記
述する有効質量近似Schrりdinger方程式[1]，近似

精度がより高い 2バンドモデル [2う 3]および 3バ

ンドモデルの方程式[4]等がある.後者の 3方程

式は，いずれも波動関数そのものに対する方程式

ではなく， Bloch関数で表される波動関数の係数

あるいは正規直交基底による展開係数に対する方

程式であり，電子波の包絡成分に対する一様な連

続体モデルと捉えられる.

電子波の E-k関係は，物質の 3次元的なポテ

ンシャル構造中の電子の量子論的振舞いから導かれ

るものではあるが，多重バリア構造における共鳴ト

ンネル現象や lnterbandResonant Tunneling等の

現象を記述する上では，有効質量近似 Schrりdinger

方程式や 2バンドモデルおよび 3バンドモデルの

等の一様な連続体モデルが有効である [8].

近年，期待を集めている量子効果デバイスの設

計には，固体中の電子の挙動を体系的に把握する

ことが必要と考えられ，回路網理論を応用する試

みがなされている [5ト[8].これまでに，多重バリ
ア構造における共鳴トンネル現象が，インピーダ

ンス整合と等価であることが明らかにされている

[5].また，波動関数の時間域発展を記述するディ

ジタルフィルタモデルが，回路表現から導かれて

いる [6].

本文では，次の結論を導く.波数の 2乗がエネ

jレギーの実有理関数で表現される E-k関係が，

確率保存則を満たす一様な連続体モデルを持つた

めの必要十分条件は，等価な無損失分布定数回路

が存在することである.また，与えられた E-k

関係を満たす波動方程式の一つが，等価回路の回

路方程式として導かれることを示す.

本文で得られる波動方程式の回路モデルに基づ

けば，非放物形の E-k特性を表現するものとし

て，より柔軟なモデルが得られることを示す.

2 波動方程式と分布定数回路

本章では，波動方程式と回路モデルの聞の対応

関係を得るための規則を導く.ただし，空間的に

一次元の場合のみを扱う.

2.1 無損失回路

ある回路素子に流れ込む複素数値電流を i(t)， 
両端の複素数値電圧をv(t)とし，この素子で消費

される瞬時電力を

Pi (t) = Re{ v(t)♂(t)} )
 

4
a
A
 

〆

'a，‘、

で定義する.Re{}は複素数の実部を，肩付けの

*は複素共役を表す.この定義は，実数値の電圧，

電流と両立する.

複素数値の電圧，電流を持つ回路は，通常の回

路素子に加えて，虚数抵抗[7]を用いて構成され

る.虚数抵抗は無損失である.以下では，複素数値

電圧，複素数値電流を持つ無損失回路を取り扱う.
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確率保存則が成り立つ系で、は，任意の波数 kに

対して，エネルギー固有方程式が方程式の次数と

同一個数の実数値解を持たなければならない.

定理 1 任意の波数 kに対して，式(4)の E の

解の全てが実数ならば，一位の零点と一位の極が

拡張実数軸上で交互に現れる適当な二つの実係数

有理関数K1(E)， K2(E)が存在し，K(E)は，

(5) K(E) = K1 (E)K2(E) 

波動関数の正規直交基底による展開係数は，電

子波の確率保存則に対応して展開係数の二乗総和

一定となるので，これらの展開係数に対しでも保

存則が成り立つ.

無損失な分布定数回路における保存量はエネlレ

ギーである.回路中のエネルギーは，インダクタン

スあるいはキャパシタンスにのみ蓄えられる.微

小等価回路に含まれるインダクタンス L(x)ムzお

よびキャパシタンス C(x)ムzに蓄えられるエネ

ルギー密度は，

基本的対応関係2.2 

また

dK1(E) 1 _!__ (dK2(E) 
sign{一一一一}= sign{一一一}dE --0--' dE 

と表される.
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定理 1は，k2をOから∞に変化させるとき

の Eの解軌跡が K(E)の零点から始まり K(E)
の極に終ること，及び解軌跡は互いに交差しない

ことから証明される.

式(6)を満たす K1(E)， K2(E)は一般性を失
わずに「導関数は正」が仮定できる.このような

K1 (E)， K2(E)を用いて，

が成り立つ.

(2) 

(7) 

(8) 

jK1(元ω)

jK2(nω) 

Z(jω) 

Y(jω) 

を定義すれば，Z(S)， Y(S)はリアクタンス関数と

なる.Z(S)， Y(S)をそれぞれインピーダンス関数

及びアドミタンス関数と見なして，微小区間等価

回路が図 1で表される分布定数回路を考える.

図 lの線路上の電圧 v(x，t)，電流 i(xぅt)の

Fourier変換を V(x，jω)，I(x，jω)とすると，線

路の基本方程式は次式で表される.

で与えられる.iL(x，のは L(x)ムzを流れる電流

であり，Vc(xぅt)はC(x)ムzの両端の電圧である.

インダクタンスでは♂(x)/2・iL(x，t)を，キャパ
シタンスでは YC石)/2.vc(川)を波動関数に対
応させれば，回路のエネルギ}密度が量子論の確

率密度に対応する.

本文では，一様な連続体モデルを取り扱うため，

Hamiltonianは運動量のみの関数であり，エネlレ

ギー固有状態を表す波動関数は，ej(kxーωt)である.

一方，回路理論では周波数ωの定常状態は，関数

ej(ωt-kz)，あるいは est--yxを用いて表現される.

S はLaplace変換における複素周波数変数， γは

伝搬定数である.以下では回路理論の表現に従う

ものとする.この表現は，量子論の位置演算子£

と運動量演算子員に対する基本的原理の要請であ

る交換関係

で置き換えることに相当する.またエネルギー E，

運動量pは，それぞれ次式で対応、付けられる.

公民-sX = -jn を£点。x=jn 

(9) 

dV(爪jω)
一 dx一 =Z(川 ω)I(り ω)

dI(x，jω) 
一ーす7一 =Y(X，jω)V(x，jω) 

(3) p=  nk→J九三
θt 

E=たω→-jhjZ。t'

I(x，jω) Z(jω)dx I(x -dx，jω) 
確率保存則を満たす E-k関係

次の形式で表現される E-k関係について考

える.

3 

V(x，jω) 

凶1.単一線路モデルの微小区間等価回路.

V(x -dx，jω) 
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回路の定常状態を考えれば，次の分散関係が得 せば，

られる.

k2 = -Z(jω)Y(jω(10)  

K1(たω)K2(九ω)= K(たω(11)

以上より，式(4)が確率保存則を満たすならば，

これの回路モデルが図 1で与えられ，また逆に図

lをモデルに持つ E-k関係は，回路の無損失性

より確率保存則を満たす.すなわち次のことが示

された.

定理 2 波数の 2乗がエネルギーの実有理関数で

表現される E-k関係が，確率保存則を満たす

一様な連続体モテゃルを持つための必要十分条件は，

E-k関係に対して無損失分布定数回路モデルが

存在することである.

波動方程式は Z(s)ぅY(s)を回路素子を用いて

合成し，回路の内部状態を記述する連立偏微分方

程式を導くことによって求められる.

線路の回路方程式は，一般に次の形式で表現さ

れる.

[ 山川) G1仇叩山川2(必仙州(jω附j片刈k的) G1仏州叩山川3(必州州(jω附j片刈k的) 
叫山川k的) Gω2勾以凶ω2以必州(jωj片k的) G2仏ω叫山叩3バ必仙州(jω附j片刈k的)
G3幻l(jk的) G3ね2(jk刈) G3犯3(jk刈) 

[φ1|lsD1φ， 1 
(sD2 + jF2)φ2 1=φ2 I (12) 
φ3 J L 0 J 

ここに， φ1ぅφ2は，Lまたは Cを含む枝の電流
あるいは電圧を表す.φ3はLもCも含まない枝
の電圧あるいは電流を表し，蓄積するエネルギー

(確率)に無関係であるので，補助的波動関数と捉

えるものとする.φ3を消去し，空間演算子p=1ik 
と時間演算子 sを分離し，更に素子値で規格化す

れば，次の形の波動方程式が得られる.

ψ(Z?t)=-jhilψ(x， t) (13) 
θt 

点 Z における回路のエネルギー密度を ρ(xぅt)
とし，点 Z を単位時間に通過するエネルギー流を

S(xぅt)とすれば，回路の無損失性より，

θp(xぅt) θS(x，t) 
(14) 

θt ax 

が成り立つ. S(x， t)は確率流密度はエネルギ一

流に対応し，図 l中のi(xぅt)，v(x， t)を用いて表

S(xぅt)

で与えられる.

Re{v(ιt)♂(xぅt)} (15) 

4 非放物形 E-k特性のモデル

図 2(a)に非放物形 E-k関係を与える単一線

路モデルを示す.このモデルの E-k関係は，

た2k2 E-u 
一一=ムEfTr ， ̂  T'¥ D (16) 

(U+ムE)-E 

であり，図 2(b)の特性を持つ.m*はk=Oにお
ける有効質量

が={品}- (17) 

に対応する.補助的波動関数を含む波動方程式は

O 

Energy 
E 

ーーーー-開ー-・，
m 市
jーームz
h 

fJ 

-2j;ムx ( ') 

(a)微小区間ムzの等価回路

O 
Wave number k 

(b) E -k関係

図 2.非放物形 E-k関係のモデル.

-99一



2U 。in θ J 一一
θz 

O 2ムE れθ J 一一
θz 

V2(X， t) 

.元 θ θ 一行1場 i(x， t) J 一一 3九一一
θz θz 

~ [ -j1(x， t) 1 (18) 
で与えられる.2つの補助的波動関数也(xぅt)，
i(xぅt)を消去すれば，Vl(X， t)の波動方程式が得
られる.

このモデルは，ムE →∞のとき有効質量

近似Schrるdinger波動方程式に一致する.また，

E-k曲線は k= 0から kの増加にともなっ
て， δ2E/h2θk2が減少し，偏極点を境に符号が

逆転する.一方 2バンドモデルでは，kの増加に

従い，E -k関係は直線に漸近し偏極点はない.

GaAsや InP等の E-k関係ではr点から X点
に向かう方向でkが増加するとき ，E-k関係は

放物形から直線的になり さらに kが増加すれば

偏極点を向かえる.従って，提案モデルは 2パン

ドモデルよりも広い kの範囲での近似が成り立つ

ものと考えられる.E-k曲線上の偏極点の位置

は，次式で与えられる.

K2=;7刈 Eぅ E

5 むすび

ムE
4 

(19) 

本文では，一次元波動方程式のより一般的な回路

モデルについて考察し，波数の 2乗がエネルギー

の実有理関数で表現される E-k関係に対応して，

確率保存則を満たす一様媒質の波動方程式モデル

が存在するための必要十分条件は，E-k関係に

対して無損失分布定数回路モデルが存在すること

であることを示した.また，与えられた E-k関

係を満たす波動方程式の一つが，モデルとなる回

路網を合成することにより，回路方程式として導

かれることを示した.

本文で得られる波動方程式の回路モデルに基づ

けば，非放物形の E-k特性を表現する一つのモ

デルが得られることを示した.
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