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１．はじめに

統計学の入門講義を行う際に，通常の教科書を視て，以前より気になっていることなのだが，

「分布の収束」が明白に議論されていないということなのである。しかし，中心極限定理の最も基

本的な場合である独立同一分布変数列に対して，この定理の結論を述べる際に，分布の収束が，標

準正規分布との関りで事実上言及されているのである。そこで，二項分布の正規近似などの，正規

分布による「近似」の動機づけがなされるのである。だが，
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と置いて，分布関数（右連続としておく）の列 ��� 	���
�
に対して，
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を主張するのみならば，収束の加減が各 �に依存しているはずなので，はたして，「充分大である

�」にたいして，��が「全体的に」正規近似されているのか，この段階では不明である。しか

し，実はこの収束は �に関して一様であり，
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が成立する。筆者は，論理的な要請のみでなく，教育上の配慮からも，この分布関数列の一様収束

には授業中に言及すべきであると思っている。

２．George P�olya によるある命題
分布関数の列 ��� 	���

�
が分布 �に収束するとは，
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となることであった。�が�上で連続ならば����となる。ところが P�lya（ポーヤ）は，�が
�上で連続ならば，この収束は�に関して一様であることを指摘した。従って，特に中心極限定理
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の場合には一様である。この P�lya の命題を示しておく。
���を満たす任意の実数�，�に対して，区間 ��，��上の任意の単調非減少関数 �及び �

を考えると，
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が従う。このことを利用する。

�を任意の正の数とする。�が分布関数であることより，���，������，��������，を

満たす実数 �及び �が存在する。�は �上で連続であるから，有界閉区間��，��上で一様連
続である。故に，


δ ����，����，��，������δ��������������，

となる。この δを取ると，��������δを満たす正の整数 �が存在するので，これを取って �

とする。��，��上の点列�	���	�������，	��，�，�，を導入する。すると上掲の不等式

より，
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が各	��，�，���，に対して従う。また，
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である。故に，
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が従う。ここで「	
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」を想起すると，
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となる。�は任意の正の数であるから，��������
������������
��
�となる。
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３．おわりに

以上で P�lya による命題が証明されたわけだが，これはC．R．Rao（１９７３）の第２章２c節の
（vi），１２０頁，で P�lya’s theoremとして言及されている。しかし証明はなく，The proof is
easy．として処理されている。また P�lya のどの論文によるのかは明示されていない。しかし筆者
は，少なくとも入門段階での授業では，この命題は証明されるべきであると判断する。それは，�- δ

論法，関数列の一様収束，関数の一様連続性，不等式による評価，などの基本的な事柄の復習にな

るからである。ヒストグラムや数値実験を用いて，分布の列が極限分布へと収束する有様を提示す

ることは，教育上の配慮として評価されるべきである。しかし，「科学」を教授する際には，やは

り論理的な「すじ」は通すべきであろう。

２００７年２月２７日（火）
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２００７．６ 統計学入門における分布の収束のある取り扱いについて 園 49（ 49）
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