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ある束縛条件下における
平面弾性閉曲線のダイナミクス

岡部真也

概 要

ピアノ線のような弾性体でできた曲線のダイナミクスを数学的に解析する. 具体
的には, 曲線は弾性エネルギーを駆動力として運動すると考え, 次のように定式化し解
析する: (i) 曲線の運動を記述する発展方程式を導出し, その解の大域的挙動を考察す
る; (ii) 曲線の最終的形状を決定する変分問題の解の性質を明らかにする. 本稿では,
特に, 弾性閉曲線に一様な圧力がかかっている場合のダイナミクスについて考察する.

1 序
18世紀に Euler によって total squared curvature とよばれる, 曲率の二乗積分で定義
される, 汎函数を長さ一定の曲線族の中で最小化せよという変分問題が提唱された. その
解は elastica と呼ばれ, 以後, この分野で多くの研究がなされてきた. 例えば, elastica に
関する研究 ([25]), 閉 elastica に関する研究 ([10], [11]), 面積一定という束縛条件を加え
た area-preserving elastica に関する研究 ([3], [16], [28], [29]), などが挙げられる. さらに,

一様な圧力をうける弾性閉曲線の形状に関する研究も, 1884年の Levy による研究 ([13])

以降, 様々な研究がなされてきた ([2], [5], [6], [24], [30]). 以上に挙げたものだけではなく,

曲線の形状に関する研究はその他にも数多くなされている. 一方, 曲線の運動に関する研
究も多様であり, 例えば, [12], [14], [15], [22], [26], [27] などが挙げられる. しかしこれら
の研究は曲線の伸縮をゆるす場合に関するものである. 我々は曲線として, 例えば, ピア
ノ線を想定しているため, 曲線の伸縮をゆるさない運動を考察する必要がある. 非伸縮条
件をみたす曲線の運動に関する研究としては N. Koiso ([9]) が挙げられる. 我々は [9] で
なされた定式化を参考として曲線の運動を解析する.

本稿では, 特に次の問題について考察する:

問題 1.1. 平面内の弾性体でできた閉曲線 γ を考える. γ が囲む領域の内側とその外側か
ら, それぞれ, 一様な圧力 pi と po が γ にかかっているとする. p := po −pi > 0の場合, つ
まり外側からかかる圧力が内側からかかる圧力よりも大きい場合を考える. p が buckling

load とよばれる値 p∗ 以下のときは円が安定であるが, p が p∗ をこえると円は不安定とな
り, 座屈が生じる. このとき, γ のダイナミクスはどのようなものか？
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この問題における閉曲線の最終的形状を決定するとした変分問題を提唱したのが I. Tad-

jbakhsh と F. Odeh ([24]) であった. その変分問題は次のようなものである:

問題 1.2.

(1.1) E(γ) =
1

2

∫ L

0

κ2(s) ds + pA(γ)

を γ ∈ S 上で最小化せよ. ただし, p は正定数であり, κ は γ の曲率を, A(γ) は γ が囲
む面積を表す.

エネルギー汎函数 (1.1)右辺第一項は γの弾性エネルギーを表し, total squared curvature

としても知られるものである. そして, 第二項は圧力 p が γ になす仕事を表す. さらに S

は, 周長が L, 回転数が 1 であるような滑らかな平面閉曲線の集合である. ただし, 変分問
題 1.2 における束縛条件は周長一定条件のみである. 何故なら, 回転数は曲線の連続的変
形の下では不変だからである. ここで, 変分問題 1.2 について既知の結果を簡単に述べて
おく. まず, Tadjbakhsh-Odeh ([24]) によって, (i) 変分問題 1.2 は任意の p > 0 に対して
最小解をもつ, (ii) 円は, p の大きさに関わらず, 変分問題 1.2 の臨界点である, (iii) 円は p

が buckling load と呼ばれるある臨界値 p∗ 未満では安定な臨界点であるが, p∗ ≤ p では
不安定となる, ということが示された. この結果から彼らは, 非自明な臨界点の存在を予
想し, さらに, それらは２以上の対称軸をもつことを示唆していた. 対称性については, S.

S. Antman ([1]) によって証明されたが, 非自明解に関する詳しい結果は得られていなかっ
た. しかし, 近年になって K. Watanabe-I. Takagi ([30]) によって各 n ≥ 2 に対して非自
明解の表現公式が与えれ, さらに, 各 n に関して非自明解は一意であることも証明された.

本稿は問題 1.1 における閉曲線のダイナミクスを考察することが目的であり, そのダイ
ナミクスを次のように定式化し解析する:

(i) 閉曲線の運動はエネルギー汎函数 (1.1) の勾配に支配されると考え, 運動を記述する
発展方程式を導出する. そしてその解の大域的挙動を解析する.

(ii) 閉曲線の最終的形状は変分問題 1.2 の解によって決定されるため, 臨界点の安定性
および不安定性を明らかにする.

(i) については, まず, 第 2節においてその発展方程式系を導出する. そして, その系に関す
る初期値問題がすべての時間 t > 0 に対して一意かつ滑らかな解をもつこと, さらには,

その解の収束性を明らかにする (定理 2.1). (ii)についてであるが, 本稿では, 圧力差 p > 0

が非常に大きい場合について考察する. そのために, まず, 第 3節において p → ∞ とする
ときの非自明解の漸近形を求める (定理 3.1). そしてその漸近形を利用して, 第 4節におい
て, 各 n ≥ 3 に対する非自明解の不安定性を示す (定理 4.1).
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2 閉曲線の運動

2.1 勾配流方程式の導出

まず, 閉曲線の運動を記述する発展方程式を導出する. 滑らかな閉曲線 γ0 を与える. γ0

の周長を L で表す. また γ0 は弧長パラメータ x ∈ S1
L := R/LZ によって表示される, つ

まり, |(∂γ0/∂x)(x)| ≡ 1 をみたすものとする. 初期状態において γ0(x) にあった点が時刻
t > 0 においては γ(x, t) に移動しているものと考え, ベクトル値函数 γ(x, t) を定義する.

つまり, γ(x, 0) = γ0(x) により初期条件を与える. 今, γ はピアノ線のような弾性体でで
きているとしているため, γ(x, t) に次の束縛条件を課す:

(C1) 閉曲線は非伸縮である.

この非伸縮性を表す束縛条件 (C1) は, γ が常に弧長パラメータで表示されているとして
定式化される. つまり,

(2.1)

∣∣∣∣
∂γ

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ ≡ 1

によって束縛条件 (C1) を表す. γ(x, t) が (2.1) をみたすとき, 明らかに, γ(x, t) の周長は
常に L となる. ここで, 条件 (2.1) は周長一定条件に含まれることに注意されたい. この
束縛条件 (2.1) 下において, エネルギー汎関数 (1.1) を

(2.2) E(γ(x, t)) =
1

2

∫ L

0

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2
(x, t)

∣∣∣∣
2

dx − p

2

∫ L

0

n(x, t) · γ(x, t) dx

と書き換えることができる. ただし, n(x, t) は γ(x, t) の内向き単位法線ベクトルを表し,

n = −R(∂γ/∂x), R =
(

0 1
−1 0

)
で与えられる. 従って, 問題 1.1 における閉曲線 γ の運動

は, 束縛条件 (2.1) に従う閉曲線のエネルギー (2.2) に対する勾配流方程式に支配される
ことになる. 以下, その勾配流方程式を求める. まず, 簡単な計算により

d

dt
E(γ(x, t)) =

∫ L

0

{
∂4γ

∂x4
(x, t) − pn

}
· ∂γ

∂t
(x, t) dx

が得られ, この結果から ∂γ/∂t = −(∂4γ/∂x4) + pn がエネルギーを最も効率よく減らす
“方向” であることがわかる. しかし, この “方向” に変形した場合には, 当然, 束縛条件
(2.1) が常にみたされるとは限らない. そこで, 各時刻 t において束縛条件 (2.1) がみたさ
れるように, この “方向” を修正する. (2.1) より, (∂γ/∂x) · (∂2γ/∂x∂t) = 0 であるから,

V =

{
η(x, t)

∣∣∣∣∣
∂η

∂x
· ∂γ

∂x
= 0

}

とおくと, 束縛条件 (2.1) がみたされるならば, ∂γ/∂t ∈ V であることがわかる. ここで,

簡単な考察により, V の L2 内積に関する直交補空間は

V ⊥ =

{
∂

∂x

(
ξ(x, t)

∂γ

∂x
(x, t)

) ∣∣∣∣∣ ξ(x, t)はスカラー函数

}
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により与えられることが従う. よって, あるスカラー函数 ξ(x, t) が存在し次が成り立つ:

−∂4γ

∂x4
+ pn +

∂

∂x

(
ξ
∂γ

∂x

)
∈ V.

従って, 求める勾配流方程式は




∂γ

∂t
= −∂4γ

∂x4
+

∂

∂x

(
ξ
∂γ

∂x

)
+ p n,

{
−∂5γ

∂x5
+

∂2

∂x2

(
ξ
∂γ

∂x

)
+ p

∂n

∂x

}
· ∂γ

∂x
= 0,

∣∣∣∣
∂γ

∂x

∣∣∣∣ ≡ 1

と書くことができる. ただし,第二式は ∂γ/∂t ∈ V を意味する方程式である. ここで, (2.1)

から得られる (∂γ/∂x) · (∂2γ/∂x2) = 0 を x に関して微分することで得られる関係式およ
び v = ξ + 2 |∂2γ/∂x2|2 なる変換を用いることにより, 第二式を

−∂2v

∂x2
+

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
2

v = 2

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
4

−
∣∣∣∣
∂3γ

∂x3

∣∣∣∣
2

− pn · ∂2γ

∂x2

と書き換えることができる. このようにして束縛条件 (2.1) に従う閉曲線のエネルギー
(2.2) に対する勾配流方程式が得られる:





∂γ

∂t
= −∂4γ

∂x4
+

∂

∂x

{(
v − 2

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
2
)

∂γ

∂x

}
+ p n,

−∂2v

∂x2
+

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
2

v = 2

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
4

−
∣∣∣∣
∂3γ

∂x3

∣∣∣∣
2

− p n · ∂2γ

∂x2
.

(EQ)

注意 2.1. (∂γ/∂x) · (∂2γ/∂x∂t) = 0 は非伸縮性を表す束縛条件 (2.1) の必要条件である
から, (EQ) の第二式も (2.1) の必要条件にすぎない. ゆえに, 方程式系 (EQ) の解が (2.1)

をみたすことは確かめる必要がある.

2.2 主結果とその証明

この節の主結果は次のようなものである:

定理 2.1. 任意の正定数 p と滑らかな閉曲線 γ0(x) を与える. γ0(x) は |(∂γ0/∂x)(x)| ≡
1 をみたすとする. このとき, 方程式系 (EQ) はすべての時刻 t > 0 に対して古典解
(γ(x, t), v(x, t)) をもち, 解 γ(x, t) は |(∂γ/∂x)(x, t)| ≡ 1 をみたす. さらに, t → ∞ とす
るとき, 解 (γ(x, t), v(x, t)) は次の方程式系のある解 (γ̂(x), v̂(x)) に C∞ 位相で収束する:

4







−∂4γ̂

∂x4
+

∂

∂x

{(
v − 2

∣∣∣∣
∂2γ̂

∂x2

∣∣∣∣
2
)

∂γ̂

∂x

}
+ p n̂ = 0,

−∂2v̂

∂x2
+

∣∣∣∣
∂2γ̂

∂x2

∣∣∣∣
2

v = 2

∣∣∣∣
∂2γ̂

∂x2

∣∣∣∣
4

−
∣∣∣∣
∂3γ̂

∂x3

∣∣∣∣
2

− p n̂ · ∂2γ̂

∂x2
.

(BE)

以下, 定理 2.1 の証明について述べていく. その中で, 簡単のため, 以下のような記号を
用いる:

(2.3)
∂u

∂t
(x, t) = u̇(x, t),

∂u

∂x
(x, t) = u′(x, t),

∂nu

∂xn
(x, t) = u(n)(x, t).

まずは方程式系 (EQ) の短時間解の存在についてであるが, これは解析的半群を用いた
標準的手法によって証明される. 一般論については, 例えば, [7], [21] などを参照されたい.

(EQ) におけるより詳細な議論については [18] を参考として戴きたい. [18] では, 非伸縮
かつ囲む面積が一定であるという二つの束縛条件に従う弾性エネルギーに対する勾配流
方程式





∂γ

∂t
= −∂4γ

∂x4
+

∂

∂x

{(
v − 2

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
2
)

∂γ

∂x

}
+ λ n,

−∂2v

∂x2
+

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
2

v = 2

∣∣∣∣
∂2γ

∂x2

∣∣∣∣
4

−
∣∣∣∣
∂3γ

∂x3

∣∣∣∣
2

− λ n · ∂2γ

∂x2
,

∫ L

0

{(
n · ∂2γ

∂x2

)
v −

(
n · ∂2γ

∂x2

)3

+ λ

}
dx = 0

(GT)

について長時間解の存在および解の収束について考察している. 方程式系 (GT) に現れる
λ は t のみに依存するスカラー函数である. ゆえに, 双方の方程式系が類似していること
からも予想されるように, 実際, [18] における議論を辿ることで, [18] よりもより容易に,

短時間解の存在を証明することができる.

注意 2.2. 方程式系 (GT) は二つの束縛条件に従う閉曲線の運動を記述するものである.

二つの束縛条件を持つ問題として, 閉曲線に関しては第 1 節冒頭で述べた area-preserving

elastica に関する研究などが挙げられる. また, 閉曲面に関しては, 赤血球の数理モデルに
関する研究 (例えば, [4] や [8] など)があり, これらも大変興味深い.

以上で述べたような手順により方程式系 (EQ) の短時間解の存在が証明されるが, 注意
2.1 でも述べたように, (EQ) の第二式は非伸縮性を表す束縛条件 (2.1) の必要条件にすぎ
ない. ゆえに, 短時間解の存在の証明を完了させるためには, 解 γ が条件 (2.1) をみたす
ことを確かめねばならない:
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補題 2.1. |(γ0
′(x)| ≡ 1 をみたす滑らかな初期閉曲線 γ0(x) を与える. このとき, (EQ) の

解 γ(x, t) は |(γ′(x, t)| ≡ 1 をみたす.

補題 2.1 は, 方程式系 (EQ) を用いて |γ′(x, t)| に関する発展方程式を導出し, その方程
式に関する初期値問題を考察することにより証明を得る. 詳しくは [9] を参照されたい.

以上により非伸縮性をみたす短時間解の存在が証明されたので, 次に, 長時間解の存在
をエネルギー法を用いて証明する. この手法自体は [9], [18], [22] などにおいて用いられ
ているが, 短時間解の存在を示すときのようにそのまま証明を辿ることはできない. なぜ
なら, 問題 1.2 ではエネルギー汎函数が [9], [18], [22] などとは異なるからである. 以下,

その手順を述べる. まず, (EQ) の解の重心について次が従う:

補題 2.2. γ(x, t) を (EQ) の解とする. このとき, γ(x, t) の重心は不変である.

証明. γ の重心は (1/L)
∫ L

0
γ dx で定義される. (EQ) の解 γ(x, t) の重心の不変性は次か

ら従う:

d

dt

∫ L

0

γ(x, t) dx =

∫ L

0

{
−γ(4) + ((v − 2 |γ ′′|2)γ ′)′ + pn

}
dx = 0.

¤

以下, γ0 の重心は原点 (0, 0) とする. このとき, 補題 2.2 より, 解 γ(x, t) の重心は原
点となる. また, 回転数についてであるが, (EQ) による曲線の変形は連続的であるから,

γ(x, t) の回転数も保存されることを注意しておく. ただ, ここでは特に γ0 の回転数を指
定する必要はない. ここで, v に関する評価を与えるときに有用な補題を述べておく.

補題 2.3 (N. Koiso [9]). a(x), f(x) ∈ C(S1
L) とし, a ≥ 0, ‖a‖L1 > 0 をみたすとする. こ

のとき, −v′′ + av = f は一意解をもつ. さらに, 解 v は

max
x∈S1

L

|v| ≤
(
2L + ‖a‖−1

L1

)
‖f‖L1 ,(2.4)

max
x∈S1

L

|v′| ≤ 2 (1 + L ‖a‖L1) ‖f‖L1(2.5)

をみたす.

この補題により, γ に対して v は一意に定まり, さらにその評価も得られる. 以下,

(γ(x, t), v(x, t)) を (EQ) の [0, T ) 上の解とする. まずは, 弾性エネルギーに対する評価を
導く.

補題 2.4. γ0 と p > 0 のみに依存する正定数 C1, C2 が存在して

(2.6) C1 ≤ ‖γ′′‖2
L2 ≤ C2

が成り立つ.

6



証明の概略. まず,

d

dt
E(γ(x, t)) =

〈
γ(4) − pn, γ̇

〉
L2

=

〈
γ(4) −

((
v − 2 |γ′′|2

)
γ′

)′
− pn, γ̇

〉

L2

= −‖γ̇‖2
L2

より, E(γ) は非増加である. さらに, 等周不等式から

−L2

4π
≤ A(γ) ≤ L2

4π

が得られ, ‖γ′′‖L2 ≤ C2 が従う. また, Poincaré の不等式および |γ′| ≡ 1 より ‖γ′′‖L2 ≥ C1

も従う. ¤

補題 2.3, 2.4 により, 次のように v の評価を与えることができる.

補題 2.5. 正定数 C が存在して

(2.7) max

{
sup
x∈S1

L

|v|, sup
x∈S1

L

|v′|

}
≤ C

(
1 +

∥∥γ(3)
∥∥2

L2

)

が成り立つ.

長時間解の存在を示すために, まず, 次の補題からはじめる.

補題 2.6. γ(x, t) を (EQ) の [0, T ) 上の古典解とし,
∥∥γ(3)

∥∥
L2 ≤ C3 が [0, T ] 上で成り立

つと仮定する. このとき, 任意の整数 n > 3 に対して [0, T ] 上
∥∥γ(n)

∥∥
L2 ≤ C4 が成り立つ.

ただし, C4 は C3, γ0, T のみに依存する定数である.

この証明は帰納法による. 補題 2.5 と補題 2.6 からもわかるように, 大域解の存在を証
明するためには

∥∥γ(3)
∥∥

L2 の任意有限時間での有界性を示せばよい. そのために, 次の補題
を準備する.

補題 2.7. γ(x, t) を (EQ) の [0, T ) 上の解とする. このとき, 正定数 C5 と C6 が存在して

(2.8)
d

dt
E(γ(x, t)) ≤ −C5

∥∥γ(4)
∥∥2

L2 + C6

が成り立つ. ただし, C5 と C6 は γ0, p, T のみに依存する定数である.

証明はエネルギー法を用いて行う. ただし, v に対する評価を与える際には, 曲線の幾何
的性質を利用している. その詳細については [9] または [18] を参照されたい. この補題を
用いて次を証明する.
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補題 2.8. γ(x, t) を (EQ) の [0, T ) 上の解とする. このとき, 正定数 C が存在して
‖γ(3)‖L2 ≤ C が [0, T ] 上で成り立つ. ただし, C は γ0, p, T のみに依存する定数で
ある.

証明. Cauchy-Schwarz の不等式より,

d

dt

∥∥γ(3)
∥∥2

L2 = 2

〈
γ(5),−γ(5) +

((
v − 2 |γ′′|2

)
γ′

)′′
+ λn′

〉

L2

(2.9)

≤ −
∥∥γ(5)

∥∥2

L2 +

∥∥∥∥
((

v − 2 |γ′′|2
)

γ
)′′

+ λn′
∥∥∥∥

2

L2

が得られる. (2.9) の右辺を補題 2.5 などを用いて評価すると,

(2.10)
d

dt

∥∥γ(3)
∥∥2

L2 ≤ C
(
1 +

∥∥γ(3)
∥∥2

L2

∥∥γ(4)
∥∥2

L2

)

を得る. 補題 2.4 より
∥∥γ(3)

∥∥
L2 > C > 0 であるから, (2.10) の両辺を

∥∥γ(3)
∥∥2

L2 で割るこ
とにより,

(2.11)
d

dt
log

∥∥γ(3)
∥∥2

L2 ≤ C
(
1 +

∥∥γ(4)
∥∥2

L2

)

となる. ここで補題 2.7 を合わせれば,

C5
d

dt
log

∥∥γ(3)
∥∥2

L2 + C
d

dt
E(γ(x, t)) ≤ C7

が得られる. これより結論が従う. ¤

以上により, 次のようにして長時間解の存在を示すことができる:

補題 2.9. 任意に正定数 p を与える. γ0(x) を |γ0
′(x)| ≡ 1 をみたす滑らかな閉曲線 γ0(x)

とし, その周長を L とする. このとき, (EQ) はすべての時刻 t > 0 に対して一意な古典
解 (γ(x, t), v(x, t)) をもつ. さらに 解 γ(x, t) は |γ′(x, t)| ≡ 1 をみたす.

証明. 背理法により証明する. 結論を否定すると, 短時間解の存在の証明から, ある正定数
T̄ が存在し t → T̄ とするとき ‖γ‖W (4,q) → ∞ が成り立つことが従う. ただし, q ≥ 3 であ
る. γ(x, t) は [0, T̄ ) 上において (EQ) の古典解であるから, 補題 2.6 および 補題 2.8 よ
り, 任意の n ≥ 0 に対して [0, T̄ ] 上 ‖γ(n)‖L2 < C が成り立つ. これは仮定に反することか
ら結論が得られる. ¤

以上により, すべての時刻 t > 0 において (EQ) の一意な古典解が存在することが示さ
れたわけだが, 次に, この解が (EQ) の定常方程式, つまり (BE) のある解に収束すること
を示す. 以下, その証明の流れを述べていく. まず, 補題 2.7 の証明において得られる評価∥∥γ(4)

∥∥
L2 ≤ C8 ‖γ̇‖L2 + C9 を用いて次の補題を示す.
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補題 2.10. ある定数 C1, C2 が存在して

max

{
sup
x∈S1

L

|v|, sup
x∈S1

L

|v′|

}
≤ C1 (1 + ‖γ̇‖L2) ,(2.12)

sup
x∈S1

L

|v′′| ≤ C2

(
1 + ‖γ̇‖

3
2

L2

)
(2.13)

が成り立つ. ただし, C1 と C2 は t によらない定数である.

さらに, この補題をもとにして帰納的に次の補題を証明する.

補題 2.11. 任意の非負整数 n に対して, 正定数 C, N が存在して

‖γ‖Hn+4 , ‖v‖Hn+3 ≤ C
(
1 + ‖γ̇‖N

Hn

)

が成り立つ. ただし, C と N は t によらない定数である.

さらに, 以下の議論により, ∂v/∂t に関する評価を与える. (EQ) の第二式を t に関して
形式的に微分すると

−
(

∂v

∂t

)′′

+ |γ′′|2 ∂v

∂t
= −2 (γ′′ · γ̇′′) v + 8 |γ′′|2 (γ′′ · γ̇′′)(2.14)

− 2γ(3) · γ̇(3) − p (ṅ · γ′′ + n · γ̇′′)

となる. 方程式 (2.14) に補題 2.3 を適用することにより, 次のように ∂v/∂t に関する評価
を得る:

補題 2.12. 任意の整数 n ≥ 0 に対して,

max

{
sup
x∈S1

L

|v̇|, sup
x∈S1

L

∣∣(v̇)′
∣∣
}

≤ C (1 + ‖γ̇‖L2) ‖γ̇‖H3 ,(2.15)

‖v̇‖Hn+2 ≤ C
(
1 + ‖γ̇‖N

Hn

)
‖γ̇‖Hn+3(2.16)

が成り立つ. ただし, C と N は t によらない定数である.

以上の補題を用いると, 定常解への収束を示すための鍵となる次の補題を示すことがで
きる.

補題 2.13. 任意の整数 n ≥ 0 に対して
∫ L

0

∥∥∥∥
∂n

∂xn

∂γ

∂t

∥∥∥∥
2

L2

dt < ∞

が成り立つ. さらに, t → ∞ とするとき
∥∥∥∥

∂n

∂xn

∂γ

∂t

∥∥∥∥
L2

→ 0

が成り立つ.

9



ここまで述べた補題の証明の詳細については [9], [18] などを参照戴きたい. さらに, 定
常解への収束を示す際に重要な役割を果たす次の命題を述べておく.

命題 2.1 (L.Simon [23]). γ̂(x) を (BE) の解とする. このとき, ある定数 θ ∈ (0, 1
2
) と γ̂

の C4+4α
x 近傍 U が存在して, 任意の γ ∈ U に対して

∥∥∥∥
∂γ

∂t

∥∥∥∥
L2

≥ |E(γ) − E(γ̂)|1−θ

が成り立つ.

この命題は, [23] における証明の手法を直接適用することにより示される. その際, 臨
界点 γ̂ における線形化作用素を導出する必要がある. その詳細については [18] を参考と
されたい. 以上で述べた補題および命題 2.1 により, 定常解への収束が証明される:

補題 2.14. (EQ) の解 (γ(x, t), v(x, t)) は, t → ∞ とするとき, (BE) のある解 (γ̂(x), v̂(x))

に C∞ 位相で収束する.

証明の概略. 補題 2.11 と補題 2.13 より, ‖γ‖Hn+4 ≤ C が従う. これより, Ascoli-Arzelá

の定理および対角線論法を用いて, C∞ 位相で収束する部分列 {(γj, vj)} の存在を示すこ
とができる. さらに, 補題 2.13 からその極限 (γ̂, v̂) が (BE) をみたすこともわかる. 最後
に (γ, v) が (γ̂, v̂) に C∞ 位相で収束することを示せばよい. ここで, ‖γ‖Hn+4 ≤ C である
ことから,

(2.17) 　 ‖γ − γ̂‖Cn ≤ C
n+1∑

k=0

‖γ − γ̂‖1/(2k+2)

L2

が得られる. よって, 命題 2.1 を次のようにいいかえることができる: “ T > 0 と r > 0 が
存在して ‖γ − γ̂‖L2 ≤ r をみたす任意の γ(x, t) と t ≥ T に対して

∥∥∥∥
∂γ

∂t

∥∥∥∥
L2

≥ |E(γ) − E(γ̂)|1−θ

が成り立つ.” 評価 (2.17) により, 結論を得るためには “任意の r > 0 に対して T > 0 が
存在し t ≥ T である任意の t に対して γ(·, t) ∈ Ur := {γ | ||γ − γ̂||L2 < r} が成り立つ”

ということを示せばよい. これを背理法により証明し結論を得る. その中で, 上のように
いいかえた命題 2.1 が重要な役割を果たす. その詳細については [9] または [17] を参照さ
れたい. ¤

最後に方程式系 (BE) について述べておく. まず, (BE) の第一式から次が従う:

0 =
{
−γ̂(4) +

{(
v̂ − 2 |γ̂′′|2

)
γ̂′

}
+ p n̂

}
· γ̂′ =

3

2

(
|γ̂′′|2

)′
+

(
v̂ − 2 |γ̂′′|2

)′
.
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これより, (BE) の第一式は次のようになる:

−γ̂(4) +

((
C − 3

2
|γ̂′′|2

)
γ̂′

)′

+ p n̂ = 0.

ただし, C はある定数である. この方程式の法方向成分を求めると,

0 =

{
−γ̂(4) +

((
C − 3

2
|γ̂′′|2

)
γ̂′

)′

+ p n̂

}
· n̂ = −κ̂′′ − 1

2
κ̂3 + Cκ̂ + p

が得られる. ただし, κ̂ は γ̂ の曲率を表す. この方程式は, 次節以降で扱う, 変分問題 1.2

における Euler-Lagrange 方程式に一致する. 従って, 方程式系 (EQ) の解は変分問題 1.2

のある解に収束することが示されたことになる.

3 n モード解の漸近形
本節以降では, 閉曲線の最終的形状および, t → ∞ とするときの解の挙動を考察するた
めに, 変分問題 1.2 の解の性質について調べていく. その中で特に, p が十分大きい場合に
焦点をあてる.

第 1 節で述べたように, 円は, p の値によらず, この変分問題の自明な臨界点であり, あ
る値 p∗ を境に安定から不安定へと切り替わることが知られている ([24]). 変分問題 1.2 に
おける Euler-Lagrange 方程式は曲率 κ に対する二階常微分方程式で与えられる. 解とし
て閉曲線を考えていることから, 解は 1以上の周期 n をもつわけだが, n ≥ 2 であること
が, 実際に, S. S. Antman ([1]) により示されている. そして, 初期値問題の解の一意性か
ら, n ≥ 2 なる周期をもつ臨界点は次の境界値問題





κ′′(s) +
1

2
κ3(s) − µκ(s) − p = 0 for s ∈ [0, L/(2n)] ,

∫ L/(2n)

0

κ(s) ds =
π

n
,

κ′(0) = κ′(L/(2n)) = 0

(P)

の解によって構成されることが容易に従う. ここで, ′ は弧長パラメータ s に関する微分
を表す. (P) の第一式は, 上で述べた, この変分問題における Euler-Lagrange 方程式であ
り, Lagrange 乗数 µ を含んでいる. つまり, 与えられた定数 p > 0 に対して, (P) の解と
して (κ(s), µ) を求めることになる. (P) の第二式は (P) の解から構成される閉曲線の回
転数が１であることを意味している.

変分問題 1.2 の臨界点 γ がモード n をもつとは, γ がちょうど n 個の対称軸を持つこ
とである. (P) の狭義単調な解は, Euler-Lagrange 方程式の, 全区間 [0, L] 上の周期境界
条件をみたす解へと自然に拡張される. このようにして構成された解は, 変分問題 1.2 の
モード n をもつ臨界点となる. よって, 以下では, (P) の狭義単調な解を n モード解とよ
ぶことにする.
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近年になって, K. Watanabe and I. Takagi ([30]) により, (P) のすべての狭義単調な非
自明解の表現公式が与えられた:

命題 3.1 (K. Watanabe and I. Takagi ([30])). (i) n = 1 ならば, 任意の p > 0 に対して,

(P) の非自明解は存在しない. (ii) n ≥ 2 および 0 < p ≤ 8π3(n2 − 1)/L3 ならば, 各 n ∈ N
に対して, n モード解は存在しない. (iii) n ≥ 2 および 8π3(n2 − 1)/L3 < p ならば, 各
n ∈ N に対して, (P) の非自明解が存在する. さらに, その解は次のような構造をもつ:

κn(s) =





1

a1 cn
(

4nK(m1)s
L

,m1

)
+ b1

+ c1 for 8π3(n2−1)
L3 < p ≤ 8π3(n−1)(2n−1)(3n−1)

L3 ,

1

a2 dn
(

2nK(m2)s
L

,m2

)
+ b2

+ c2 for 8π3(n−1)(2n−1)(3n−1)
L3 < p.

(3.1)

ただし, cn(·,m) および dn(·,m) は Jacobi の楕円函数であり, K(m) は第一種完全楕円積
分を表し,

√
m (0 < m < 1) は楕円函数の母数である. (a1, b1, c1, m1) は次の方程式系の一

意解 (a, b, c, m) である:

∫ L/(2n)

0

κn(s) ds =
π

n
,(3.2)

a = −

√
−1 + 4b2g2(1 − 2m) +

√
(1 − 4b2g2(1 − 2m))2 + 64b4g4m(1 − m)

8g2(1 − m)
,(3.3)

c = −
1 +

√
(1 − 4b2g2)2 + 16b2g2m

2b
,(3.4)

2bg4
√

(1 − 4b2g2)2 + 16b2g2m = p.(3.5)

ただし, g = 8K(m)/L である. 一方, (a2, b2, c2,m2) は (3.2) および次の方程式系の一意解
(a, b, c, m) として与えられる:

a = −

√
1 + 4b2h2(2 − m) −

√
1 + 8b2h2(2 − m) + 16b4h4m2

8h2(1 − m)
,(3.6)

c = −
1 +

√
1 + 8b2h2(2 − m) + 16b4h4m2

2b
,(3.7)

2bh4m2
√

1 + 8b2h2(2 − m) + 16b4h4m2 = p.(3.8)

ここで h = 2nK(m)/L である.

この結果によって, 各 n ≥ 2 に対して n モード解は一意であることが証明された. しか
し,表現公式に含まれる a, b, c, mおよび pは非常に複雑な関係式をみたしており, p → ∞
とするときの n モード解の漸近形を (3.1), (3.2) および (3.6)–(3.8) から知ることは難し
い. そこで, 特異摂動法を用いることにより次を得た:
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定理 3.1. 各 n ≥ 2 に対して十分大きい定数 P0 と, (P) の解であり, 以下のような性質を
もつ１パラメータ族 {(κ(s; p), µ(p))}p>P0 が存在する: (i) κ(s; p) は s ∈ [0, L/(2n)] にお
いて狭義単調減少である; (ii) p → ∞ とするとき,

max
s∈[0,L/(2n)]

κ(s; p) = κ(0; p) = A∗ −
(

1

4
√

Mn
√

p
+ O(1/p)

)
δ2 + O(δ3),(3.9)

min
s∈[0,L/(2n)]

κ(s; p) = κ(L/(2n); p) = B∗ + δ + O(δ2),(3.10)

µ(p) = Mnp − 4n
√

Mn

L

√
p + O(p3/8),(3.11)

s0(p) =
1

2
√

Mn

log p
√

p
+

log (4Mn
3/2)√

Mn

1
√

p
+ O(1/p5/8)(3.12)

が成り立つ. ここで, s0(p) は κ(s; p) = 0 となる点であり, Mn は

(3.13) Mn =
L

2(n − 1)π

で与えられる正定数である. また, A∗ = A∗(p), B∗ = B∗(p), δ = δ(p) は, p → ∞ とする
とき, 次のように表される:

A∗(p) = 2
√

Mn
√

p − 4n

L
+

1

Mn

+ O(1/p1/8),(3.14)

B∗(p) = − 1

Mn

− 4n

LMn
3/2

1
√

p
+ O(1/p5/8),(3.15)

δ(p) = 8e
√

Mn
√

p exp

[
−

L
√

Mn
√

p

2n

]
(1 + O(1/p1/8)).(3.16)

定理 3.1 の主張は, (P) の狭義単調減少する解で, p → ∞ とするとき, (3.9)–(3.16) な
る漸近形をもつものが存在するということである. つまり, この結果だけでは n モード解
の漸近形が与えられたということはできない. しかし, [30] により, 各 n ≥ 2 に対して n

モード解は一意であることが示されているため, 命題 3.1 と定理 3.1 を合わせることによ
り, 直ちに次が従う:

定理 3.2. 各 n ≥ 2 に対して, p → ∞ とするとき, n モード解の漸近形は (3.9)–(3.16) に
より与えられる.

n モード解から構成される閉曲線を γn で表す. 既に述べたように, 閉曲線 γn は変分
問題 1.2 のモード n をもつ臨界点である. 定理 3.1 より, p → ∞ とするときの γn の形
状を知ることができる. 十分大きな p に対して, 定理 3.1 では次のようなことが示され
た: (i) γn(s) の曲率は各点 s = jL/n の近傍 Uj (j = 0, 1, · · · , n) においてのみ正であり,

かつ, s = jL/n では非常に大きい値をとる; (ii) γn(s) の曲率は
⋃n−1

j=0 Uj の補集合上では
−2(n − 1)π/L に非常に近い値をとる. −2(n − 1)π/L は周長が L/(n − 1) かつ負の面積
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を囲む円の曲率であることに注意すると, p が十分大きいとき, γn は次のような形状であ
ることがわかる: γn(s) は各 Uj 上では非常に小さな円状部分をもち, 一方で, それ以外の
部分は半径が L/(2(n − 1)π) である円弧に非常に近い形状である. 以下, 定理 3.1 の証明
について述べていく. まず, 考えるべき特異摂動問題を定式化する.

3.1 特異摂動問題

定理 3.1 を証明するために, (P) の解の族 (κ(s; p), µ(p)) で, ある正定数 µ∗ に対して
limp→∞ µ(p)/p = µ∗ なる性質をみたすものを求めることにする. ε = 1/

√
p とおき,

(3.17) µ0(ε) = ε2µ(1/ε2)

と定義することにより, (κ(s), µ0) = (κ(s; 1/ε2), ε2µ(1/ε2)) は




ε2κ′′(s) +
ε2

2
κ3(s) − µ0(ε)κ(s) − 1 = 0 for s ∈ [0, L/(2n)],

∫ L/(2n)

0

κ(s) ds =
π

n
,

κ′(0) = κ′(L/(2n)) = 0

(Pε)

をみたすことがわかる. よって, 十分小さな ε に対して, (Pε) の狭義単調減少する解
(κ(s; ε), µ0(ε)) を求めればよい. κ′(0) = 0 であるから, (Pε) の第一式に κ′(s) をかけて 0

から s まで積分することにより,

(3.18)
dκ

ds
= −1

ε

√
2 (Fε(A) − Fε(κ))

が得られる. ここで, A = κ(0) であり, F は次のように与えられるものである:

(3.19) Fε(κ) =
ε2

8
κ4 − µ0

2
κ2 − κ.

κ(s) は狭義単調減少, かつ, (Pε) の第二式である積分条件をみたすから, A = κ(0) は正で
なければならない. (3.18) より,

(3.20)

∫ A

κ

ε dκ√
2(Fε(A) − Fε(κ))

= s

が従う. (3.20) の逆函数が (Pε) の第一式の解である. B = κ(L/(2n)) とおくと, このと
き, κ′(L/(2n)) = 0 および (3.18) より

(C1ε) Fε(A) = Fε(B)

であることがわかる. さらに, (3.20) から,

(I1ε)

∫ A

B

ε dκ√
2(Fε(A) − Fε(κ))

=
L

2n
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を得る. 一方で, (Pε) の積分条件と (3.18) を用いると

(I2ε)

∫ A

B

εκ dκ√
2(Fε(A) − Fε(κ))

=
π

n

が得られる. ゆえに, (I1ε), (I2ε) および (C1ε) をみたす (A(ε), B(ε), µ0(ε)) を求めること
となる.

注意 3.1. 命題 3.1 における表現公式 (3.1), (3.2) および (3.6)–(3.8) では, p → ∞ とす
るとき, µ/p → µ∗ が成り立つことは確かめられていない. ゆえに, p → ∞ とするとき,

µ/p → µ∗ となることさえ自明ではない. 定理 3.1 の目的は上記したような性質をもつ解
(κ(s), µ) の存在を示すことである.

3.2 定理 3.1 の証明の概略

初めに証明の方針を述べておく. まず, 函数 F (κ, ε, ν) を

F (κ, ε, ν) =
ε2

8
κ4 − ν

2
κ2 − κ

と定義する. ここで, ε > 0 と ν > 0 は定数である. 以下, 簡単のため, 混乱の心配がない
場合には F (κ, ε, ν) を単に F (κ) とかく. 二つの数 A と B を

(C1) F (A, ε, ν) = F (B, ε, ν)

をみたすものとする. また 0 < λ < 1なる数を任意にとり固定する. そして,各 B ∈ (B∗, 0)

と ν ∈ [λ, 1/λ] に対し, ε ↓ 0 における

(I1)

∫ A

B

ε dκ√
2(F (B, ε, ν) − F (κ, ε, ν))

=
L

2n

および

(I2)

∫ A

B

εκ dκ√
2(F (B, ε, ν) − F (κ, ε, ν))

=
π

n

の左辺の積分の漸近的振る舞いを調べる. ただし, B∗ は F (κ) = F (κ, ε, ν) が極大値を達
成する点である. 次に, B = B∗ + exp[(−d/ε)] とおくことにより, (d, ν) に対する方程式
系を導出し, 積分 (I1) および (I2) の ε ↓ 0 とするときの極限を計算することで, 一次近
似解を求める. そして, 陰函数定理を適用することにより, 十分小さな ε に対して解の族
(d(ε), ν(ε)) が存在することを示す. 最後に, 補題 3.5 で求める漸近展開を用いて定理 3.1

を証明する.

このような手順により定理 3.1 を証明するが, 積分の漸近展開の導出や陰函数定理が適
用可能であることを確かめる議論においては煩雑な計算を要するため, その部分について
は [19] を参照されたい.
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以下,

f(κ) =
ε2

2
κ3 − νκ − 1

とおく. これは dF/dκ = f をみたす. また, 以下では, F や f の κ に関する微分を ′ で
表す. まず, 以下の議論において重要な役割を果たす κ の値を求める.

補題 3.1. 0 < λ < 1 なる定数を任意に固定し, ν を区間 [λ, 1/λ] 内に固定された数とする.

B∗ を F が極大値を達成する点とし, A∗ > 0 を F (A∗) = F (B∗) をみたすものとする. 正
数 A0, A1, A2 を, それぞれ, F = 0 となる点, 極小値を達成する点, F ′′ = 0 となる点とす
る. このとき, ε ↓ 0 とするとき,

A∗ =
2
√

ν

ε
+

1

ν
− 1

2ν2
√

ν
ε + O(ε2),(3.21)

A0 =
2
√

ν

ε
+

1

ν
− 3

4ν2
√

ν
ε + O(ε2),(3.22)

A1 =

√
2ν

ε
+

1

2ν
− 3

√
2

16ν2
√

ν
ε + O(ε2),(3.23)

A2 =

√
2ν√
3

1

ε
,(3.24)

B∗ = −1

ν
− 1

2ν4
ε2 + O(ε4)(3.25)

が成り立つ. ただし, O(εβ) は ν ∈ [λ, 1/λ] に関して一様である.

まず, A のあるべき範囲を確定させる. それは以下の三つの補題により結論が得られる.

補題 3.2. λ と ν を補題 3.1 と同じ条件をみたす数とする. A1 < A ≤ A0 と仮定する. こ
のとき (I1) は十分小さな ε > 0 に対して成立しない.

補題 3.3. ν を補題 3.1 と同じ条件をみたす数とする. A は A∗ < A であり, かつ, ε ↓ 0

とするとき, F (A)− F (B∗) = O(1) または F (A)− F (B∗) → ∞ のいずれかをみたすと仮
定する. このとき (I1) は十分小さな ε > 0 に対して成立しない.

補題 3.4. ν を補題 3.1 と同じ条件をみたす数とする. A は A∗ < A であり, かつ, ε ↓ 0

とするとき, F (A)− F (B∗) → 0 をみたすと仮定する. このとき, (I2) は十分小さな ε > 0

に対して成立しない.

補題 3.2, 3.3, 3.4 により, A は A0 < A < A∗ をみたすことがわかる. このとき, 条件
(C1) より, B∗ < B < 0 であることも従う. なぜなら, 0 = F (A0) < F (A) < F (A∗) は
F (0) < F (B) < F (B∗) を意味するからである. さらに, 補題 3.3, 3.4 の証明から, B は
B∗ に十分近くなければならないことも予測される ([19] 参照). よって, 以下では, B は
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B∗ に十分近く, かつ, B∗ < B < 0 をみたすとする. つまり, B = B∗ + δ とおき, 十分小
さな δ > 0 を決定することとする.

また, f ′(κ) は κ = ±A2 で 0 となり, かつ, 区間 [−A2, A2] 上では負であることを注
意しておく. B ∈ (B∗, 0) であるとき, f(B) < 0 と f ′(B) < 0 が成り立つ. なぜなら,

f(B∗) = 0 であり B ∈ (B∗, 0) ⊂ [−A2, A2] だからである. この事実は以下の補題の証明
のなかで用いられている.

次に, 各 B ∈ (B∗, 0) に対し, (I1) と (I2) の左辺に現れる積分の, ε ↓ 0 とするときの漸
近展開を求める.

補題 3.5. λ ∈ (0, 1) なる数を任意にとり固定する. 各 B ∈ (B∗, 0) および ν ∈ [λ, 1/λ] に
対し, ε ↓ 0 とするとき,

∫ A

B

ε dκ√
2(F (A) − F (κ))

=
ε log ϕ(B)√

−f ′(B)
(1 + R1(ε, ν, B))(3.26)

+
1√
ν
ε log

(
ψ1

√
ψ2

)
+ R2(ε, ν, B),

∫ A

B

εκ dκ√
2(F (A) − F (κ))

=
ε log ϕ(B)√

−f ′(B)

(
B − f(B)

f ′(B)

)
(1 + R3(ε, ν, B)) + π(3.27)

+ 2

(
Aν1/4

f(A)
− 1

ν3/4

)√
ε − 1

ν3/2
ε log

(
ψ1

√
ψ2

)
+

2

ν3/2
ε + R4(ε, ν, B)

が成り立つ. ただし, ε ↓ 0 とするとき, B ∈ (B∗, 0) および ν ∈ [λ, 1/λ] に関して一様に
R1 = O(ε2), R2 = O(ε5/4), R3 = O(ε2), R4 = O(ε5/4) である. ここで, ψ1, ψ2, ϕ(B) は次
のように与えられるものである:

ψ1(ε, A, ν) =
2ν

√
ν +

√
ε +

√
4ν3 + 4ν

√
ν
√

ε + 2νF (A)ε
√

ε
(
1 +

√
2νF (A)

) ,(3.28)

ψ2(ε) =

(
2

ε
+

2
√

1 − ε

ε
− 1

)
1 −

√
2
√

ε − ε

1 +
√

2
√

ε − ε
,(3.29)

ϕ(B) = −
√
−2F (B)f ′(B)

f(B)
+

√
−2F (B)f ′(B)

f(B)2
+ 1.(3.30)

B = B∗+δとおく. ここで, (δ, ν)が与えられれば, (C1)から Aが A = A(B) = A(ε, δ, ν)

と決定されることを述べておく:

補題 3.6. 十分小さな数 ε > 0 を任意に固定する. ν を補題 3.1 と同じ条件をみたす数と
する. B = B∗ + δ とおく. このとき, δ ↓ 0 とするとき, A は次のように展開される:

(3.31) A = A∗ +
f ′(B∗)

2f(A∗)
δ2 + O(δ3).
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証明. 以下, 定数 ε を区間 0 < ε ¿ 1 内に任意にとり固定する. ν は区間 [λ, 1/λ] に任意
に固定された数であり, λ ∈ (0, 1) は任意の定数とする. まず, 次の方程式

(3.32) F (A∗ + ρ) − F (B∗ + δ) = 0

が, 十分小さな δ > 0 に対して, 解 ρ = φ(δ) をもつことを示す. (3.32) の左辺を F(ρ, δ)

と表すことにより, 方程式 F(ρ, δ) = 0 を考える. まず, F (A∗) = F (B∗) より, 明らかに
F(0, 0) = 0 が成り立つ. ここで,

∂F
∂ρ

∣∣∣∣
ρ=δ=0

=
∂F

∂κ
(A∗ + ρ)

∂(A∗ + ρ)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=δ=0

= f(A∗ + ρ)

∣∣∣∣
ρ=δ=0

= f(A∗) 6= 0,

∂F
∂δ

∣∣∣∣
ρ=δ=0

=
∂F

∂κ
(B∗ + δ)

∂(B∗ + δ)

∂δ

∣∣∣∣
ρ=δ=0

= f(B∗ + δ)

∣∣∣∣
ρ=δ=0

= f(B∗) = 0

といった結果から,陰函数定理を適用することにより次が従う: ある正数 δ0と C1函数 φ(δ)

が存在し, φ(0) = 0, (∂φ/∂δ)(0) = 0 および, 任意の 0 ≤ δ < δ0 に対して F(φ(δ), δ) = 0

が成り立つ. 以上により方程式 (3.32) の解の存在が示されたので, 最後にその解 φ(δ) の,

δ ↓ 0 とするときの, 展開を求める. F の Taylor 展開から, 十分小さな δ > 0 に対して,

f(A∗)φ +
f ′(A∗)

2
φ2 +

ε2A∗

2
φ3 +

ε2

8
φ4 =

f ′(B∗)

2
δ2 +

ε2B∗

2
δ3 +

ε2

8
δ4

が得られる. δ ↓ 0 とするとき φ(δ) = O(δ2) となることが確かめられるので, δ ↓ 0 とする
とき, φ(δ) は

φ(δ) =
f ′(B∗)

2f(A∗)
δ2 + r(ε, δ, ν)

と展開されることがわかる. ただし, δ ↓ 0 とするとき ε と ν に関して一様に r = O(δ3)

である. 最後に f ′(B∗) < 0 および f(A∗) > 0 から φ(δ) ≤ 0 が従うことを注意して, 証明
を終了する. ¤

補題 3.6 より, (δ, ν) を求めればよいことが従うわけだが, B = B∗ + exp [−(d/ε)], つま
り, δ = exp [−(d/ε)]とおくことにより, 補題 3.5のおける展開式 (3.26), (3.27)から (d, ν)

に関する方程式系を導出する:

補題 3.7. 区間 (0, 1) 内の数 λ1, λ2 を任意にとり固定する. 各 d ∈ [λ1, 1/λ1] および
ν ∈ [λ2, 1/λ2] に対し, B = B∗ + exp [−(d/ε)] とおく. このとき, 十分小さな ε > 0 に対し
て, (B, ν) が方程式系 (I1)-(I2) の解であるための必要十分条件は, (d, ν) が次をみたすこ
とである:

d√
−f ′(B∗)

+
ε√
ν

log (ψ1

√
ψ2) +

ε√
−f ′(B∗)

log
2
√

2F (B∗)√
−f ′(B∗)

+ R5(ε, d, ν) =
L

2n
,(3.33)

B∗d√
−f ′(B∗)

− ε

ν3/2
log (ψ1

√
ψ2) +

εB∗
√
−f ′(B∗)

log
2
√

2F (B∗)√
−f ′(B∗)

(3.34)

+
2

ν3/2
ε + R6(ε, d, ν) = −(n − 1)π

n
.
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ただし, ε ↓ 0とするとき, d ∈ [λ1, 1/λ1]および ν ∈ [λ2, 1/λ2]に関して一様にR5 = O(ε5/4),

R6 = O(ε5/4) である.

以下では, 方程式系 (3.33)-(3.34) が, 十分小さな ε > 0 に対して, 解 (d(ε), ν(ε)) をもつ
ことを示していく. そのために, 次の形で述べられる陰函数定理を適用する.

補題 3.8. U ⊂ RN を原点 0 の近傍とする. (x, y) ∈ [0, 1)×U に対して定義される RN 値
函数 F(x, y) = (F1(x, y), F2(x, y), · · · , FN(x, y)) は次をみたすとする:

(i) F(x, y) は [0, 1)×U において一様連続である. さらに, 各 x ∈ [0, 1) に対し, F(x, y)

は U 上 y に関して偏微分可能であり, ∂Fl/∂ym は [0, 1) × U において連続である.

(ii) F(0, 0) = 0.

(iii) 次で定義される N × N 行列は可逆である:

Fy(0, 0) =

(
∂Fl

∂ym

(0, 0)

)

1≤l, m≤N

.

このとき, 正数 ρ および r と, [0, 1) から Br(0) = {y ∈ RN | |y| < r} への函数 ϕ が存在
し, 任意の x ∈ [0, ρ) に対して F(x, ϕ(x)) ≡ 0, ϕ(0) = 0 が成り立つ. さらに ϕ は [0, ρ)

において連続である.

補題 3.8 を用いることで次が従う:

補題 3.9. 正数 ε0 と連続函数の組 (d(ε), ν(ε)) が存在し, (d(ε), ν(ε)) は任意の 0 ≤ ε < ε0

に対して方程式系 (3.33)-(3.34) をみたす.

証明. まず, (3.33) と (3.34) において ε = 0 とすることで次を得る:

(3.35)
d√
ν

=
L

2n
, − d

ν3/2
= −(n − 1)π

n
.

ここで, ε ↓ 0 とするとき d ∈ [λ1, 1/λ1] と ν ∈ [λ2, 1/λ2] に関して一様に ε log (ψ1

√
ψ2) =

O(ε log ε) であることに注意されたい. よって, ε = 0 のとき, 方程式系 (3.33)-(3.34) は解
(d, ν) = (d∗, ν∗) をもつ:

(3.36) d∗ =
L

2n

√
L

2(n − 1)π
, ν∗ =

L

2(n − 1)π
.

十分小さな ε > 0 に対して (3.33)-(3.34) の解が存在することを示すために, 補題 3.8 の形
で述べた陰函数定理を用いる. そのために, (I1) と (I2) から次を定義する:

P1(ε,B, ν) =

∫ A(ε,B,ν)

B

ε dκ√
2(F (ε, ν, A(ε,B, ν)) − F (ε, ν, κ))

− L

2n
,

P2(ε,B, ν) =

∫ A(ε,B,ν)

B

εκ dκ√
2(F (ε, ν, A(ε,B, ν)) − F (ε, ν, κ))

− π

n
.
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ここで, 条件 (C1) から A = A(ε,B, ν) が従うことに注意されたい (補題 3.6 参照). さ
らに, B(ε, d, ν) = B∗(ε, ν) + exp [−(d/ε)] と (3.35) を用いることにより, Q1(ε, d, ν) と
Q2(ε, d, ν) を次のように定義する:

Q1(ε, d, ν) =





P1(ε,B
∗(ε, ν) + exp (−d/ε), ν) if ε > 0,

d√
ν
− L

2n
if ε = 0,

Q2(ε, d, ν) =





P2(ε,B
∗(ε, ν) + exp (−d/ε), ν) if ε > 0,

− d

ν3/2
+

(n − 1)π

n
if ε = 0.

そして Q1 と Q2 から

F(ε, d, ν) = (Q1(ε, d, ν), Q2(ε, d, ν))

を定義する. 補題を証明するには, 方程式 F(ε, d, ν) = 0 に補題 3.8 を適用すればよい.

F(0, d∗, ν∗) = 0 が成立することから, 方程式 F(ε, d, ν) = 0 を 0 ≤ ε < ε1, d∗ − ρ1 ≤
d ≤ d∗ + ρ1, ν∗ − ρ2 ≤ ν ≤ ν∗ + ρ2 において考える. ただし, ε1, ρ1, ρ2 は 0 < ε1 ¿ 1,

0 < ρ1 ¿ d∗, 0 < ρ2 ¿ ν∗ なるある定数である. F(ε, d, ν) が [0, ε1) × [d∗ − ρ1, d
∗ +

ρ1] × [ν∗ − ρ2, ν
∗ + ρ2] において一様連続であることは簡単に確かめることができる. 従

って, 補題 3.8 を適用するためには, Q1(ε, d, ν) および Q2(ε, d, ν) が d と ν に関して
[0, ε1) × [d∗ − ρ1, d

∗ + ρ1] × [ν∗ − ρ2, ν
∗ + ρ2] において偏微分可能であること, そして, 補

題 3.8 における条件 (iii) がみたされることを示せばよい. 結果として, ε ↓ 0 とするとき

∂Q1

∂d
−→ 1√

ν
,

∂Q1

∂ν
−→ − d

2ν3/2
,

∂Q2

∂d
−→ − 1

ν3/2
,

∂Q2

∂ν
−→ 3d

2ν5/2

であることが従い, 直ちに
∣∣∣∣∣∣∣

∂Q1

∂d

∂Q1

∂ν
∂Q2

∂d

∂Q2

∂ν

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
ε=0

=
d

ν3
6= 0

が得られる. 以上から F(ε, d, ν) は補題 3.8 の条件 (i), (ii), (iii) をみたすことがわかる.

Q1 および Q2 の各偏導関数に関する詳細な議論は [19] を参照されたい. (その中で, それ
ぞれの計算における評価等は, ε ↓ 0 とするとき d や ν に関して一様であるという点に留
意されたい.) 以上から, 補題 3.8 を F(ε, d, ν) = 0 に適用することができ, 結論が得られ
る. ¤

以上により解の存在は証明されたので, 最後に d(ε) と ν(ε) の ε ↓ 0 とするときの漸近
形を求める.
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補題 3.10. ε ↓ 0 とするとき, 方程式系 (3.33)-(3.34) の解 (d(ε), ν(ε)) は次をみたす:

d(ε) =
L
√

Mn

2n
+ ε log ε − (1 + log (8

√
Mn))ε + O(ε5/4),(3.37)

ν(ε) = Mn − 4n
√

Mn

L
ε + O(ε5/4).(3.38)

ただし, Mn は (3.13) により与えられる正定数である.

B = B∗(ε, ν) + exp [−(d/ε)] であるから, 補題 3.10 により, ε ↓ 0 とするときの B の漸
近形が得られる. さらに, 補題 3.6 をあわせることにより A の漸近形も従う.

この節の最後に s0 の漸近形について述べておく. s0 は κ(s0) = 0 なるものである (定
理 3.1 参照). 補題 3.5 の証明および補題 3.10 により, ε ↓ 0 とするとき,

∫ A

0

ε dκ√
2(F (A) − F (κ))

=
ε√
ν

log (ψ1

√
ψ2) + O(ε5/4)

=
1√
Mn

ε log
1

ε
+

log (4Mn
3/2)√

Mn

ε + O(ε5/4)

が成り立つことが従う. この等式は次と同値である: ε ↓ 0 とするとき,

(3.39) s0(ε) =
1√
Mn

ε log
1

ε
+

log (4Mn
3/2)√

Mn

ε + O(ε5/4).

これにより定理 3.1 の証明が完了する.

4 n モード解の不安定性
本節では, 第 3 節で求めた p → ∞ とするときの n モード解の漸近形を利用して, p が
十分大きい場合の n モード解の不安定性について述べる. はじめに, 本節での主結果をよ
り正確に述べるために, エネルギー汎函数 (1.1) に対する第二変分公式および不安定指数
の定義を与える.

γ : [a, b] → R2 を閉曲線とする. また, 以下では, 区間 [a, b] 上で定義された函数は周期
境界条件をみたすものとする. まず, 幾つか記号を準備するとともに, 基本的な事項を述
べておく. γ の単位接ベクトル t と単位法ベクトル n は, それぞれ, 次のように表される:

(4.1) t(ξ) =
γ̇(ξ)

|γ̇(ξ)|
, n(ξ) = Rt(ξ).

ただし, R は R =
(

0 −1
1 0

)
なる行列を表し,「 ˙」はパラメータ ξ に関する微分を表すとす

る. γ(ξ) の弧長 s(ξ) は

(4.2) s(ξ) =

∫ ξ

a

|γ̇(ζ)| dζ
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により定義され, このとき, γ(ξ) の周長 L(γ) は s(b) に等しい. γ(ξ) が囲む符号付き面
積は

(4.3) A(γ) = −1

2

∫ b

a

n(ξ) · γ(ξ) |γ̇(ξ)| dξ

により与えられる. ds/dξ = |γ̇| と Frenet-Serret の公式 t′ = κn（「 ′ 」は s に関する微
分を表す）により, γ(ξ) の曲率 κ(ξ) は次のように表される:

(4.4) κ(ξ) =
n(ξ) · ṫ(ξ)
|γ̇(ξ)|

=
n(ξ) · γ̈(ξ)

|γ̇(ξ)|2
.

このとき, γ(ξ) の弾性エネルギーは

(4.5) E(γ) =
1

2

∫ b

a

{
n(ξ) · γ̈(ξ)

|γ̇(ξ)|2

}2

|γ̇(ξ)| dξ

となるから, エネルギー汎函数 (1.1) は

(4.6) E(γ) =
1

2

∫ b

a

{
n(ξ) · γ̈(ξ)

|γ̇(ξ)|2

}2

|γ̇(ξ)| dξ − p

2

∫ b

a

n(ξ) · γ(ξ) |γ̇(ξ)| dξ

と表される. 以下, γ(ξ) ∈ S は変分問題 1.2 の, つまり, エネルギー汎函数 (4.6) に対する
束縛条件 L(γ) ≡ L 付き変分問題の, 臨界点であるとする. ε ∈ (−ε0, ε0) と φ(ξ, 0) ≡ 0 な
るベクトル値函数 φ ∈ C∞((−ε0, ε0); (C

1[a, b])
2
) に対して, 変分

(4.7) γ(φ(ε)) := γ(ξ) + φ(ξ, ε)

を考える. ただし, ε0 は十分小さな正数である. ここで (4.1) を用いると, φ は

(4.8) φ(ξ, ε) = T (ξ, ε)t(ξ) + N(ξ, ε)n(ξ)

と表示される. ただし, T = φ · t, N = φ ·n である. φ が admissible variation であるとは

(4.9) L(γ(φ(ε))) ≡ L

が成り立つことをいう. 次の等式

d

dε
L(γ(φ(ε)))

∣∣∣∣
ε=0

=

∫ b

a

t(ξ) · φ̇(ξ, 0) dξ(4.10)

=

∫ b

a

{
Ṫ (ξ, 0) + N(ξ, 0)(t(ξ) · ṅ(ξ))

}
dξ = −

∫ b

a

κ(ξ) |γ̇(ξ)|N(ξ, 0) dξ

により, addmissible variation の主要部からなる空間 A は

(4.11) A =

{
η ∈ H2[a, b]

∣∣∣
∫ b

a

κ(ξ)η(ξ) |γ̇(ξ)| dξ = 0

}

により与えられることがわかる. ここで次を確かめることができる:
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補題 4.1. ϕ(ξ) = φε(ξ, 0) ·n(ξ) とおく. ただし, φε = ∂φ/∂ε である. もし変分 γ(φ(ε)) が
周長を保つならば,

(4.12)

∫ b

a

κ(ξ)ϕ(ξ) |γ̇(ξ)| dξ = 0

が成り立つ. 逆に, ϕ(ξ) が (4.12) をみたすならば, ある十分小さな正数 ε0 と φ(0) = 0,

ϕ(ξ) = φε(ξ, 0) · n(ξ) なる φ ∈ C∞ ((−ε0, ε0); (C
1[a, b])2) が存在して変分 γ(φ(ε)) は周長

を保つ.

証明. 変分 γ(φ(ε)) が周長を保存するならば, 等式 (4.10) により (4.12) が成り立つこと
は明らかである. 逆に, ϕ(ξ) は (4.12) をみたすとする. まず, γ(ξ) の変分

γ(ξ, ρ) := (1 + ρ)γ(ξ)

に対して

(4.13)
d

dρ

∫ b

a

|γ̇(ξ, ρ)| dξ

∣∣∣∣∣
ρ=0

= L(γ(ξ)) 6= 0

が成り立つ. 一方で, γ(ξ) の次のような変分について考える:

ζ(ρ, ε, ξ) := γ(ξ, ρ) + εϕ(ξ)n(ξ).

ζ(ρ, ε, ξ) の周長は

Φ(ρ, ε) :=

∫ b

a

∣∣∣ζ̇(ρ, ε, ξ)
∣∣∣ dξ

により与えられるので, 方程式 Φ(ρ, ε) = L の解 ρ = ψ(ε) を求める. まず, 明らかに,

Φ(0, 0) = L が成立する. さらに, (4.10) および (4.13) から

∂Φ

∂ρ
(0, 0) = L(γ(ξ)) = L 6= 0,

∂Φ

∂ε
(0, 0) = −

∫ b

a

κ(ξ)ϕ(ξ) |γ̇(ξ)| dξ = 0

が得られる. よって, 陰函数定理により, ψ(0) = 0 なる C1 級函数 ψ(ε) と正数 ε0 が存在
して, 任意の ε ∈ (−ε0, ε0) に対して Φ(ψ(ε), ε) = L が成り立つことが従う. さらに,

dψ

dε
(0) =

∂Φ

∂ε
(0, 0)

/
∂Φ

∂ρ
(0, 0) = 0

が成り立つことから, φ(ξ, ε) := ψ(ε)γ(ξ) + εϕ(ξ)n(ξ) とおくことによりこの φ が admis-

sible であり ( つまり L(γ(φ(ε))) ≡ L ), かつ, φε(ξ, 0) · n = ϕ(ξ) をみたすことがわかる.

以上により証明が完了する. ¤
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S1
L = R/LZ とおく. 以下では γ は ε = 0 のとき弧長 s で表示されているとする. この

とき, (4.11) によって定義された A は

(4.14) A =

{
ϕ ∈ H2(S1

L)
∣∣∣

∫ L

0

κ(s)ϕ(s) ds = 0

}

と書かれる. エネルギー汎函数 E(γ) に対する第二変分公式 (d2/dε2)E(γ(φ(ε)))|ε=0 は γ

の曲率 κ を用いて次のように表すことができる:

II(κ)[ϕ] =
1

2

∫ L

0

[{
−κ4 + 6µκ2 + 8pκ + 6(κ′)2

}
ϕ2(4.15)

+
{
−5κ2 + 2µ

}
(ϕ′)2 + 2(ϕ′′)2

]
ds.

ただし, ϕ ∈ A に限る. (4.15) の導出計算の詳細は [20] を参照されたい. この第二変分の
符号により, 変分問題の臨界点の安定性および不安定性を決定することができる. つまり,

もし任意の ϕ ∈ A に対して II(κ)[ϕ] > 0 ならば, その臨界点 γ は安定であるといわれ, 一
方で, もし II(κ)[ϕ] < 0 となる ϕ ∈ A が存在するならば, その臨界点 γ は不安定であると
いわれる. また, 第二変分公式を用いて, 不安定指数は次のように定義される:

(4.16) Ind(κ) = max {dim V | V ⊂ A, II(κ)[ϕ] < 0 for any ϕ ∈ V \ {0}}.

以上の準備のもと, 本節での主結果は次のように述べることができる:

定理 4.1. 各 n ≥ 3 に対して, ある十分大きな正定数 Pn が存在し, 任意の p > Pn に対し
て n モード解 κn は不安定である. さらに各 n ≥ 3 と任意の p > Pn に対して

(4.17) Ind(κn) ≥ n − 1

が成り立つ.

以下, 定理 4.1 の証明の概略を述べていく.

4.1 定理 4.1 の証明の概略

証明の方針としては, 第 3節で求めた漸近形を利用して第二変分の符号の決定を目指す.

定理 3.1 からわかるように, n モード解 κn は, p → ∞ とするとき, 定数 −1/Mn に非常
に近い部分をもつ. 特に, この事実に注目して証明を行う.

以下, p > 0 は十分大きいものとする. 定理 3.1 から, 十分大きな p > 0 に対して, ある
正定数 d が存在し, s ∈

⋃n−1
m=0 Um ⊂ S1

L に対して κn(s) は負の定数 −1/Mn に非常に近い
値をもつことがわかる. ただし, Um := [mL/n + d, (m + 1)L/n− d] である. これは γn(s)

は, s ∈
⋃n−1

m=0 Um において, 半径が L/(2(n − 1)π) である円弧に非常に近い形状であるこ
とを意味している.
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まず, supp(ϕ) = U1 = [d, L/n− d] なる函数 ϕ ∈ C2(S1
L) を考える. 実際, このような函

数 ϕ は次のように構成することができる:

(4.18) ϕ(s) = ψ(s)ηρ(s).

ここで, ψ ∈ C2(S1
L)であり, ηρ は supp(ηρ) = U1, 0 ≤ ηρ ≤ 1, ηρ(s) ≡ 1 (s ∈ [d+ρ, L/n−

d − ρ]) なる函数である. このような ηρ は ρ > 0 に対して

ηρ(s) := g

(
s − d

ρ

)
g

(
L/n − d − s

ρ

)
,(4.19)

g(s) :=
f(s)

f(s) + f(1 − s)
,(4.20)

f(s) :=

{
exp[−1/s] for s > 0,

0 for s ≤ 0
(4.21)

により与えられる. ここで, [d, d + ρ]∪ [L/n− d− ρ, L/n− d] における η′
ρ および η′′

ρ に関
して次のような評価が得られる:

補題 4.2. 正定数 ρ > 0 を与える. このとき, 正定数 C1 と C2 が存在して, 任意の
s ∈ [d, d + ρ] ∪ [L/n − d − ρ, L/n − d] に対して

∣∣η′
ρ(s)

∣∣ ≤ C1

ρ
,(4.22)

∣∣η′′
ρ(s)

∣∣ ≤ C2

ρ2
(4.23)

が成り立つ.

はじめに, supp(ϕ) = U1 = [d, L/n − d] なる ϕ に対して, 第二変分 II(κn)[ϕ] を考える.

ただし, ここでは ϕ ∈ A である必要はない.

補題 4.3. supp(ϕ) = U1 なる ϕ ∈ C2(S1
L) を任意に与える. このとき, 第二変分 II(κn)[ϕ]

は次のように表される:

II(κn)[ϕ] =
p

2

∫

U1

[{
− 2

Mn

ϕ(s)2 + 2Mnϕ′(s)2

}
(4.24)

+R1(s, L, n, p)ϕ(s)2 + R2(s, L, n, p)ϕ′(s)2 +
2

p
ϕ′′(s)2

]
ds.

ただし, p → ∞ とするとき, s ∈ U1 に関して一様に R1 = O(1/
√

p), R2 = O(1/
√

p) で
ある.

証明. κ ′(0) = 0 であるから, Euler-Lagrange 方程式に κ ′(s) をかけて 0 から s まで積分
することにより,

(4.25)
1

2
(κ ′(s))2 = −1

8
κ4(s) +

1

2
µκ2(s) + pκ(s) + F (κ(0))
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が得られる. ただし, F は次のようなものである:

(4.26) F (κ) :=
1

8
κ4 − 1

2
µκ2 − pκ.

このとき, (4.25) から, 第二変分公式 II(κ)[ϕ] は

II[ϕ] =
1

2

∫

U1

[{
−5

2
κ4 + 12µκ2 + 20pκ + 12F (κ(0))

}
ϕ2(4.27)

+
{
−5κ2 + 2µ

}
(ϕ′)2 + 2(ϕ′′)2

]
ds

と変形される. 各 n ≥ 2 に対して, 定理 3.1 から, p → ∞ とするとき

(4.28) κn(s) = − 1

Mn

+ r1,
µ

p
= Mn + O(1/

√
p),

F (κn(0))

p
=

1

2Mn

+ O(1/
√

p)

といった関係式が成立することがわかる. ただし r1 = r1(s, n, L, p) は, p → ∞ とすると
き s ∈ U1 に関して一様に r1 = O(1/

√
p) となる函数である. (4.27) と (4.28) をあわせる

ことにより (4.24) が従う. ¤

ここで,

(4.29) II0,n[ϕ] := 2Mn

∫

U1

{
− 1

Mn
2ϕ(s)2 + ϕ′(s)2

}
ds

と定義する. このとき, II0,n に関して次が従う:

補題 4.4. n ≥ 3 とする. このとき, ϕ(s) = ψ1(s)ηρ(s) に対して II0,n[ϕ] < 0 が成り立つ.

ただし, ψ1(s) は

ψ1(s) = sin

(
π

L/n − 2d
(s − d)

)
(4.30)

により与えられる函数である.

証明. はじめに, 次の固有値問題を考える:





−ψ ′′(s) − 1

Mn
2ψ(s) = λψ(s) for s ∈ [d, L/n − d],

ψ(d) = ψ(L/n − d) = 0.
(4.31)

問題 (4.31) の解 (ψm, λm) は

ψm(s) = sin

(
mπ

L/n − 2d
(s − d)

)
,(4.32)

λm =

(
mπ

L/n − 2d

)2

−
(

2(n − 1)π

L

)2

(4.33)
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と求められる. ただし, m は正整数である. もし λm < 0 ならば, (4.33) により m は

(4.34) m <
2(n − 1)

L

(
L

n
− 2d

)

をみたすものでなければならない. ここで

(4.35)
2(n − 1)

L

(
L

n
− 2d

)
< 2

であることに注意すれば, λm < 0 は m = 1 のときしか成り立ち得ないことがわかる.

m = 1 とすると, 不等式 (4.34) より, 正数 d は次をみたさねばならない:

(4.36) 0 < d <
n − 2

4n(n − 1)
L.

(4.36) より, n = 2 に対しては λ1 < 0 とならないことがわかる. 一方, 各 n ≥ 3 に対して
は, p に依らない正数 d > 0 を λ1 < 0 が成り立つようにとることができる. 以下,

Λ1 =
π

L/n − 2d
, ϕ(s) = ψ1(s)η(s)

とおき, II0,n[ϕ] を評価していく. まず,

(4.37) I1 :=

∫ d+ρ

d

{
− 1

Mn
2ϕ(s)2 + ϕ′(s)2

}
ds

についてであるが, 直接 ϕ(s) = ψ1(s)ηρ(s) を代入し計算することで, ρ ↓ 0 とするとき
I1 = O(ρ) であることがわかる. まったく同様にして, 区間 [L/n− d− ρ, L/n− d] 上での
積分 I3 についても ρ ↓ 0 とするとき I3 = O(ρ) となる. 最後に

(4.38) I2 :=

∫ L
n
−d−ρ

d+ρ

{
− 1

Mn
2ϕ(s)2 + ϕ′(s)2

}
ds

についてであるが, 任意の s ∈ [L/n − d − ρ, d + ρ] に対して ηρ ≡ 1 であることに注意す
れば, ρ ↓ 0 とするとき,

I2 =
1

2

(
L

n
− 2d

)
λ1 + O(ρ)

を得る. λ1 = Λ1
2 − (1/Mn

2) < 0 であるから, 十分小さな ρ > 0 と各 n ≥ 3 および
ϕ = ψ1ηρ に対して

(4.39) II0,n[ϕ] = Mn

(
L

n
− 2d

)
λ1 + O(ρ) < 0

が成立する. 以上により証明が完了した. ¤

ただし, ϕ = ψ1ηρ は A に属さないことに注意されたい ( (4.14) 参照). 以上の準備のも
とで, 十分大きな p > 0 と 各 n ≥ 3 に対して, n モード解の不安定性を証明する.
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補題 4.5. 各 n ≥ 3 に対して十分大きな正定数 Pn が存在し, 任意の p > Pn に対して n

モード解は不安定である.

証明. 以下, ϕ(s) = ψ1(s)ηρ(s) (s ∈ [0, L/n]) とする. さらに, 整数 l ∈ [0, n − 1] と
m ∈ [0, n − 1] に対して, 区間 [0, L] 上の函数 ϕ(l,m)(s) を次のように定義する:

ϕ(l,m)(s) =





ϕ

(
s − lL

n

)
for s ∈ [lL/n, (l + 1)L/n],

−ϕ

(
s − mL

n

)
for s ∈ [mL/n, (m + 1)L/n],

0 otherwise.

(4.40)

ただし, l 6= m とする. まず, ϕ(l,m) ∈ A であることを確かめる. 実際に, n モード解 κn の
周期性から,

∫ L

0

κn(s)ϕ(l,m)(s) ds =

∫ (l+1)L/n

lL/n

κn(s)ϕ

(
s − lL

n

)
ds −

∫ (m+1)L/n

mL/n

κn(s)ϕ

(
s − mL

n

)
ds

=

∫ L/n

0

κn

(
s +

lL

n

)
ϕ(s) ds −

∫ L/n

0

κn

(
s +

mL

n

)
ϕ(s) ds

=

∫ L/n

0

κn(s)ϕ(s) ds −
∫ L/n

0

κn(s)ϕ(s) ds = 0

が従う. さらに, 補題 4.4 より明らかに, 各 n ≥ 3 に対して II0,n(ϕ(l,m)) < 0 が成り立つ
こともわかる. 第二変分 II(κn)[ϕ(l,m)] の符号を決定するためには, 次の積分を評価すれば
よい:

(4.41)

∫ L/n

0

ϕ′′(s)2 ds.

ただし, ϕ(s) = ψ1(s)ηρ(s) である. 簡単な計算により, (4.41) は, ρ ↓ 0 とするとき,

∫ L/n

0

ϕ′′(s)2 ds = O(1/ρ)

となることがわかる (計算の詳細は [20] 参照). 補題 4.3 および 4.4 により, ある正定数 C

に対して ρ = C/
√

p とおくことにより, p → ∞ とするとき各 n ≥ 3 に対して,

(4.42) II(κn)[ϕ(l,m)] = pMn

(
L

n
− 2d

)
λ1 + O(

√
p) < 0

が成り立つ. 以上により証明が完了する. ¤

最後に, 各 n ≥ 3 と任意の p > Pn に対する n モード解の不安定指数について述べる.
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補題 4.6. n ≥ 3 とする. このとき, 任意の p > Pn に対して

(4.43) Ind(κn) ≥ n − 1

が成り立つ.

証明. 集合 W ⊂ A を次のように定義する:

W :=
{
ϕ(0,1), ϕ(0,2), · · · , ϕ(0,n−1)

}
.

この集合 W が線形独立であることを示す. つまり, 方程式

(4.44) C1ϕ(0,1)(s) + C2ϕ(0,2)(s) + · · · + Cn−1ϕ(0,n−1)(s) = 0

が任意の s ∈ [0, L]に対して成り立つための必要十分条件は,全ての整数 j ∈ [0, n−1]に対
して Cj = 0 であることを証明する. ただし, Cj は定数である. もし任意の 0 ≤ j ≤ n− 1

に対して Cj = 0 が成り立つならば, 明らかに (4.44) は成立する. 逆に, 任意の s ∈ [0, L]

とある Cj に対して (4.44) が成立すると仮定する. 任意に整数 1 ≤ j ≤ n− 1 を固定する
と, supp(ϕ(l,m)) = Ul ∪ Um であるから, 任意の s ∈ [jL/n, (j + 1)L/n] に対して,

C1ϕ(0,1)(s) + C2ϕ(0,2)(s) + · · · + Cn−1ϕ(0,n−1)(s) = Cjϕ(0,j)(s).

が得られる. ここで, [jL/n, (j + 1)L/n]において ϕ(0,j)(s) 6≡ 0 であるから, (4.44) から
Cj = 0 が従う. よって 任意の 1 ≤ j ≤ n − 1 に対して Cj = 0 となることがわかり, 集
合 W が線形独立であることが証明された. さらに, ϕ(l,m) 6∈ W なる整数 l ∈ [1, n − 1],

m ∈ [0, n − 1] に対して, 集合
W̃ :=

{
W,ϕ(l,m)

}

は線形従属である. なぜなら, ϕ(l,m) 6∈ W は W の元を用いて次のように表されるからで
ある:

ϕ(l,m) = ϕ(0,m) − ϕ(0,l).

以上により証明が完了する. ¤

以上により, 十分大きな p > 0 に対して, n ≥ 3 なる n モード解は不安定であること
が証明された. 最後に, 本講演ではふれなかった 2 モード解の安定性および勾配流方程式
(EQ) の解のダイナミクスについてであるが, それらについては [20] を参照されたい.
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