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演習問題 6の解答例

(1)ピータースン・グラフは図の実線+破線からなるグラフで点数 |G| = 10, 辺数 ε = 15からなる. これ
から図の破線: 23, 68, 710, 49, 810, 27 の 6本の辺を除去すると図の実線のような全域木が一つできる.
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図 125: ピータースン・グラフの全域木 (実線).

(2) (1)で得られたピータースン・グラフの全域木において, 除去した辺 23を加えると閉路 123451 が得ら

れ, 68を加えると閉路 1683451が得られ, 辺 710を加えると閉路 71051697が得られ, 辺 49 を加える

と閉路 945169が得られ, 辺 810 を加えると閉路 8345108が得られ, 辺 27を加えると閉路 279612 が得

られる. 従って, (1)で除去した辺を一つ加えるごとに閉路が一つずつ得られ, これが基本閉路となる.
よって, 基本閉路の個数は全域木ができるまで除去した辺の本数に等しい. 例えば, (1)のピータース
ン・グラフの場合には, 6本であり, これは確かに ε − |G| + 1 = 15 − 10 + 1 = 6と等しい.
点数 |G|, 辺数 εを持つ一般のグラフにおいては, できあがる全域木の辺数が「|G|個の点からなる木の
辺数は |G| − 1本である」ことを思い出せば, やはり, |G| − 1本であるから, 全域木ができるまでに除
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去しなければならない辺数は ε − (|G| − 1) = ε − |G|+ 1本であり, この辺を一つずつ加えると基本閉
路が一つずつできるので, 結局, 基本閉路の個数は ε − |G| + 1となる.

7.4 木の数え上げ

点にラベルを付けた木を「ラベル付き木」と言うが, このように各点にラベルを付けて木を区別した場
合, その総数はいくつあるか, ということが問題になる. その答えはCayley (ケイリー)の定理としてまと

められており, 「n個の点からなるラベル付き木の総数は nn−2 個である」というように, とても簡単な形
で表される. ここではこの定理 (公式)の証明を詳しく追い, 関連する系, 及び, いくつかの例題をとりあげ,
その理解を深めて行くことにしよう.

定理 10.1 (Cayley の定理)
　　 n点の異なるラベル付の木は nn−2 個ある.

(証明)
まずは準備として

• deg(v) = k − 1の点 vを含むラベル付きの木を A

• deg(v) = kの点 vを含むラベル付きのの木を B

と定義しておく.
ここで述べる証明のポイントは「『ラベル付き木 Aからラベル付き木 Bを作る連鎖 (linkage) の総数』

と『逆にラベル付き木 Bからラベル付き木 Aを作る連鎖の総数』が等しい」という条件 (関係式)から可
能なラベル付き木の総数を求める, という点である.

それでは以下で連鎖 : A → B, 及び, 連鎖 : B → Aなる操作をそれぞれ見て行くことにしょう. この際, n

個の点からなるラベル付き木のある点 vの次数が kであるものの総数を T (n, k)で表しておくことにする.

連鎖 : A → B
図 126のようにAを点 vに接続していない辺で分離し (図 126の (a) → (b)), 点 vと点 z とを結ぶと (図 126
の (b) → (c)), deg(v) = kであるラベル付き木Bが得られる. さて, ラベル付き木Aの選び方は T (n, k−1)

cut

v

z

v

z

v
z

(a) (b)

(c)

図 126: 連鎖 : A → B.

通りあり, 1つの Aに対して, 切断する辺の選び方は

(点 vに接続していない辺の選び方) = (木 Aの辺の本数) − (点 vの次数)

= (n − 1) − (k − 1) = n − k (通り)

ここは 107ページ目
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だけあるから, 連鎖 : A → Bの総数は

(連鎖 : A → B の総数) = T (n, k − 1)(n − k)

となる. 次に連鎖 : B → A を考える.

連鎖 : B → A
図 127のように, ラベル付き木 Bから点 v, 及び, その接続辺を除去して得られる, 木 Bの成分である一連
の部分木を (T1, T2, · · · , Tk) とする (図 127の (a)). ここで各部分木に含まれる点の総数は niであり, 当然
のことながら

n − 1 (v以外の点の数) =
k∑

i=1

ni

を満たしている. このとき, ラベル付き木 Bから点 v, 及び, その接続辺の 1本を除去し (この際にできる成

v

w1,T1

w2,T2

w3,T3

cut

w2,T2

w3,T3

w1,T1

v

v

w2,T2

w3,T3

w1,T1

(a) (b)

(c)

図 127: 連鎖 : B → A.

分である部分木を Ti と名付ける)(図 127の (a) → (b)), Ti 以外の部分木 Tj の任意の点 uと部分木 Ti 内

の任意の点 wi を辺で結ぶ (図 127の (b) → (c))と deg(v) = k − 1のラベル付き木 Aが得られる.

ここでラベル付き木 Bの選び方は T (n, k)通りであり, 点 wi と Ti 以外の部分木 Tj の任意の点を結ぶ方

法は

(点 vを除く点の総数) − (部分木 Ti に属する点の総数) = (n − 1) − ni (通り)

だけあるから, 連鎖 : B → Aの総数は

T (n, k)
k∑

i=1

(n − 1 − ni) = T (n, k){(n− 1 − n1) + (n − 1 − n2) + · · · + (n − 1 − nk)}

= T (n, k){(n− 1)k − (n1 + n2 + · · · + nk)} = T (n, k)(n − 1)(k − 1)

となる.
連鎖 : A → B, B → Aの総数を等しいと置くことにより, 関係式 :

(n − k)T (n, k − 1) = (n − 1)(k − 1)T (n, k)

ここは 108ページ目
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が得られる.
ところで, T (n, n− 1) = 1に注意して, 上関係式で k = n− 1, n− 2, n− 3, · · ·と書き出して行ってみると

k = n − 1のとき

T (n, n− 2) = (n − 1)(n − 2)T (n, n − 1) = (n − 1)(n − 2)

k = n − 2のとき

2T (n, n− 3) = (n − 1)(n − 3)T (n, n− 2) = (n − 1)2(n − 2)(n − 3)

つまり

T (n, n − 3) =
1
2
(n − 1)2(n − 2)(n − 3)

k = n − 3のとき

3T (n, n− 4) = (n − 1)(n − 4)T (n, n − 3) =
1
2
(n − 1)3(n − 2)(n − 3)(n − 4)

つまり

T (n, n − 4) =
1

3 · 2 · 1(n − 1)3(n − 2)(n − 3)(n − 4)

が得られる. これを一般化すると, 二項定理より k = k + 1のとき

T (n, k) =
(n − 1)n−k+1(n − 2)

(k − 1)(k − 2) · · · = n−2Ck−1(n − 1)n−k−1

という結果が得られる. 従って, 求めるラベル付き木の総数 T (n) は上記の T (n, k)に関し, k = 1 から
k = n − 1まで和をとることにより

T (n) =
n−1∑
k=1

T (n, k)

=
n−1∑
k=1

n−2Ck−1(n − 1)n−k−1

=
n−1∑
k=1

n−2Ck−11k−1(n − 1)(n−2)−(k−1) = {(n − 1) + 1}n−2 = nn−2

となり, Cayleyの定理が証明された. (証明終わり).

この定理に関する例題を一つ見ておく.

ここは 109ページ目
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　例題 7.5　 (2003年度 レポート課題 #5 問題 1 )

n点のラベル付き木の個数を T (n)とする. このとき以下の問いに答えよ.

(1) k点のラベル付き木と n − k点のラベル付き木の結び方の総数を計算することで次の関係式を示せ.

2(n − 1)T (n) =
n−1∑
k=1

nCk k(n − k)T (k)T (n− k)

(2)次の関係式を示せ.

n−1∑
k=1

nCk kk−1(n − k)n−k−1 = 2(n − 1)nn−2

(解答例)

(1) n点からなる木の辺を一辺だけ切って, 2つのグラフ A,B を作る方法は

2 × (n − 1) × T (n) = 2(n − 1)T (n) (140)

通り存在する. ここで, T (n)は n点からなる木の総数であり, 係数 (n− 1)はどの辺を切るかという自
由度を, また, 係数 2はグラフ A,Bの交換による自由度を表している.

ところで, k 点のラベル付き木 A と (n − k) 点のラベル付き木 B の結び方の総数は, k 点のラベル

付き木の中から一点を選ぶ方法の kT (k) 通りと n − k 点のラベル付き木の中から一点を選ぶ方法の

(n− k)T (n− k) 通りを掛け合わせ, これに n個の点から k (k = 1, 2, · · · , n− 1) 個の点を選んで A,B
を作る場合の数を掛け合わせただけの個数だけ存在するから

n−1∑
k=1

nCk kT (k)(n − k)T (n − k) =
n−1∑
k=1

nCk k(n − k)T (k)T (n− k) (141)

となる. (140)(141) は等しいので

2(n − 1)T (n) =
n−1∑
k=1

nCk k(n − k)T (k)T (n− k) (142)

が得られる.

(2) (142)式において, Cayley の定理 : T (n) = nn−2 等を用いると

2(n − 1)nn−2 =
n−1∑
k=1

nCk k(n − k)kk−2(n − k)n−k−2 =
n−1∑
k=1

nCk kk−1(n − k)n−k−1 (143)

が得られる.

この節の最後に Cayleyの定理から導かれる系を一つあげておこう.

系 10.2
　　完全グラフKn の全域木の総数は nn−2 個である.

ここは 110ページ目
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(証明)
完全グラフKnから, 各点に接続している辺を適切に除去することにより, n点のラベル付き木 (全域木)が
得られ, 逆に, n点のラベル付き木の各点に, 各点の次数が n− 1になるよう, 適切に辺を加えることにより
完全グラフ Kn が得られる (例えば, 図 128に K5 の場合を載せた). 従って, n点のラベル付き木は完全グ

ラフKnの全域木に一意に対応し, よって, 完全グラフKnの全域木の総数は nn−2である. (証明終わり).

K 5

図 128: 完全グラフ K5 とその全域木.

7.5 点行列と行列木定理

ここで学ぶ 行列木定理 (matrix-tree theorem) は, 与えられたグラフ Gのラベル付き全域木の個数を
与える実用的な定理である.
具体的に定理とその応用例を見る前に, グラフGの点行列 (vertex matrix) D を次のように定義する

1 .

グラフ Gの点行列Dとは, その要素Dij が

Dij =

{
点 vi の次数 (i = j のとき)

−(点 vi と点 vj を結ぶ辺の本数) (i �= j のとき)

で与えられる行列である.

このとき, グラフ Gの全域木の本数 τ(G)は行列Dの任意の余因子で与えられる. つまり, 行列Dの第

i行, 第 j 列を削除して得られる行列をD(i, j) とすると

τ(G) = (−1)i+j |D(i, j)|

が全域木の本数を与える. ここで, |X|は行列X の行列式を意味する.
なお, 実用的には行列DのサイズがN × N ならば, i = j = N と選ぶのが扱いやすく, このとき

τ(G) = |D(N, N)|

が全域木の総数となる. 以上の内容を行列木定理と呼ぶ.

この定理の使い方を具体的に見るために, 次のような例題を考えてみよう.

1 この講義では個々のグラフのデータ構造を表現するための行列を既にいくつか取りあげてきたが, この点行列は 5 番目の行列で
ある. 各自, これまでに学んだ「隣接行列」「接続行列」「タイセット行列」「カットセット行列」を復習しておくこと.

ここは 111ページ目
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　例題 7.6

隣接行列Aが

A =

⎛
⎜⎝

0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞
⎟⎠

で与えられるグラフ Gの全域木の総数 τ(G)を求めよ. また, その全域木を全て図示せよ.

(解答例)
隣接行列Aを持つグラフ Gを図示してみると図 129(左)となる. このグラフ Gの点行列Dは, その定義

1 2

3

1 2

3

1 2

3

1 2

3

図 129: 隣接行列 で与えられるグラフ G(左) とその 3 つの全域木 (右).

から

D =

⎛
⎜⎝

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

⎞
⎟⎠

であり, その i = j = 3での余因子が, このグラフ Gの全域木の総数 τ(G)を与え

τ(G) =
∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = 4 − 1 = 3 (個)

となる. この 3つの全域木を描くと図 129(右)のようになる.

ここは 112ページ目
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　例題 7.7 　 (2004年度 演習問題 7 )

1. 今回の講義で学んだ Cayleyの定理の証明を参考にして, 下記の問いに答えよ.
(1) n個の点からなる木で, 与えられた点 vが端点になっているものは何個あるか ?
(2) n個の点からなる木の与えられた点 vが端点となっている確率 P (n)を求めよ.
また, 点の数 nが無限大のときの P (n)の極限値が

lim
n→∞P (n) =

1
e

で与えられることを示せ. ただし, eは自然対数の底である.

2. 隣接行列Aが

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 2
0 1 2 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

で与えられるグラフ Gに関する行列木定理について以下の問いに答えよ.
(1)グラフ Gの点行列Dを求めよ.
(2)行列木定理により, グラフ Gの全域木の総数 τ(G)を求めよ.
(3) (2)で得られた個数だけ存在する全域木を具体的に全て図示せよ.

(解答例)

1.(1)今回の講義で学習した Cayleyの定理の証明の過程で得られた関係式 :

T (n, k) = n−2Ck−1 (n − 1)n−k−1 (144)

に注目する. これは, n点からなる木における, ある点 v の次数が kであるものの個数を与えるわけ

であるから, 問題となっている「与えられた点 vが端点である木の個数」は上関係式で k = 1と置
いたものに等しい. 従って, 求める木の個数は

T (n, 1) = n−2C0 (n − 1)n−2 = (n − 1)n−2 (145)

である.
(2)求める確率 P (n)は n個の点からなるラベル付き木の個数 nn−2で上の結果である T (n, 1)を割った
ものに相当するので

P (n) =
T (n, 1)
nn−2

=
(

1 − 1
n

)n−2

(146)

が求める答えである.
(3)自然対数 eの定義から

lim
n→∞ P (n) = lim

n→∞

(
1 − 1

n

)n−2

= lim
n→∞

(
1 − 1

n

)n

=
1
e

(147)

となり, 題意が示された.

ここは 113ページ目
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(参考)

P (n)の極限値 :

lim
n→∞

(
1 − 1

n

)n

=
1
e

(148)

の示し方として, 例えば P (n)の対数をとったものの極限値 :

lim
n→∞ log

(
1 − 1

n

)n

= lim
n→∞n log

(
1 − 1

n

)
(149)

を考えることによって「間接的」に (148)を示すこともできます. (149)の極限値はこのままでは

lim
n→∞n = ∞, lim

n→∞ log
(

1 − 1
n

)
= 0 (150)

なので, ∞× 0を評価することになって厄介だが, log(1 − 1/n)を (1/n)で展開すれば

log
(

1 − 1
n

)
= − 1

n
− 1

2n2
+ O

(
1
n3

)
(151)

となるので,

n log
(

1 − 1
n

)
= −1 − 1

2n
+ O

(
1
n2

)
(152)

であり, 極限値 (149)は簡単に

lim
n→∞ log

(
1 − 1

n

)n

= −1 (153)

のように求めることができる. 従って, n → ∞のときに上式の logの中身が 1/eに近づくべきこと

は明らかであり, これで極限値 (148)が示せたことになる.

2.(1)隣接行列Aにより与えられるグラフ Gは図 130のようになる. 従って, 求める点行列Dは

1 3

2
4

G

図 130: 隣接行列 A によって定義されるグラフ G.

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 −1 0
−1 2 0 −1
−1 0 3 −2
0 −1 −2 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (154)

である.
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(2) i = j = 4で余因子展開することにより, グラフ Gの全域木の個数 τ(G)は

τ(G) = (−1)4+4

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 −1
−1 2 0
−1 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)

∣∣∣∣∣ −1 −1
2 0

∣∣∣∣∣+ 3
∣∣∣∣ 2 −1
−1 2

∣∣∣∣ = −2 + 3 · 3 = 7 (個)

(155)

となる.
(3)グラフ Gの 7通りの全域木を図示すると図 131になる.

1 3

2 4

1 3

2 4

1 3

2 4

1 3

2 4

図 131: 隣接行列 Aによって定義されるグラフ Gの全域木. ただし, 辺 3 → 4を削除するか, 辺 4 → 3を削除するかにより, これ
ら 4 つのグラフの中で辺 34 があるグラフにはそれぞれ 1 つずつ異なるグラフが存在するので, 計 7 つの全域木が得られる.

(注 1)
隣接行列Aと点行列Dの間には, 次に定義する行列 δを介して一般的な関係が存在する.
行列 δはその要素 δij が

δij =

{
deg(vi) (i = jのとき)

0 (i �= jのとき)
(156)

で定義される行列であり, この行列と, 隣接行列A, 点行列Dの間には

D = δ − A (157)

なる関係がある. 各自がこの演習問題で扱ったグラフ Gにおいて, この関係式が成り立っているこ
とを確認しておくこと.

(注 2)

ここで取り上げた点行列の行列式を計算することにより, ラベル付き全域木の数を数え上げる方法
を点行列式法と名付けるとすれば, この全域木の個数を勘定する方法としては, もう一つ, 閉路行列
式法と呼ばれる方法がある. ここでは, この方法に関していくつかコメントしておこう.
まず, 行列要素 Rij が次のように与えられる閉路行列Rを導入する2 .

Rij =

{
閉路 ci を構成する辺の数 (i = j)

± (閉路 ci と cj に共通な辺の本数) (i �= j)
(158)

ここで非対角成分の符号は ciと cj の共通な辺上で, これら 2つの閉路の向きが同じであればプラス
を, 逆であればマイナスを選ぶことに約束する.
すると, この閉路行列Rを有するグラフ Gに関する全域木の総数 τ(G)は

τ(G) = |R| (159)

つまり, 行列Rの行列式で与えられる. この方法の有効性を確認するために, 例題 7.6 2 の隣接行列
で与えられたグラフ (図 130のグラフ G)に対して, この方法を適用してみよう.

2 この講義に出てきたものとしては 6 番目のグラフ行列.
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まず, このグラフ Gには閉路 c1, c2 が存在し, それぞれは点の順序でその向きを指定すれば, c1 =
12431, c2 = 343となる. 従って, このグラフ Gの閉路行列Rは

R =

(
4 1
1 2

)
(160)

である. よって, このグラフ Gに対する全域木の総数 τ(G)は

τ(G) =
∣∣∣∣ 4 1

1 2

∣∣∣∣ = 7 (161)

となり, 点行列式法による結果, つまり, 例題 7.6 2.(2)の答えと一致する.
ところで, あるグラフGが与えられたとき, その全域木の総数を勘定する必要が生じた際, 上述の点
行列式法と閉路行列式法のどちらを使ったらよいのであろうか ? この疑問に対する一般的な答えは
グラフ Gに含まれる点の数が閉路の数よりも少ない場合には点行列式法を用い, その逆の場合には
閉路行列式法を用いるのがよいということである.
上記指針の正しさを確認するため, 閉路行列式法の点行列法に対する「優位性」が際立ってわかるよ
うな例を取りあげ, そのグラフに両方法を適用してみることにしょう.
図 132に示したグラフGに対して, まずは閉路行列式を適用してみると, この平面グラフの閉路はい
ずれも三角形であり, c1 = 1451, c2 = 3453, c3 = 1231である. 従って, このグラフの閉路行列Rは

1 2

4
3

5
c1

c2

c3

G

図 132: ここで点行列式法と閉路行列式法との計算手数を比較するために用いるグラフ G.

R =

⎛
⎜⎝

3 1 0
1 3 0
0 0 3

⎞
⎟⎠ (162)

となる. この行列式は直ちに計算できて, グラフ Gの全域木の個数は

τ(G) =

∣∣∣∣∣∣∣
3 1 0
1 3 0
0 0 3

∣∣∣∣∣∣∣ = 3
∣∣∣∣ 3 1

1 3

∣∣∣∣ = 3 × 8 = 24 (163)

と求まる.
一方で点行列式法を使うとなると, 点行列を求めなければならないが, このグラフは 5点からなるグ
ラフなので, 点行列Dのサイズは 5 × 5であり, 具体的に次のように与えられる.

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 −1 0 −1 −1
−1 2 −1 0 0
0 −1 3 −1 −1
−1 0 −1 3 −1
−1 0 −1 −1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(164)
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従って, この行列Dの 5行 5列における余因子によってグラフ Gの全域木の本数が与えられて

τ(G) = (−1)5+5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 0 −1
−1 2 −1 0
0 −1 3 −1
−1 0 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(165)

となる. しかし, 計算の手数から言うと, ここから所望の個数を求めるためには余因子展開法等を
使って行列式を計算しなければならない. ここでは実際に展開を実行し, 行列式のサイズを段階的に
落としていってみると

τ(G) = 3

∣∣∣∣∣∣∣
2 −1 0
−1 3 −1
0 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1
−1 3 −1
0 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1
2 −1 0
−1 3 −1

∣∣∣∣∣∣∣
= 3

{
2

∣∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ −1 0
−1 3

∣∣∣∣∣
}

+

{
(−1)

∣∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 0 −1
−1 3

∣∣∣∣∣
}

+

{
(−1)

∣∣∣∣∣ −1 0
3 −1

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ 2 −1
−1 3

∣∣∣∣∣
}

= 3{2 × 8 − 3} + {−8 − 1} + {−1 − 5} = 24

(166)

となり, 確かに閉路行列式法による結果と一致する. しかし, 計算の手間は閉路行列式法の方が少な
いことがわかるであろう.

�

�

�

	
　例題 7.8　 (2005年度 演習問題 7 )

　　行列木定理を用いて Cayleyの定理を証明せよ.

(解答例)
この行列木定理を用いた証明では, 後に述べるように完全グラフ Kn の点行列の行列式を求めることが必

要となるので, まずは準備として次のようなm×mの対称行列の行列式を求める公式を作っておくことに

する.

bm ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a −1 −1 · · · −1
−1 a −1 · · · −1
−1 −1 a · · · −1
· · · · · · · · · · · · · · ·
−1 −1 −1 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + 1 −1 −1 · · · −1
−(a + 1) a −1 · · · −1

0 −1 a · · · −1
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 −1 −1 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a + 1) bm−1 + (a + 1) cm−1

(167)

ただし,下付きの添え字はその行列式のサイズを表し, cm−1は次のような漸化式で定義される行列式である.

cm−1 ≡

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 −1 −1 · · · −1
−1 a −1 · · · −1
−1 −1 a · · · −1
· · · · · · · · · · · · · · ·
−1 −1 −1 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 −1 · · · −1
−(a + 1) a −1 · · · −1

0 −1 a · · · −1
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 −1 −1 · · · a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (1 + a) cm−2 (168)
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従って, bm を求めるためには bm, cm−1 に関する次の連立漸化式を解けばよい.{
bm = (a + 1) bm−1 + (a + 1) cm−1

cm−1 = (a + 1) cm−2

(169)

cm−1に関する漸化式は直ちに解けて, cm−1 = (a + 1)m−2c1が得られるので, これを bmに関する漸化式に

代入すれば, 求めるべき bmは簡単に

bm = (a + 1)m−1b1 + (m − 1)(a + 1)m−1c1 (170)

のように定まる. 完全グラフの全域木の総数はこの公式 (170)で求めることができる. 例として完全グラフ
K5, K6の点行列はそれぞれ

DK5 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

4 −1 −1 −1 −1
−1 4 −1 −1 −1
−1 −1 4 −1 −1
−1 −1 −1 4 −1
−1 −1 −1 −1 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, DK6 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

5 −1 −1 −1 −1 −1
−1 5 −1 −1 −1 −1
−1 −1 5 −1 −1 −1
−1 −1 −1 5 −1 −1
−1 −1 −1 −1 5 −1
−1 −1 −1 −1 −1 5

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(171)

と書くことができる. 従って, 一般に完全グラフ Kn の全域木の総数は, 前に求めた公式 (170)で

m = n − 1, a = n − 1, b1 = a, c1 = −1 (172)

と置けばよいので, これらの値を代入すれば直ちに

τ(Kn) = bn−1 = nn−2 (173)

が求める全域木の総数であることがわかる. 完全グラフ Kn の全域木と n点からなるラベル付き木は 1対
1に対応するので, 以上により, ケイリーの定理を行列木定理を用いて証明することができた.�

�

�

�

　例題 7.9　 (2006年度 演習問題 7 )

完全グラフKnから任意の 1辺 eを削除することで得られるグラフKn−eの全域木の総数 τ(Kn−e)
は

τ(Kn − e) = (n − 2)nn−3

で与えられることを示せ.

[ヒント] 完全グラフから任意の 1辺を除去したグラフの点行列を求めて行列木定理を用いる. この
とき求める行列式は例題 7.8の bm, cm を用いて書けることに注意する.

(解答例)
例えば, 図 133に与えたように完全グラフK5の辺が 1本削除されたグラフの全域木の総数を求めたい. 例
えば, 図 133のグラフの場合の点行列は

DK5−e =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 0 −1 −1 −1
0 3 −1 −1 −1
−1 −1 4 −1 −1
−1 −1 −1 4 4
−1 −1 −1 −1 4

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(174)
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となる (※この場合には辺 12を除去したが, どの 1辺を選ぼうが, 完全グラフの対称性より結果は同じにな
ることに注意). 従って, これを一般の完全グラフに拡張すれば

1

2

3
4

5

図 133: K5 − e の一例. 破線が削除した辺 e に該当する.

DKn−e =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a − 1 0 −1 · · · −1 −1
0 a − 1 −1 · · · −1 1
−1 −1 a −1 · · · −1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−1 −1 · · · · · · · · · a

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(175)

と書ける. 従って, この点行列の行列式を求めることができれば, それが求める全域木の総数になっている.
前回の例題 7.8 で見た余因子展開と同様の手続きを行うと

τ(Kn − e) = (−1)N+N |DKn−e(N − 1, N − 1)|

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a − 1 0 −1 · · · −1 −1
0 a − 1 −1 · · · −1 −1
−1 −1 a −1 · · · −1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · −1
−1 −1 · · · · · · −1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
m×m

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a − 1 0 −1 · · · −1 −1
−(a − 1) a − 1 −1 · · · −1 −1

−1 −1 a −1 · · · −1
0 · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · · · · · · · −1
0 −1 · · · · · · −1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
m×m

= (a − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a − 1 −1 −1 · · · −1 −1
−1 a −1 · · · −1 −1
−1 −1 a −1 · · · −1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · −1
−1 −1 · · · · · · −1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(m−1)×(m−1)

+ (a − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1 −1 · · · −1 −1
−1 a −1 · · · −1 1
−1 −1 a −1 · · · −1
−1 · · · · · · · · · · · · · · ·
−1 · · · · · · · · · · · · −1
−1 −1 · · · · · · −1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(m−1)×(m−1)
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= (a − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a −1 −1 · · · −1 −1
−(a + 1) a −1 · · · −1 1

0 −1 a −1 · · · −1
0 −1 · · · · · · · · · · · ·
0 −1 · · · · · · · · · −1
0 −1 · · · · · · −1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(m−1)×(m−1)

+ (a − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 −1 · · · −1 −1
−(a + 1) a −1 · · · −1 1

0 −1 a −1 · · · −1
0 −1 · · · · · · · · · · · ·
0 −1 · · · · · · · · · −1
0 −1 · · · · · · −1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(m−1)×(m−1)

= (a − 1){abm−2 + (a + 1)cm−2} + (a − 1){bm−2 + (a + 1)cm−2}
= (a − 1)(a + 1)(bm−2 + 2cm−2) (176)

が得られる. ここで, 行列式 bm, cm は例題 7.8 で用いた行列式であり, 次の連立漸化式を満たし{
bm = (a + 1) bm−1 + (a + 1) cm−1

cm−1 = (a + 1) cm−2

(177)

これらの解は次式で与えられたことを思い出そう.{
cm−1 = (a + 1)m−2c1

bm = (a + 1)m−1b1 + (m − 1)(a + 1)m−1c1

(178)

初期条件 :

m = n − 1, a = n − 1, b1 = a, c1 = −1 (179)

に注意して, bm−2, cm−2 を (176)式に代入すれば直ちに

τ(Kn − e) = n(n − 2){(a + 1)m−3b1 + (m − 3)(a + 1)m−3c1 + 2(a + 1)m−3c1}
= n(n − 2)(a + 1)m−3{b1 + c1(m − 1)} = n(n − 2)nn−4 = (n − 2)nn−3 (180)

が求める全域木の総数であることがわかる. 従って題意が示された.
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　例題 7.10 　 (2006年度情報工学演習 II(B) #1)

(1)グラフH はその全ての隣接する 2点が k個の辺で結ばれているものとする. H に含まれる全ての

ループを取り除き, 全ての多重辺を 1つの辺になるまで削除してできるグラフ — 底単純グラフ —
をGとする. Gの点数, 辺数をそれぞれ n, mとするとき, グラフG,H の全域木の総数 τ(G), τ(H)
に関して

τ(H) = kn−1τ(G)

が成り立つことを示せ.
(2) F をグラフGの各辺を全て長さ kの道で置き換えてできるグラフとする. このとき

τ(F ) = km−n+1τ(G)

を示せ.
(3) (2)の結果を用いて完全二部グラフK2,n の全域木の総数は

τ(K2,n) = n · 2n−1

で与えられることを示せ.

(解答例)

(1)グラフH では任意の隣接する 2点間で Gでの辺の他に k − 1本の辺が存在するので, k本の中から 1
本を選び出す操作を考えると, Gの全域木の辺数が n − 1であるから, その組み合わせは kn−1 通りで

ある. これがこの操作を繰り返してできる Gの全域木全てに当てはまるので, H の全域木の総数は

τ(H) = kn−1τ(G) (181)

で与えられる.
(2) Gの辺の中で Gの全域木の辺として選ばれた辺に該当する F での辺は長さ kの道で置き換わってい

るが, この辺を長さが 1の道, つまり, Gの全域木の辺となるまで縮約する操作を考えると, この操作
の前後で F の全域木と Gの全域木の総数は変化しないことに着目する. すると, これらの総数に変化
を与える要因はGの辺の中で全域木の辺に選ばれなかった辺に該当する F での辺の効果である. つま
り, F での各辺に存在する k − 1個の点のうち, どの点でGでの点への縮約をとるかという場合の数は

k通りであり, Gの辺の中で全域木の辺に選ばれなかった辺数はm − (n − 1)であるから, 結局

τ(F ) = km−n+1τ(G) (182)

となる.
(3) 2つの点を n本の辺で結んだグラフを Gとしょう. この各辺を全て長さが 2の道で置き換える. この
グラフを F とする. この変換: G → F で増加する n個の点は全て元の 2点と隣接し, 互いに隣接しな
いので完全二部グラフK2,nとなる (図 134参照). 従って, (2)での結果を用いると今の場合 τ(G) = n

であることに注意して

τ(K2,n) = τ(F ) = 2n−2+1τ(G) = 2n−1 · n (183)

が得られる.
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図 134: ここで考えるグラフ F (左) とその同型グラフである完全二部グラフ K2,n(右).

�

�

�
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　例題 7.11 (2006年度情報工学演習 II(B) #1)

n本のスポークを持つ車輪グラフの全域木の総数をwnとすると

wn − 4wn−1 + 4wn−2 − wn−3 = 0

が成り立つことを示し, wn を求めよ.

(解答例)

まずは n本のスポークを持つ車輪の点行列Dは

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n −1 −1 · · · −1 −1
−1 3 −1 · · · 0 −1
−1 −1 3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
−1 0 0 · · · 3 −1
−1 −1 0 · · · −1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

n×n

(184)

である. 余因子展開法を用いて, wn = |D(1, 1)|を計算すると

wn = 3an−1 + 2bn−1 (185)

が得られる. ここに, an は次で定義され, ここでもまた余因子展開を行うと次式のような漸化式に従う.

an =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 −1 0 · · · 0 0
−1 3 0 · · · 0 0
0 0 3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 3 −1
0 0 0 · · · −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

= 3an−1 − an−2 (186)

bn もまた次のように定義され, ここでもまた余因子展開を用いると次の漸化式に従う.

bn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 0 · · · 0 −1
−1 3 −1 · · · 0 0
0 −1 3 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 3 −1
0 0 0 · · · −1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

= −an−1 + bn−1 + an−2 (187)
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この漸化式は次のように書き直すことができて, bn + an−1 は初項が b3 + a2, 公比 1の等比数列なので

bn + an−1 = b3 + a2 =

∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 −1
−1 3 −1
0 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣∣ = −1 (188)

が成り立つ. 従って, あとは連立漸化式 (185)(186)(188)を wnに関して解き, 実際に問題で与えられた関係
式が成立することを示せばよい. 実際に解くと, α = (3 +

√
5)/2, β = (3 −√

5)/2 として

wn = αn + βn − 2 = 3(αn−1 + βn−1 − 2) − (αn−2 + βn−2 − 2) + 2

= 3wn−1 − wn−2 + 2 (189)

となるが, これとこの式で n → n + 1としたものを辺々引くと

wn − 4wn−1 + 4wn−2 − wn−3 = 0 (190)

が得られる. これはここで示すべき漸化式である.�

�

�

�

　例題 7.12 　 (2004年度情報工学演習 II(B) #1)

図 135のグラフ Gに対し, 以下の問いに答えよ.

(1)グラフ Gから全域木 Tを作ったとしよう. このとき, Tの辺数を求めよ.
(2) (1)で全域木を作るまでに削除しなければならない辺数mを求めよ.
(3) Tに (2)で求めた辺を 1つずつ付加すると必ず閉路が 1つだけできる. このようにして作られる
閉路を基本閉路と呼ぶが, この基本閉路をm個全て描け.

(4) (3)で求めた閉路 C1, C2, · · · , Cm に対し, 閉路行列法を用いることにより, 全域木の総数 τ(G)を
求めよ.

1

2

3 4

5

6

図 135: ここで全域木を考えるグラフ G.

(解答例)

(1) 5本
(2) m = 4
(3)基本閉路 4つ C1, C2, C3, C4 を描くと図 136のようになる.
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C1

1

2

3

C2

1

3

6

5

C3

6

3 4

C4

5

6

4

図 136: 求める基本閉路. 閉路行列式法を用いるために, 各閉路には図のように向き付けをしておく.

(4)グラフ Gの閉路行列Rは (3)で求めた基本閉路に注意して

R =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 −1 0 0
−1 4 −1 −1
0 −1 3 −1
0 −1 3 −1
0 −1 −1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(191)

と書けるので, 全域木の総数 τ(G)は

τ(G) = |G| = 3

∣∣∣∣∣∣∣
4 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣− (−1)

∣∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
−1 3 −1
−1 −1 3

∣∣∣∣∣∣∣
= 3

{
4

∣∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣∣− (−1)

∣∣∣∣∣ −1 −1
−1 3

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣ −1 −1

3 −1

∣∣∣∣∣
}

−
∣∣∣∣∣ 3 −1
−1 3

∣∣∣∣∣
= 64 (個) (192)

である.
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�

�

�

�

　例題 7.13 　 (2004年度情報工学演習 II(B) #1)

図 137のように 1点から k本の枝を出し, その k本の枝からさらに k本の枝を出すという操作を n

回繰り返してできる木を Tk(n)と名付けよう. 図 137の例は T3(2)である. このとき, 次の問いに答
えよ.

(1) T3(n) に含まれる点の総数 S3(n) を求めよ. また, T3(n) の端点の総数を Q3(n) を求め, 比
P3(n) = Q3(n)/S3(n)に対し, 極限値 :

p3 = lim
n→∞P3(n)

を計算せよ.

(2) (1)を参考にして, 任意の自然数K に対して PK(n)を計算し, nに関する極限値 :

pK = lim
n→∞PK(n)

を求め, さらにK に関する極限値 :

p∞ = lim
K→∞

pK

を計算し, 木 TK(n)の構造と極限値 p∞ からわかることを簡潔に述べよ.

(注) : nと言うと普通はグラフの点の数を示しますが, ここでは「操作」の回数であることに注意.

T 3 (2)

図 137: ここで述べた「操作」によって作られた木 T3(2).

(解答例)

(1)明らかに, S3(n)は初項 1, 公比 3の等比数列の第 n項までの和であるから

S3(n) = 1 + 3 + 32 + · · · + 3n =
3n+1 − 1

3
(193)

である. 一方, T3(n)の端点の総数 Q3(n)は T3(n)の作り方から明らかに Q3(n) = 3n であるので, こ
れらの比 P3(n) = Q3(n)/S3(n)は

P3(n) =
2 · 3n

3n+1 − 1
(194)
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であり, 問題の極限値は

p3 = lim
n→∞P3(n) =

2
3

(195)

と求まる.

(2) k = K の場合には

SK(n) =
Kn+1 − 1

K − 1
(196)

QK(n) = Kn (197)

PK(n) =
(K − 1)Kn

Kn+1 − 1
(198)

となるので, PK(n)に関して n → ∞の極限をとると

pK = lim
n→∞PK(n) =

K − 1
K

(199)

が得られる (K = 3と置けば (1)の結果と一致することに注意). さらに, この確率でK → ∞の極限
をとれば pK→∞ = 1 が得られるが, この結果はほとんど全ての点が木の末端に分布しており, 中心か
らその末端に至るまでの間に存在する点の数は末端の点数と比べて無視できるほど少ないことを意味

している. 末端が密に詰まっているのに対して, 中心から末端にいたるまでの間がスカスカの状態なわ
けである. ちなみに, このような作り方で出来上がる木のことをケーリーの木 (Caley’s tree)と呼ん

でいる.

�

�

�

�

　例題 7.14 　 (2005年度情報工学演習 II(B) #2)

行列木定理を用いて完全二部グラフKm,n の全域木の総数が

τ(Km,n) = mn−1nm−1

で与えられることを証明せよ.

(解答例)

完全二部グラフKm,nの点行列Dは次のサイズ (m + n) × (m + n)の正方行列である.

D =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n 0 · · · 0
0 n · · · 0
...

. . . . . .
... −1

0 · · · · · · n

m 0 · · · 0
0 m · · · 0

−1
...

. . . . . .
...

0 · · · · · · n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(200)
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従って, 以下ではやや煩雑ではあるが, この点行列の第 (1, 1)成分での余因子:

|D(1, 1)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n 0 · · · 0
0 n · · · 0
...

. . . . . .
... −1

0 · · · · · · n

m 0 · · · 0
0 m · · · 0

−1
...

. . . . . .
...

0 · · · · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(201)

を丁寧に計算していくことになる. ここに, 左上と右下の部分行列:

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

n 0 · · · 0
0 n · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · · · · n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

m 0 · · · 0
0 m · · · 0
...

. . . . . .
...

0 · · · · · · m

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (202)

のサイズはそれぞれ, (m − 1) × (m − 1), n × nであることに注意しょう.
そこで, 次のような行列の基本変形を行う. すなわち, 第m列から第 (m + n− 2)列までの (n − 1)個の

列ベクトルを第 (m + n− 1)列に加算し, 次いで, 第 (m + n− 1)列に 1/mを乗じたベクトルを第 1列から
第 (m − 1)列まで加算する. この操作により

|D(1, 1)| = mn

∣∣∣∣∣∣∣∣
nm−1

m −n 1
m

. . .

−n 1
m nm−1

m

∣∣∣∣∣∣∣∣
(203)

が得られる. これ以降はこの行列式を上三角行列にするように基本変形を繰り返す.
まずは, この第 1行に 1/(m − 1)を乗じた行ベクトルを第 2行から第 (m − 1)行まで加算すると

|D(1, 1)| = mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

nm−1
m ∗ ∗ ∗
0 nm−2

m−1 −n 1
m−1

...
. . .

0 −n 1
m−1 nm−2

m−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(204)

が得られるが, これ以降, 第 i行に 1/(m− i)を乗じた行ベクトルを第 (i + 1)行以降に加算するという操作
を i = 2から i = m − 2まで順次繰り返すことで所望の行列式 |D(1, 1)|が

|D(1, 1)| = mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

nm−1
m ∗ ∗ ∗
0 nm−2

m−1 −n 1
m−1

... 0
. . .

0 0 n 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= mn · nm−1 · 1

m
= mn−1nm−1 (205)

と計算される.
従って, 行列木定理より完全二部グラフの全域木の総数がmn−1nm−1 であることが証明された.

※ 完全二部グラフの対称性を考えると, もう少しスマートな数え上げ方ができるかもしれないが, 現時点
で思いつく複雑ではあるが地道な数え上げ方は上に示した点行列の余因子計算である.
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演習問題 7

葉 (末端)の数が nである 2分木 (一つの枝から 2つの枝が伸びる木)の総数を pn としよう. すると明らか
に p0 = 0, p1 = p2 = 1である. このとき以下の問いに答えよ.

(1) p3 = 2である. この 2つの 2分木を描け.
(2) p4を求め, その全ての 2分木を描け.
(3)葉数 n1の 2分木と葉数 n2の 2分木の互いの根 (2分木の開始点)を 1つの新しい根を介してつなげる
操作で葉数 n1 + n2の 2分木が pn1pn2 通りできる. n1 = 3, n2 = 4の場合に対し, この操作でできる 2
分木を全て描け.

(4) xを任意の実数とする. xの n次の冪係数が葉数 nの 2分木の総数 pnになるようにして作られる次の

多項式:

P (x) = p0 + p1x + p2x
2 + · · · + pnxn + · · ·

を「2分木生成多項式」と名づけることにしょう. すると, 前問 (3)で与えた操作でできる 2分木の総
数 pn1pn2 は 2分木生成多項式の 2乗, つまり, {P (x)}2における xn1+n2 の係数の一部分として現れる

(同じ n1 + n2 を与える n1 と n2 の組み合わせは複数あるので「一部分」である). この事実をふまえ
た考察により

P (x) = x + {P (x)}2 (206)

が成り立つことを示せ.
(5) (4)で示した関係式 (206)から pn を nの関数として求めよ.
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