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中学校幾何教育カリキュラムの再構成

一一平面幾何学の公理系について一一
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中学校幾何教曹の現状と課題

1 .1 *研究の課題

「分数で、割るときに、なぜ分子と分母をひっくり返してかけるのかがわからない」は、算数で、

蹟いた思い出あるいは数学に対する不信感や嫌悪感、を表明する擦によく用いられるJ分数がで

きない」は、残念ながら、「算数・数学ができない」を象徴的に表現するフレーズとなっている。

小学校算数における「分数j のような扱いを受けているものを、中学校数学のなかから探し

てみる。「負の数」かもしれないし、「閤数分解Jかもしれない。そして間違いなく、「図形」や
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「証明Jがそこに含まれる，-はっきり答の出る計算は好きだけれど、図形の証明は何をすれば

いいのかわからないから嫌いだJ と患っている中学生は多い。その一方で、、工作や折り紙を不

愉快な活動・体験として思い出すことはあまりない。鎮で紙を真っ直ぐに切ることは、直線の

認識に支えられまたその認識を強固にする。そして、折り紙の世界は英しい対称性の世界を見

せてくれる。これらの楽しい活動・体験は幾何学への入口となっている。子どもたちはここか

らなぜか迷路に入り込み、「関形」を嫌うという誤った出口に到達させられているのである。

では、誤っていない出口とはどこにあるのか。すなわち、幾何教育を通して子どもたちをど

こへと導くべきであるのか。それは幾例教育の自的への間いそのものであり、答えることは難

しい。二千年来、幾何学は論理的思考力育成のほとんど唯一の道具であると考えられてきた。

今日、論理的思考力の育成は幾何学のみに背負わされた課題であると考えられてはいない。そ

れでも、幾何教育の目的のなかに論理的思考カの育成を含める考え方もまた、ほとんど疑われ

ることがない。しかし、こうした目的設定も、「論理とはそもそも何であるのか」や「人類にとっ

て論理的思考にいかなる価値があるのか」を問うたとたんに揺らいでしまうものである。幾何

教育の目的はわかっていない。

けれども、幾何教脊の目的それだけを取り出しでも、宙に浮いた議論にしかならないだろう。

仮に幾何教育の自的を措定したとしても、その次には目的を達成するための教育内容が必要と

なる。何かを教えることなしには教育目的の達成はあり得ないからである。しかも、教育内容

は指導可能なものでなければならない。学習者に教えることが可能な方法を伴った教育内容で

あることが必須の要件である。したがって、幾何教育の棄の出口の探究は、教育の目的と内容

と方法とを一体のものとして論じ、提案することに他ならない九今、中学校幾何教育に限らず

様々な教科教育の領域で、その目的を構想しつつある一定の教育内容のまとまりを教材ととも

に提案することが、教育方法学研究の課題となっているのである。

須凶勝彦を中心とする北海道大学教育学部数学教育研究クゃル…フ。で、は、 3年ほど前から中学

校数学のカリキュラム提案を目指して、単元別UNI-TEXTづくりを進めてきた。中学校数学

入門期の「中学校数学へょうこそ」シリーズは、負の数の導入と実数の範囲での基本的な代数

法則の獲得を自指して作られ、第一、第二、第三の各単元がすでに報告されている2)。これに引

き続き、中学校数学の幾伺の領域でも、カリキュラムを展望しながら教材を構成し、授業実践

に耐え得るような教授プログラムを提案する作業を開始した。中学校の幾何教育会体において、

何を教えるべきでありまた教えることが可能であるのか。本論文はその課題を解明する研究の、

第一歩に位置づく。

1 . 2 中学校学習指導要領幾何分野の全体像

中学校の幾何教育カリキュラムを考えるにあたり、まず学習指導要領に示される中学校数

学・幾何分野の全体像を見ておこっ 3)0 2002年度から施行の学習指導要領では、数学の過ごとの

時間は第一、第ニ、第三学年各3・3 • 3の合計9時間になる。現行3・4・4から比較する

と2時間の減少である o教えるべきとされる項目とその学年配当の変化は、表1の通りである。

大きな変化としてあげられるのは、相似が第二学年から第三学年に移行されたことである。

しかし、平面図形の合同と相似から三平方の定理に至る中学校幾何の大目標は守られている。

そのほかの変化としては、第一学年の「平行・対称・回転移動J，-条件を満たす図形」、「空間関

形の切断・投影・展開」のうちの切断と投影、第三学年の「立体図形の面積比と体積比」など
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表 1 中学校学習指導要領数学関形分野の内容

学年 現行学習指導要領 新学習指導婆領

1 平面図形 基本作図 平Jiii図形 線対称・点対称

平行・対称・図転移動 基本作図

条件を満たす図形

空間凶形 E支線や王子Jiiiの位置関係 空間図形 直線や王子磁の位震関係

平面図形の運動 王子面図形の運動、空間図形の表現

空間図形の切断・投影・展開 扇形の弧と荷積、校体・錐体の表街積と体積

2 平衝図形 平行線の性質 平商図形 平行線や角の性質

三三角形の合同条件 多角形の角

三角形・平行間辺形の佐賀

宇目{以 二角形の相似条件 合同 証明の意義と方法

王子行総と線分の比 三角形の合同条件

相似の応用 PJJ琵角と中心、角

3 円 内と直線、二つの内 本EH以 ニ角形の相似条件

円周角と中心角 平行線と線分の比

相似の活用

三平方の定理 三平方の定理 二平方の定理主 二平方の定理の証明

E詩形の弧と面積、球 三平方の定理の利用

立体図形の蔚績比と体積比

が中学校から剖除され、一部は高等学校へ移行の措置がとられた。会毅的に、図形の運動や空

間鴎形の領域が縮小したといえる。さらに、 あった「円周角と中心角Jは第二学年

に移行したが、従来この中で扱われてきた「円に内接する四角形Jが高等学校数学Aに移され

ることになり、中学校数学には文字通りの丹潤角と中心角のみが残された。面積比や体積比、

球の表面積や体積などの、王子商図形や簡単な空間関形の計最も高等学校数学Iに移された。

授業時間数が減少するため、指導項目を厳選することによって基礎・基本事項の徹底をはか

ろうとすることが、今回の改訂のポイントである。しかし、表 Iを少し眺めてみただけでも、

さらなる改訂の提案ポイントが目につく。例えば、平面図形の領域は第一学年と第二学年に登

場する。学習指導要領の図形分野の「目標」には、第一学年には、「平商関形や空間関形につい

ての観察、操作や実験を通して、図形に対する直観的な見方や考え方を深めるとともに、論理

的に考察する基礎を培う J とある。第二学年には、「基本的な平面図形の性質について、観察、

操作や実験を通して理解を深めるとともに、図形の性質の考察における数学的な推論の意義と

方法とを理解し、推論の過程を的確に表現する能力を養う」と書かれている。ここから、一年

生で思形の「直観的な見方や考え方」をしながら、二年生にかけて徐々に「数学的な推論」へ

と移行しようとする臼論見が推測できる。しかし、「数学的な推論jは一年生の段階でも必要で、

あるし、なにより、「直観的な見方や考え方Jと「数学的な推論」は切り離して考えるべきもの

ではないだろう。表1に示された第一学年の「線対称・点、対称」は合同変換群の部分群に属す

る教育内容であり、第二学年の「合同J と一緒に指導することが可能でおある。垂直二等分線や

角の二等分線などの「表基本作関」についても、二等辺三角形の鏡映による自己対称性がその背

景にある。これも「合同」と結びついた場所に配置されるべきであろう。このような提案の実
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現可能性を示すことは、今後の本研究の課題に含まれる。

1 . 3 小学校幾何教育における先行研究

中学校幾何教育カリキュラムを構築するにあたり、北海道大学教育学部数学教育研究グルー

プの次の四つの教授プログラムは見ておく必要がある。これらは、小学校における幾何教育カ

リキュラムを構成する授業プログラム群である。

(1)r多角形と円」引は、「算数たのしい学習プリント Jシリーズの三年生用プリントとして作成

された。「平蔚Jr点と直線Jr角・線分・折れ線Jr多角形Jr円Jrとくべつな三角形Jr正多角

形」の全七節から構成されている。王子語、点、直線、円などの意味を知ると開時に、それらの

相互関係に関するいくつかの公理を導いている。また、始点と終点が一致する折れ線が多角形

になる条件を考えさせているほか、二等辺三角形の性質に注目することにより垂直二等分線と

魚のこ等分線の作留方法を教えている。

(2)fいろいろな形Jめは、同じシ 1)ーズの四年生用プリントである。三部からなっており、rpart

hで、は、点、平面、直線、空間の相互関係を言葉にまとめるとともに、角と平行に関する定理

が扱われる。「対頭角は等しい」が導かれ、平行線と同位角・錯角の関係が明らかにされる。ま

た、空間内における平面河士の平行についても調べられる。 'Part2Jでは、三年生編と同様に

多角形を定義した後、いろいろな三角形を書く問題を通して三角形の決定条件に杷当する内容

を扱っている。また、四魚形の分類を行っている。 rpart3Jでは多国体、特に直方体と立方体

の性質について簡単に扱っている。

(3) r合同変換」めは、これより以前に作られた「鏡による図形の移動J7)をベースにしている。

平面上の変換である恒等変換、平行移動、罰転移動、鏡映の性質とそれらの合成変換について

諦べるという基本方針で、平溜上の合同変換の全体像を明らかにする教授フ。ログラムである。

最後には、平面上の合同変換が高々 3剖の鏡映の合成で表されることが獲得されている。さら

に、合問変換を図形の対称性研究の道呉として位置づけて「対称性」の章を設け、子どもを対

称変換群研究の入り口に立たせている。

(4) rホモセティーJ8)は、棺叡変換指導の一環として作成された。ホモセティは平面上の変換

で直線を自分自身に平行な直線に移す変換のことであり、平行移動と中心拡大(その特殊ケー

スである半回転も含まれる)が該当する。ところどころしきつめ閣のイメージに頼りながら、

平行性と相似に関する性質を学習している。中心拡大については、正の数倍だけではなく負の

数倍も扱っている。最終的に中心拡大の合成変換を調べることによって、中学校で学習する正

負の数の乗法の幾何学的イメージを与えることにも成功している。

「合開変換」と「ホモセティー」は、「変換による不変性を探究するJ9)という F.クラインの

思想が教材構成の柱として貫カ通れている。教育内容の面では、クラインの思想をよく具体化し

ているH.S.M.コクセターの『幾何学入門jl0)から多くの示唆を受けている。前者は合同変換群

を、後者はホモセティ変換群を教育内容のまとまりとしてもっている 1九これらは小学校での授

業実践を経て、実現可能性のあるプランとして提示されたものである。そして、「多角形と円j

と「いろいろな形」は、平面上の相似変換群の探究を可能とさせるための前提条件となる点や

直線、平函などの基本的概念形成を担っている。

中学校プランでも、以上の先行研究にならい、幾何学の基礎となる概念形成をはかりつつ、

変換の幾何学を基軸にした教材構成をすることにする。そうした上で、中学校ノぐージョンの作



中学校幾何教育カリキュラムの持構成 213 

成にあたっては、小学校での実践で指描されたいくつかの間題点を改善していかなければなら

ない。また、中学校幾何教育カリキュラムを構想しながら、教育内容の順序構造と関連性を明

らかにし、教育内容・教材構成の論理を語っていくことが課題になる。この作業ははっきりと

は見えない中学校数学の全体像と対峠されながらなされる。幾何単元の作成は幾何教育に対し

て実践的価値をもつだけではなく、代数・解析分野の教授プログラム作成作業にもプラスの影

響を与えることになるだろう。

2 カリキュラム再構成の柱と現誕の状況

2 . 1 公理系の設定の潤題

数学教育の現代化がいわれた時代、阿部浩一は、「幾何教育の混迷J12)と題する論文の中で、

幾何教育の方法としておおまかには以下の三つがあるとした。

[A]三角形の合同に基づくユ…クリッド流の接近

[B]変換群に基づく F.KLEIN流の接近

[C]ベクトルによる線形代数的接近
そして、次のように述べている 13)。

ところで、接近の差が単に手法の差であり、到達されるべき目標が問ーであれば、問題

はむしろ単純で、あるといえよう。[中略]しかし、問題はそれほど単純ではない。というの

は、接近の差にともなって、関じくユークリッド空間の認識といっても、その意味内容が

異なってくるのである。図形に関する諸定理とその系列において、接近の差によって、系

列内における定理の瀬序が変わることは当然に予想されるとしても、問題はそれだけに止

まらず、なにが基本的に重要な定理であるかに、選択と判耳目の差が生ずるのである。ある

接近においては、不可欠の重要定理が、他の接近では副次的な価催しか認められず、.8Uの

接近ではまったく顧みられないという事態が起こる。

ここで阿部は、このような定理の例として円崩角の定理をあげている。円周角の定理は、'[A]

の接近にしたがえば、基本的に重要な定理であり、現在中学生にも指導されているが」、 [B]

の接近では、「平行移動なり、自転・対称なりの応用という域を出ない」。そして、 '[C]の接

近では、円潤角の定理の存在位霊そのものが消滅してしまっ J としている。ここから、次のよ

うに結論する 14)。

要するに、接近の蓋が必然的に内容の差を結果するのであり、そうであれば、同じく「初

等幾何j と 空間認識と雷っても、その意味するところはまったく別個の存在とも見

えるほどに異なっているのである。したがって、時題は、ユークリッドの、純血性グを保

持するかどうかという心情の問題ではなく、また、どの程度に代数的手法を採り入れるか

という程度の問題でもなく、いずれを選び、いずれを捨てるかという問題である。 [A]を

選べば、地は捨てられねばならない。 [A]を根幹とし、移動や変換の考え方、ベクトル的

な処理を加味して、図形の多角的な見方を育てるという表現は、ことばの上のまやかしに

過ぎない。学習者に数学に対する誤解と混乱をもたらす以外のなにものでもないであろう。
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阿部のこれらの記述は、当時の「幾伺教育の混迷」状態を的確に表現したものであり評価で

きる。しかも、このような「学習者に数学に対する誤解と混乱をもたらすj 状況は、現在の中

学校幾何教育においても現れている。先に見たように、学習指導要領では、第一学年で図形の

線対称や点対称を扱い ([B]の接近)、第二学年で三角形の合同に基づく論証に取り組む ([A]

の接近)という流れになっている。しかし、調者の学習内容が整合的な関連性をもって子ども

に捉えられているとは思われない。より具体的にいえば、線対称移動や点対称移動させてでき

た図形が元の図形と合同であるという事実と、三角形の合間条件による図形の合開証明との内

部関連が子どもにとって明確な形で提示されていないという点が、「誤解と混乱」の原因になっ

ているのである。「いずれを選び、いずれを捨てるか」をはっきりさせてほしいと、多くの子ど

もが望んで、いるのではないだろうか。もしかすると、多くの教師もそれを頼っているかもしれ

ない。

このように、阿部の分析は、現代の幾何教育のj昆迷について論じた文章としても読むことが

できる。しかしながら、阿部の論には賛同しかねるところがある。それは、「接近の差が必然的

に内容の差を結果する」ことに対する評舗であるo 教育の方法と内容が一体のものであること

についてはすでに述べた。「接近の差が必然的に内容の差を結果するJのは当然で、ある o 問題に

なるのは、間部がそのことをよしとしていない点にある。「同じくユーク 1)ッド空間の認識と

いっても、その意味内容が異なってくるJ ことに対する、警戒心が伺えるのである。しかし、

ユークリッド空間の認識はもとより単一のものではありえない。「なにが基本的に重要な定理で

あるかに、選択と判別の差が生ずる」のは、ユークリッド空間に対する認識の違いからの必然

的帰結である。それぞれ異なる認識を数学的に表現した公理体系を背景にもって、 [A][B] 

[C]の接近方法が個々に存在しているだけなのである。複数の接近の併用が学習者に誤解と混

乱を招くというのは、ユークリッド空間の認識を、 [A][日][C]三者のいずれかしかない、

排他的で、固定的なものと見ているからであろう o

よって、問題は、「いずれを選び、いずれを捨てるかという問題」ではなくなる。教える側に

とっては、学習者に獲得させたいと考えるユークリッド空間の認識を、それが可能な公理体系

をもって提示することが課題なのである。すなわち、

[D]中学生のユークリッド空間認識に基づく接近

が求められる。中学校幾何教育カリキュラムは、中学生が安心感、をもって迎えられるいくつか

の公理から出発し、中学生が論理的に納得できる体系として構成された、新しい公理体系を提

示するものになるのであるo

公理は、子どもが空間の研究を始めるに当たっての立脚点になる命題とする。ここには、「線

分はその長さを変えることなく任意の位置に動かすことができるJなど、『ユーク 1)ッド原論』

が認めなかった移動に関する公理も含まれてよいお)。この際、公理の簡潔性や公理問の独立性は

関わないことにする o 公理としてはできるだけ単純な命題群を選び出し、そのなかに冗長性を

残さないことは確かに数学の大切な姿である。数学的概念を教えていく中で、そのような数学

的思想を伝えることも数学教育の課題である。しかし、中学校の幾何教育の中で、しかもその

公理系をめぐってその課題を追究する必要はないと考える。おそらく、初等・中等教育全体を

過してみてもその必要はないだろう。単純さを求める数学の姿は、例えばある命題が証明され

た場合、より一般的な命題は成り立たないだろうかと考えさせたりすることを通して、あらゆ

る領域の中で、少しずつ獲得させればよい。
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2 . 2 r証明Jの問題

先に見たように、現行の学習指導要領の第二学年の目標には、数学的な推論の意義と方法の

理解が掲げられている。この目標のもとに、第ニ学年で証明の形式が初めて導入されることに

なっている。新学習指導要領においても証明の導入は閉じく第二学年であるが、内容に「平面

図形の性質を三角形の合同条件などを基にして確かめ、論理的に考察する能力を養う j という

新しい一文が入ってきた。また、教える項話として「証明の意義と方法について理解することJ

が加えられた。これらは今までも授業実践の中で取り組まれてきたであろうが、新学習指導要

領ではより霊魂する姿勢が伺われる。

このような変先は、今回の学習指導要額改訂の中で積極的に評価できる点であるo 確かに、

多くの中学生が関形の証明問題を嫌っている。多くの教師も、証明の指導に困難さを感じてい

ることだろう。しかし、幾何教育の中で証明の指導をやめることは、現行のカリキュラムから

すると、三角形の合同条件の指導をやめることとほとんど同じである。とすれ誌、ミ三角形の合

河は「動かしてぴったり重なる、形も大きさも同じ三角形」ということになってしまう。これ

では小学校での合同の指導と同じレベルであり、中学校の幾何教育として不十分なのは明らか

である。

そもそも、証明指導の嵐難さは証明の形式そのものの内部に存在するのではない。証明l土、

本来、数学的な事実と事実の関連性を明らかにするためのもっともわかりやすい論理的説明だ

からである。これまでの証明指導の不成功は、証明の時点で何を前提にしてよいのかが、少な

くとも子どもにとって明確になっていなかったことであろう。それは、幾伺教育カリキュラム

自身が、論理的構成をとっていなかったことに源を発している。子ども自身が幾何学の体系を

構築する作業に加われるような、論理的幾持教育カリキュラムを作成することが、改めて課題

として意識される r証明の意義と方法Jは、このような作業の中で、証明してみたいと思わせ

るような楽しく不思議な問題に取り組むことで、徐々に定着していくものであろう。

ところで、中学校ニ年生の幾何教育で初めて証明の形式と方法を導入することに対しては、

須田勝彦が次のように批判的見解を述べている 16)。

中学校数学の不成功の原因は幾何において証明を含むことではなく、そこ るまで証

明という一つの論理的形式を与えられてこなかった点にある。より明確で¥より平易な対

象を考えながら論証の形式を身につけるべきである。たとえば「整数論」はその最もふさ

わしい対象の一つであろう。一般に代数の領域は最初に証明の形式を学ぶのに適している。

筆者はこれに同意し、証明の形式と意義については、中学校の最初の幾何教育以前に、開え

ば初等整数論をその内容とする「定理と証明Jなどの単元で一度学習していることを前提にす

る。しかし「定理と証明j はまだできていない。当面の実践上は、幾何学的事実の関連性を明

らかにするという側面と、証明の形式と意義を学ぶという二つの側面が、証明指導のなかに同

居させられることになる。しかし、それはさほど悲観的事態ではない。両側面は、常に一体の

ものである。何かを明らかにすることなしに、証明の形式と意義のみを単独で、学ぶことはでき

ない。また、証明対象となる定理は、証明することによってその形式と意義を体感できるよう

なものであるべきである。

そのような定理としては、「対頭角 しいJr三角形の内角の和は王子角であるJなどの証明
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が平易で、、しかも後々何度も活用されるような重要なものがふさわしい。また、幾何学であり

数学である以上プランの会過程が証明の連続であるのはもちろんであるが、はっきり「証明し

よう J と問いかける証明問題は少なくてよいだろう。複雑な難問で子どもを苦しめることは避

けなければならない。

2 . 3 現在までの状況

以上の基本方針に蒸づき、各単元ごとに教授プログラムの原案を作成している。以下に単元

名とおおまかな内容を示す。

第一単元 平商幾何学の公理系(1)一一角と平行の公理

空間 (3次元空間)、平商(2次元空間)、直線(1次元空間)、点(0次元空間)、半直線の

意味を知るとともに、これらの関係を平扇幾何学の公理としてまとめる。二直線の交わる/交

わらないの関係を理解し、角と平行の概念をつかむ。「同位角(錯角)が等しい」と「二直線が

平行」が向値であることの証明を避けるために、「同位角が等しい」を平行の定義とする。

第二単元 王子濁幾荷学の公理系(2)一一線分と円の公理一一

丹を定義する。線分をつなぎ合わせた折れ線の概念から、多角形の定義を導く。「中心と半径

をもって円を描くことができるJ と「線分は長さを変えることなく任意の位置に動かすことが

できる」というこつの公理を導き、さらに三角形の三つの決定条件を得る。

第三単元合i可変換(1)

様々な変換の例を見せることを通して、変換のイメージをつかむ。対称性のある絵によって、

合同変換の概念を定義する。

第四単元半回転の幾何学

半回転の性質を用いながら、三角形の決定条件を三角形の合間条件に高める。併せて、平行

間辺形の諸性質を導く。また、中点連結定理を証明する。

第五単元鏡映の幾何学

鏡映の性質を用いながら、二等辺三角形の諸性質を導く。定規とコンパスを使った二つの蒸

本作図(線分の垂直二等分線、角の二等分線)を習得する。

第六単元合同ホモセティ変換

合成変換を定義する。半田転の合成変換を通して併進を定義する。ホモセティ変換を定義し、

併進と半回転からなる合同ホモセティ変換群の性質を調べるとともに、乗積表を導入して変換

群の研究方法の一端を知る。

第七単元合同変換(2)

鏡映の合成変換を調べ、一般の剖転を定義する。回転の合成変換が併進または回転になるこ

とを導き、正格合荷変換群を完成させる。王子商上の合同変換が高々三聞の鏡映で表現できるこ

とを知る。変格合同変換が併進鏡映になることを知る。

第八単元相似変換

タレスの定理と中心拡大と相似の関係を直観的かっ論理的に理解する。中心拡大の合成変換

が併進または中心拡大になることを導く。相似変換が、中心拡大と合間変換の合成変換で表さ

れることを知る。

この単元底分はまだ確定したものではないが八単元全体と学習指導要領とを比較してみる

と、欠けている領域がいくつかあるo まず、空間図形があげられる。しかし、この領域は新学
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習指導要領で大中高にカットされることになった。時間数が削減される中でより重要な課題に時

間をかけようとすれば、この改訂には理解できる面もある。まずは王子面上の幾何学についての

内容と教材を確定する作業を優先課題としたい。筆者の見解では、三次元空間の幾何学は、小

学校で今以上に扱われるべきであると思われるo 三次元空間における直線や平面の垂直・平行

についての感覚を養うことにより、中学校で扱う二次元空間の相対的位霞が明らかになる。「二

次元空間は三次元空間の一部分であるJ ということを小学校で理解させてはじめて、中学校幾

何を二次元空間に隈定するカ 1)キュラムも成り立ち得る。そうすれば、二次元空間の研究を

全に行うことで、「三次元はどうなっているのかJ という発展的学習意欲や、「三次元空間につ

いても理解できるはずだ」という自信を子どもに与えることができる。

円周角の定理や接弦定理を恥心とする「円の幾何学j や「比例と棺似比・面積比j も単元化

しなければならない。これらも、学習指導要領の上では従来教えられてきた項自がいくつか剖

られた領域である。しかし、前者は合同変換の、後者は相似変換の発展的内容として取り上げ

たい。そして、中学校数学の結実点であり、様々な楽しい授業展開が考えられる「三平方の定

理」の具体化も今後の課題である。

中学校幾何教育カリキュラムの提案は、高等学校幾何教育の条件慈備の作業にも通じている。

中学校で指導可能な教育内容が明らかになれば、その上に立って、高等学校で伺をどこまで教

えることが可能かについての麗望が開けることになる。現在の高等学校数学Aの「平面幾何J

で展開されている幾何教育は、アポロニウスの円やチェパ・メネラウスの定理を除いてほとん

ど中学校の復習のような内容しかもっていない。しかもそれらは平面幾何学の断片的な知識の

寄せ集めであり、全体として、幾何学内部のどのようなまとまりのある一部を教えたいのかが

まったく理解できない。本研究は、高等学校幾何教育の課題を明らかにするための恭盤づくり

としても位置づけることができるだろう。

3 第一単元の教育内容・教材構成論

第一単元の目標l土、点や直線・半直線および角と平行の概念をつかむとともに、それらに関

するユークリッド平面の基本的公理を承認することである。

3 . 1 小学校での既習事項との関連

点、直線、平荷などについては小学校でも扱われているo これらの言葉をまったく聞いたこ

とがない中学生はいないだろうし、それらがどんなことかを説明することはほとんどの中学生

ができるであろう。しかし、中学校幾何の教授プログラムは、幾何学の基本であるこれらの概

念についても改めて教えていくことにする。幾何学の体系は、土台となるいくつかの定義や公

理から築き上げられるものであるo 構築のスタートでであればなおさら、駿昧な概念を残して

おくのは避けなければならない。また、「二点を通る直線は一つしかない」などの公理について

も、 しっかりと長室認しておきたい。

3 . 2 角の定義

角の定義はいくつか考えられる。『ユーク 1)ッド原論』を見ると、「王子頭角とは平面上にあっ

て互いに交わりかっ一直線をなすことのない二つの線相互のかたむきであるJ17)と角の定義が
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されている。これと同様に、こつの半平面の共通部分として角を定義する方法もあるだろう。

これらの定義では、定理「対頂角は等しい」との関連が問題となる。 fユークリッド原論』では、

平角に対する共通の補角との関係から定理を証明しているが、角の定義が「二つの線相互のか

たむき」であれば「対頭角は等しい」はほとんど自明の定理になってしまうのである。しかし、

補角を用いた対頭角が等しいことの証明は、イコールの推移律を用いた最も基本的な証明方法

といえる。幾何単元における最初の証明問題としては、この定理は適切と思われる。「対環角は

しい」を代数的に証明するためにも、「線相互のかたむき」による角の定義は避けるべきであ

るO

また rユーク 1)ッド原論』の定義には、子どもが抱く角についての自然なイメージを表現し

ているのかという疑問もある o 角とは、二直線の交わりによって初めて認識されるものなのだ

ろうか。角のイメージとは、何らかの「とがったもの」の「開き具合」ではなかろうか。そこ

で、始点を共有する二半直線の対という角の定義が生まれる。ヲもにはJI渓序のついている場合

もあるが、いずれにしても優角 (1800以上の角)・劣角 (1800以下の角)のどちらを定義するの

かを明示しなければならない。本授業案では、始点を共有するこ半直線の非順序対と、それに

よってニつに分けられた平面の一方を合わせて考えたものを角と定義したい。そして、初等幾

伺の範囲では、優角が問題になる場閣がほとんどないことから、断りがない場合は領域の狭い

方を考えた劣角を指すと住意しておくことにする。また、有向角の概念については扱う必要は

ないと判断する。

ところで、「とがったものJの「開き具合」といっ角のイメージからは、半直線をその始点を

中心として回転させたときの通過領域という定義も、あり得る選択肢のひとつである。しかし

ながら、図形の回転は合同変換群の部分群として後に改めて学習される内容である。そこで、

回転による角のイメージは、二半直線による角の定義に併記するにとどめる。

角が定義された後は、その相等をいかに定義するかが問題になる o 平蘭上のあらゆる角に対

して向値関係を導入して、等しい角の概念を確定させなければならない。その一つの方法は、

角の「開き具合」にある実数が対応することを前提とし、その実数の相等をもって角の相等を

定義することである。しかし、この方法は中学校の幾何教育においては適切で、はない。角と

数の対応は、副転や円の学習を通して最終的に獲得されればよい事実である o そう考えると、

角の相等は、場所を動かしてぴったり重なる、すなわち合同変換によって重なることをもって

定義するしかないだろう。角の相等を定義して同じ角の概念を確定することは、角に開値関係

を定義することであり、「始点を共有するこ半直線と分割された平面の狭い方」という当初の角

概念の拡張を意味する。

3 . 3 平行の定義

王子持の定義をどうするか、そして、平行な二夜線に関する様々な性質である「どこまでいっ

ても交わらない」、「二直線開の距離はどこでも等しい」、「錯角・珂イ立角が等しい」をどのよう

に結びつけるか。これは、非ユークリッ門知可学と対比した場合、ユークリッド幾何学指導の

最初の根本問題である。

rユークリッド原論』では、「平行線とは、開ーの平面上にあって、両方向に限りなく延長し

でも、いずれの方向においても互いに交わらない直線であるJ18)と平行が定義されている。そし

て、第一巻第27命題で、「錯角が等しければ平行である」が次のように証明されている叫。
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A 
B 

H 

r 
A 

直線EZが2直糠AB，rムに交わり錯角 AEZ，EZ.6.を互いに等しくするとせよ。 ABは
r.6.に平行で、あると主張する。

もし平行でなければ、 AB，rムは延長されて B，ムまたは A，rの側で交わるであろう o

延長され、 B，ムの側でEにおいて交わるとせよ o すると三角形HEZにおいて外角 AEZ

が内対角 EZHに等しい。これは不可能で、ある日|用者註:第一巻第 16命題「すべての三

角形において辺の一つが延長されるとき、外角は内対角のいずれよりも大きい」による]。

それゆえ AB，rムは延長されて B，ムの側で交わらないであろう。開様にして A，rの側
でも交わらないことが証明されうる。そしてどちらの側でも交わらない 2直線は平行であ

る。 したがって ABはFムに王子千子である。

よってもし 1直線が2直線に交わってなす錯角が互いに等しければ、この 2直線は互い

に平行で、あろう。これが証明すべきことであった。

この証明方法は、中学生には不適当であろう。最大の理出は、証明が背理法によっている点

にある。つまり、「延長され、 B，.6.の側で交わる」と仮定したところ、「これは不可能であるJ
という結論が導かれた。ここから、 iB，ムの測で交わらないj としているのである。これはも

ちろん正しい証明であるが、果たして、仮定に矛盾が生じたところで彼定を否定すればよいこ

とを、すべての中学生が納得してくれるであろっか。どこかが間違っていたことに気づいたと

しても、否定の対象が仮定ではなく数学の論理性そのものや、ひいては数学を学習すること自

体に向かう可能性も考えられる。

このような背理法に く証明が必要となるのは、そもそも王子行が「両方向に限りなく延長

しでも、いずれの方向においても互いに交わらない」という否定を含んだ命題によって定義さ

れているからである。どこまで、行っても交わらないことを示すのは閤難である。そこで、交わ

ると仮定しておいて矛盾を導く証明方法がとられる。「二直線開の距離がどこでも等ししりを平

行の定義とした場合も、同様の問題が生じるだろう。そこで、本授業案では、「関位角が等しい

こ直線を王子行と定義する」の形にもっていく。こうすることによって、「平行ならば同位角が等

しい」、「同位角が等しいならば平行で‘ある」というこつの定理の証明が不要になる。錯角との

関係についても苅様である o

なお、多くの教科書で、平行ではない二直線の場合にも関位角・錯角を定義している。しか

し、本授業案では、ニ直線が平行で、ある場合に限って同位角・錯角を考えることにする。なぜ

なら、これらはこ直線が平行で、あるかどうかを調べる場関に限って意味をもっ概念だからであ

る。

図1を見てみよう。二直線a，bに直線 Cが交わっていると考えると、ρとqは同位角である。
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1 平蘭織何学の公選系(1)一角と平行の公理 II これから2次元箆聞について研究しよう.

1.1点竃韓'l'宙空問 I I 1.2 直輔尊重輔
[1次元惣隣 I I 直線上の2点は、動線を二つの部砂にわける。それぞれの節分を半直線というa
複線上の1点は、蜜線をこつの節分にわける“

[2次元笠鱒】
平面上の麗線i玄、平衝を二つの部分における。

[3次元空際}
笠間内の平蕗は、!l1鈎をニつの部分にわげる，

[4次元建網】 。

復調について研究する擦に、みんなが認める磁宛点を公理という。

公理はみんなで相後して淡めよう。

公議 1 どの霞業が入るだろう。

{ ない / 一つしかない / あるとは緩らない / 然数にある ) 

(1)点Oを始点とする半蕗線は

(2)点 Oを始点として点Aを通るキiI!織は

(3)点Oを通る直線は

(4)奨なる2点 O，Aを痢方通る直線は

(5)異なるS点 P，Q，Rをすべて逸る復線は

点。を始点として、 Oとは異なる点Aを過る半直線を、半窓口線OAと禽〈。

異なるこ点O，Bを陶方通る蘭線を、議室線OBまたは盤線BOと衝くot，mなどの小文字一文字
で表すこともあるe

O 

O 

O 

問題1 点Oを始点とする半臨線をたくさん繍いてみようu 点 Oを返る複線をたくさん嫌い

てみよう.

D 

C 

O 

1.3 角

主幹雪量線OXと半直線OYを総にしたものは、芸評蕗をこつの節分にわける。

久 久
学箆線UX，Oyの級と王手磁の 方を合わせたものを、角という。 LXOYまたは LYOXまたは
LOと機<0特に断りがなけれま、狭い方を考えることが多い。どちらを考えるかをはっきりさ
せて、角α'f>免bのように小文字刊文学で表すこともある.

LXQYは、元幹護憲線OXを半筆線OYにlI!なるまで、点。を中心にして寝転させた領地と考え
ることもできる.

ミド直線OXと半直線OYの絡が直線になるとさき、 LXOYを事発という。

x O Y 

学箇1線 OXと半複線OYが一致するとき、I.XOYを帯魚という.

O y x 

凋1112.LXOYと悶じ大きさの LAPBを繍いてみよう。

仁人 ¥
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次に、 c，bにαが交わっていると考えると、

qとrは関イ立角である。そして、仏 Cにbが

交わっていると考えると、 yとs，土問イ立角で

ある。ところで、合同や平行のように二つの

ものの関係を表す概念で二者が対等な場合に

は、推移律が成り立つのが一般的である。同

位角にも推移律が成り立っと仮定すれば、結

局毘1に現れるすべての角が互いに同位角と

なってしまう。このような問位角の概念など

無意味で、あろう。ニ直線が平行な場合にのみ

同位角を定義すれば、関位角の推移律の仮定

は平行の綾移律と陀様に EI然なものとなる。

α 

b 

221 

C 

図1 非平行な護線に向位角を定義した場合

3 . 4 各問題の解説と捜業の展開

1真は、点、直線、平菌、空間の概念をつかむことを目指している。一点が1次元空簡を二

つの部分に分けることのアナロジーとして、直線が2次元空間を二つの部分に分けること、平

面が3次元空間を二つの部分に分けることまで一気に説明する。雷葉で定義することが難しい

平面や空間の概念化を狙っている。[直線] [王子面] [空間}とせず[1次元空間1[2次元空間l
[ 3次元空間}としたのは、次元という言葉によって、これから新しい学習を始めることを印象

づけるためである。

問題 1は、点と半直線・直線に関する最も基本的な公理承認の基礎なす。次頁でまとめる公

理群が獲得されればよい。そのほかにも、「直線は反対向きのニつの半直線から構成されるj

線をいくら引いても王子商が埋め尽くされることはない」などにも気づかせたい。

公理1では、前貰の問題を解くなかで気づいてもらいたい公理「点Oを始点とする半直線は

無数にある」、「点Oを始点として点、Aを通る半直線は一つしかない」、「点Oを通る直線は無数

にあるj、「異なる 2点0，Aを両方通る直線は一つしかない」、「異なる 3点P，Q， Rをすべて

通る直線はあるとは限らない」をまとめておしまた、この授業案では直線上のニつの向きは

考えないことにし、直線BOと直線OBを同一視することにする。

問題2では、 LXOYを切り抜いたものかプリントと同じ紙を用意して、線分APと角の一辺

をE重ね合わせて角を作図する。劣角を考えることに限定してかまわないが、向きが問題になら

ないように角を定義してあるので、直線APに関して対称な二つの角が作図される。この過躍

で、公理2r角は、大きさを変えずに任意の位置に動かすことができる」が承認される。なお、

本授業業では、この問題に限らず一般的な市販の分度器は使用しないことにする。その第ーの

理由は、角の制度は小学校の既譲事項とはせず、図形の間転などに十分慣れてから改めて導入

したいからである。第二に、直角を 90'にする度数法l土日常生活ではよく用いられ小学校で、も教

えられているが、単位向上の弧の長さで中心角の大きさを表現する弧度法の方が合理的で、ある。

筆者は度数を数学教育から追放すべきと考え、度数が入っている一般的な市販の分度器の使用

を望ましいとは思わない。ただし、平角と直角以外の目盛りが入っていない分度器は、この限
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二つの禽の穏を次のように定義するa

LAOB+LBOC=LAOC 
C 

A 
O 

考角蛾

A

ど

/

/
功

ゾ

B

繕

¥
角

¥

隅

二つの寝室線が炎わると、角ができる。炎わる点を炎点という。

C 

D 

LAQCとLBODのように、掬かい合ったこつの角を、対E賓角という.

隠織に、 と も対頂角だ。

定理 1 対頂角の火きさは等しいe

証，~

1.4 竃輔の孝行非朝T

凋康弘平衡に纏穏を4本引いて、ミ手商を鵠冴にわけてみよう.最大でい〈つにわけられるだ

ろう.最小でい〈つにわけられるだろう。

直線ABと直線 CDが点Oで炎わっている.

A C 

-"'0 O 
D 

LAOCとLBOCが等しいとき、この二つの角を破角というa

このとき、鹿線 ABと護線 CDはき垂直だといい、 AB.ムCDと鶏〈。

直線AB.を直線CDの要最線というa

問機に、

間鑓 6.直目線tの黍線をた〈さん窃いてみよう.

A 

O 

お
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りではない。

問題3では、前頁の問題と向様に魚の移動によって角の和を作図する。子どもに間じプリン

トを二枚渡すか、子ども陪士でプリントを貸し借りさせることになろう。 LABCかζDEFの一

方を-Ji薄い紙に写し取っても作図することができる。ここでは、狭い方の角を考えることに

したが、王子角より小さい角の和が平角よりも大きくなる場合があることにも気づかせたい。

問題4では、 20cmくらいの竹畿を四本ずつ渡し、これを直線に見立てて取り組んで、もらう。

最小でいくつにわけられるかは、二本以上の直線が一致することを許すかどうかで変わる。許

すとすれば、西本の直線をすべて重ねた場合の領域数2が最小になる。許さなければ、四本の

車線をすべて互いに平行な位置に置いた場合に、最小の領域数5になる。このような事実は子

どもに発見してほしいので、教師は、問題を解き始める際に直線の一致を許すか許さないかに

ついて何も指示しではならない。わけられる最大の領域数は 11である。しかし、最大数を求め

ることで終わりにするのではなく、領域数を 10にできるか、 9はど7かなどについても調べさ

せたい。直線が一致することを詐さない場合に位相的な観点で分割のパターンを分類すると、

図2のようになる。

ただし、すべてのパターンを網羅することに重点が置かれるべきではない。いくつにわけら

れるかを考えるなかで、点と直線の様々な関係が見えてくればよい。領域数を多くするために

は直線をできるだけ多くの直線と交わらせるようにすればよく、反対に少なくするためには直

線を他の直線と平行な位讃に置くか三直線以上を一点で交わらせるようにすればよい。すなわ

ちこの問題のポイントは、領域数の多少を考える中で必、然的に点と直線の位置関係、とりわけ

二直線の交わる/交わらないの対立を意識させるところにある。そのほかにも、「交わらない二

直線ははるか彼方でも交わらないのか」、「交わった二直線はさらに別の点で交わることはない

のか」を考えることにより、直線はどこまでいっても曲がらないことや平面は無娘に続くこと

を知ることもできるだろう。

定理 1~土、対頂角が等しいことを示す、幾何単元で最初に登場する証明問題である。「毘転す

れば重なるから」などの答が出てもよいが、ここでは乎角に対する補角を用いた代数的な証明

まで到達させたい。

LAOC+ぷAOD=平角，

LBOD+ζAOD=平角，

よって、

4こAOC=ζBOD

次の頁では直角と を定義する。「同様に、」の後の下線部には、「直線CDを直線ABの垂

線という oJが入る。問題5~土、霊長線を 51 <諌習問題であると同時に、直線tと点Pが与えられ

たとき、公理3rpを通りtと垂直な直線は、一つしかない」ことを承認するための布石になっ

ている。垂線の引き方には特に決まりがない。 4の黍線に沿って紙を折ってもいいし、三角定規

の直角部分を当てて線をヲiいてもよい。直角の定義「直線ABと直線CDが点Oで交わってい

る。 4こAOCとLBOCが等しいとき、この二つの角を直角という」からすれば、目見当で垂線を

引くのも、その見当が定義を意識したものである限り立派な方法といえよう。関の中に点0，
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il!角を、下のように印をつけて表すことがある.

問題 6.直線Eと複線mが点0で護家に受わっている。 m之の点Pを通り、 Eと'"わらな

い覇軍絡を引いてみよう.何本引けるだろう.

e上にない点?をi通る直線で、箇線Eと'"わらないものは、 1*しかないa

二つの直線aとbがil!線cと交わっている.

(1) 

。)

(3) 

(1)と(3)を隠依角という.(2)と(討を緩魚という.

対頂角は等しいので、淘阻角が等しいときは錯角も等しい.

隠位角や錯角が等しいとき、重線αとbは平行であるといい、 α//bと省<.

隠鐙 6.i巨線αと獲緩.'は平行だろうか.

4(4') 

II 

問懇仇 B復線tと藤紘mが点Oで楽わっている.m上の点Pを返り、 eとヨミわらない葱織
を引いてみよう。何本~Iけるだろう.

(1) 

(2) 

10 

どんな器量級でも、自分滋身と平行だと考えることにする.

ぞうすると、数 ;I;，y，':について

x=y ， y=z 令ol::::::z

が成り立ったように、直線α，b，cについて

a/lb ， bllc '* 41fc 
が成り立つ.

ニil!;線が平行であることを、下のように聞をつけて議すことがある.

12 



中学校幾何教育力リキュラムの溝橋成 225 

(不 l~ 9~く 8* 15~_ . 

J9#~ 

|ひ|
圏2 四本の車線による平面分割の系統堕

Aがあるのはもちろん、それらの点を通る垂線がそれぞれ一本しかないことを確認するためで

ある。

問題sと問題7は、平行の定義を「二直線の同位角が等しいことJにすることを承認するた
めの準備問題である。どちらも様々な作国の仕方が考えられるが、最終的には、点Oにおける

角を点Pの位置に移せ立正確に平行線を引けることを納得させるo 問題sでは、角を移す道具
として市販の二枚組三角定規を使う。問題7も、これらの三角定規でできないことはないが、

「同位角を等しくすればよいjという認識形成を助けるために、度数目盛りのない分度器を与え

るようにしたい。あるいは、点Oにおける鋭角をもっ直角三角定規をボール紙などで作成して、

子どもに渡しでもよい。
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問題8は、同一直線の平行性について考える問題である。中学校の教科書では普通、直線が

自分自身と平行かどうかを問題にしない。しかし、高等学校では、直線は自分自身と平行で、あ

ると約束し平行の概念を拡張することになる o もしも a//aを認めなければ、平行の推移律が成

立しなくなるからであるo 本授業案では、この段階で「車線は自分自身と平行で、あるJ を認め

ることにする。二夜線が「交わらない」ではなく「陪位角が等しい」という平行の定義に立ち

返って、同位角がどこにあるかを探させるようにしたい。

第一挙活最後の真では、最初に平行の推移律についてまとめておしこのまとめは、「併進の

合成変換は併進になるJを証明する場聞などで生かされるだろう。そして、公理4r点pを通

りtと平行な直線は、一つしかない」を確かめておく。最後に、平行四辺形の性質に関する定理

2、定理3を証明する。多角形・侶角形の定義は第ニ単元で、平行四辺形の定義は第四単元で、

行う予定であるが、王子行の定義を使うほどよい練習になるため、この証明問題をここに配寵す

ることにする。定理2は、王子行の定義からすぐに示される。 Lq=ζSもさき然成り立つし、ぷρ

と4こqだけではなく隣り合う二つの内角の和はいずれも平角になる。定理3は定理 2の逆であ

り、二つの条件から rLq十ζr二二平角J を導くことによって簡単に証明することができる。

4 第二単先の教育内容・教材構成論

第二単元の目標は、円と多角形の定義をするとともに、三角形の三つの決定条件を公理とし

て承認することである。

4 . 1 線分・長さ・臨離

線分の長さと距離の概念を定義するのは非常にやっかいである。多くの教科書ではr2点A，

Bを結ぶ線分ABの長さを、 2点A，Bの距離という Jと書かれている。距離が、線分の長さ

で定義されているのであるo ただし、線分の長さについては説明されていない。一方、幾何学

のテキストでは、「距離瓦Eを線分ABの長ざという」と、線分の長きが距離で定義されている

ものもある制。この場合、距離は、距離の公理を満たすようにニ点の組を非負の実数へ対応、させ

たものとされている。

結局、雪葉で上手に説明しようとしても混乱するだけのよっに見える。本授業案では、距離、

長さ、そして正の実数などの言葉の使い分けについてはそれほど厳密、にならない方針をとる。

教科書と向じように、二点A，Bの距離とは線分ABの長きのことであると考える。ただし、

長さは線分以外のものに対しても考えられることから、その例として、折れ線の長さを比較す

る問題を出しておきたい。

また、距離の公理に対応する性費として最も大切なのは三角不等式である。これは、ミ三角形

の決定条件の一つである三辺の長さに関する制約の中で扱うことにする。

4 . 2 三角形の決定条件

一由形の三つの合詞条件は、中学校の幾何教育から外すことのできない内容であろう。現在

の教科審では、三角形の合同条件のうちの二辺とその間の角に関する条件は次のようにして説

明されている。
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ムABCとムDEFにおいて

BC=EF 

AB=DE 

4こB=ぷE

とするo

A 

B 
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D 

C E F 

いま、ムABCを移動して、辺BCを等しい辺EFに重ねる。このとき、 ζB=ζEであ

るから、辺 BA を半直線 ED の上に重ねることができる。 BA=ED であるから、点 A~ま点

Dに重なる。したがって、辺ACと辺DFも重なり、ムABCとムDEFはまったく重なる。

この説明方法は rユーク 1)ッド原論』の第一巻第4命題21)に記されたものと陪じであるが、

決してシンプルなものとはいえない。もともと直観的に、二つの三角形が合同であることは見

抜けてしまう。したがって、「辺BAを半直線EDのよに重ねることができるj ということは、

「ζ B=LこEであるから」で、はなく、三角形全体関士が震なり合うという直観から認められてい

るのではないだろうか。また、「ム ABCを移動」することを許すのならば、合同の最も碁本的

な性質である「動かしてひ臼ったり重なるJかどうかを調べてみればよいということになりかね

ない。

そこで、本授業案では、三角形の合同条件を導く以前に、三角形の決定条件を明らかにする

ことを目指す。三角形の決定条件は、三つの合同条件それぞれに対応して三つある。例えば、

コ&形の二辺の長さとその聞の角(この角は零角より大きく平角より小さな角でなければなら

ない)が与えられれば、三角形は、鏡映対称ないずれかの三角形として形が決まる。これと、

「適切な三辺の長さが与えられれば三角形の形が決まる」間「一辺とその両端の適切な角が与え

られれば三角形の形が決まるJ間をあわせて、三角形の決定条件として公理化しておく。三角形

の決定条件から、三角形の合同条件は明らかなものとなる。

4 . 3 各問題の解説と授業の展開

問題 9~土、再の定義を再発見させる問題である。問題の条件を満たすすべての点を描き尽く

すことはできないが、描き尽くした状態を理想佑して考えることは可能で、あることを確認する。

問題 10 ~土、コンパスの扱いに慣れるための練習問題である。危験な使い方をしないように注

意することも必要だろう。できあがった模嫌の多くは、豊富な対称牲をもっ図形になると思わ

れる。簡単に、鏡映対称性や回転対称性の話に触れてもよいだろう。

問題 11は、次の頁の公理5r中心がOで半筏が rの円は、一つしかない」を導く一段階前の

ステップになっている。この問題で直接、「中心がOで半径が rの円は一一一」と開いてもよいか

もしれない。しかし、「中心Oを色々な位置に変えて、半径 rも色々に変えれば、そのような円

は無限にある」という答が出ないとも娘らない。「中心がOで土手控がrの再」といえばOもr

も罰定されていると考えるという数学の世界の常識は、中学生にはまだ必ずしも形成されてい

ないと見るべきではないか。そこで、本問題のように Oとrを罰定することを明確にし、「一つ

しかない」が出やすいように問いかけることにした。そっして、公理5では「中心がOで半径

がrの円は、一つしかない」と言い切ることによって、このよつな文では Oもrも固定されて

いると考えるのだということを教えるようにしたい。

問題12は、「図形はその形を変えることなく位讃を変えることができる」の碁礎としての公
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2 平瀦幾何学の公理系(2)一線分と門の公理一

2.1 輔分円

ミド直線ABと半複線BAの共通8部分を、線分ABまたは線分BAとよぷoA，Bを線分の場点と
いう。

A 

網鰭@ 点。がある.0からの箆縄震が線分ABの後さになる点をた〈さん緩いてみよう.

。

1s 

M12.定規とコンバスを使って、線分ABと肉じ長さの線分を鎗いてみよう.

A 

(1)点Pを縮点とする線分

(2)点Qを繕点とし、点aを通る線分

(3)点況を端点とし、直線PR上にある線分

R 

Q 

15 

点。と獲さrを決めて、

(線分OPの長d)認 T

になる点Pをすべて鎮めた筒形を丹という.0を中心、?を半径 (radius)という.

降鳳 10.コンパスで、点Oをゆ心とする学寵?の符を猶こうa続けて、コンパスだけを使っ

て機搬を繍いてみよう.

O 

問題日 どの審薬が入るだろう.

{ ない / ♂つしかない /あるとは綴らない /無数にある ) 

1会

[蝿@肌臨時…問震に一例きる

護線{>挙直線も、径書館の位憶に動かすことができる.

2.2 折れ輯多角器

線分を組点が一致するようにつなげたものを‘折れ線というe

c A¥¥U 
D 

G Iι>H 

， 

関経 13 振れ線ABCDEと摂れ線FG闘では、どちらが長いだろう.e盛りのある定幾で獲さ
を滋らずに、比べる方法を考えてみよう。

16 
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理6r線分は、長さを変えずに任意の位謹に動かすことができる」を導くための準備問題であ

る。問題文には「定規とコンパスを使って」とあるが、ここでも定規は直線を号|くためだけに

用いて目盛りは潟いないことにしたい。 (1)の「点Pを端点とする線分」は無限にある。 (2)の「点

Qを端点とし、点Rを通る線分J!土一つしかない。 (3)の「点Rを端点とし、車線PR上にある

線分」は向きの異なるものが二つある。

問題 13は、コンパスを用いて折れ線の辺の長さを写し取り、それを二つの折れ線ごと一直線

上に移してゆくことによって、折れ線の長さを比べることが可能になる。公理Bを使う開題で

ある。この意図からいって、例えば折れ線を辺ごとに鋲で切り離して一直線上に並べるなどの

解答も歓迎すべきものである。しかしこの場合も、コンパスを用いて同様のことができること

を伝えるようにしたい。

次の頁ではまず線分の和を定義し、和が定義されるときの線分の長さの関係について扱う。

次に、折れ線は頂点と辺からなることを説明し、閉じた折れ線を定義する。問題 14は、辺の数

が六、五、四、三、二の関じた折れ線を描いてもらい、次の多角形の定義につなげる問題であ

る。辺の数が三以上の場合にどの辺も交差しないように描けば、一般に知られた多角形が得ら

れるo しかしここでは、辺が交差するものや辺の一部が完全に震なったもの、あるいは始点と

終点以外の頂点も一致するような閉じた折れ線なども含めてたくさん描いてもらうようにした

い。そのような閤形との比較によって、閉じた折れ線が多角形になる条件を導くのである。

次の貰では、多角形を定義するとともに、多角形の対角線、内角、外角を説明する。 n角形の

対角線の数を求める問題などの、発展的な問題を出しでもよいだろう。教科書では、多角形と

いうときは凸多角形のみを考えるのが普通のようであるが、これは必然的理出をもたない。凹

多角形を含めて多角形と考えることにする。ただし、凹多角形を考えた場合、平角より大きな

内角に対する外角をどう考えるかが多少商慨になる。ここでは、「内角とたして平角になる角J

を外角と定義したので、四角に対しては「負の角」が外角になる。角の向き、したがって正負

の魚については扱っていないが、正負の数との対応で説明することにしたい。

問題 15は、三角形の三つの決定条件のうちのこつ、「三辺が決まるJr二辺とその聞の角が決

まる」を導くことを目指している。 (1)は、二辺だけが決まっている三角形は一つに決まらない

ことを理解する問題である。舟角ぷA!土、零角より大きく王子角より小さい任意の角にすること

ができる。線分BCは、 2cm<BC<12 cmの範囲を動くことができる o 時趨では「線分BCの

長さは最大で何cmだろう。最小で何cmだろう」と聞いているが、長さの最大儀・最小値は「存

在しない」が正解になる。 12cm、2cm!土、正しい数学服語でいうところの上限・下隈になるo

存在しない最大値・最小値を問うことを避ける向きもあるかもしれないが、これらが存在しな

いような集合を考えることのできるこの機会を積極的に意義づけたい。「線分BCの最大儀・最

小値はないが、 2cmより大きく 12cmより小さい長さをとる」のようにまとめられればよい。

(2)は決められたこ辺の聞の内角ぷAを、 (3)は第三辺BCを、それぞれ適切に決めれば三角形

の形が決まることを確かめる問題である。なお、いずれも、直線ABに関して対称な位置に向

きの異なった二つの三角形が可能である。

次の頁で、三角形の二つの決定条件を公理としてまとめておく。公理7の下線部には「零魚

より大きく王子角より小さい」が入札公理8の下線部には、 rIAB-ACIより大きく AB+AC

より小さい」が入る。開題 16は、公理7r三角形の決定条件(l)Jを使う練習問題である。ムOXY

i土、劣角に限定して考えてよい。ムOXYを、 OニAで、 oxあるいはOYがAB上にくるよう
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直線上に3点A，8，Cがこの廟にあるとき、 AC=AB+BC と定磯する II 次の二つの条件をみたす閉じた折れ線を、多角形という。

A 

このとき、 ACの長d=ABの長さ+BCの長さ になる.

折れ織には、頂点と辺がある.

点A，8，C，D，E，をE震点という。
線分AB，BC，CD，DE，を辺という。

C 

¥トJ
D 

折れ線の始まりの濁点を始点、終わりの磁点を終点という.

始点と終点が}致する折れ線を、閉じた折れ織という。

問飽 14 辺の数がそれぞれ次のようになる、湖じた折れ線をたくさん機いてみようe

(1)辺が六つ

(2)辺が五つ

(3)辺が包つ

(4)辺が三つ

(5)辺がニつ

17 

2.3 互角形の決定条件

間魁 15.線分ABのf還さが70mのムABCを、たくさん織川てみよう.

(1)線分ACの長さが50mのd.ABC

5= 

A 70m 

ムABCの内角LAを、できるだけ小さくしてみよう.また、できるだけ大きくしてみよう。

線分BCの憂さは銀大で何omだろう.費量小で侮omだろう.

19 

(1)どの辺も、頂点以外では突わらない.

(2)どの頂点でできる角も、平角や等監角ではない。

(3)どの環点からも、線分が二本しか出ていない.

辺の数によって、三角形、四角形、五角形、・"という。頂点を並ペて、三角形ABC、四角形

PQasなどという。特に三角形i之、d.ABCのように書く.

多角形の漢点から、 8分自身と問機以外の頂点に引いた線岬を、対角織という。

ぷご::::'c d 
G 

多角形の、口のついた角を内角というoLA，LB，LC，LD， などとき侵すことがある。

ぷ~c 口
G 

多角形の、内角とたして平免になる角を、外角という.一つの内角に対して、外角はこつある.

ぷく心
18 

(2)線分ACo;設さが50mで、内角LAの大きさがLXOYと凋じd.ABC

50m 

く二

A 7= 

20 
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な位霞に移せば題意の角が得られる。そのように移すためには、ム OXYの三辺を用いて三角形

を描けばよい。

問題 17は、三角形の第三の決定条件を導くための問題である。まず、点Cを線分AX上では

なく半車線AX上にとるので、内角ζBI土、零角より大きく平角-LこAよりも小さな範圏を動

く。点、Cを半直線AX上のいくらでも速い地点にとれること、 AXとBCが限りなく平行に近

づくが決して平行にはならないことなどに気がつくだろっ。また、平聞が無眼の彼方まで続い

ていることにも改めてふれたい。

次の頁の公理 9r三角形の決定条件(3)Jは、「一辺とその両端の角が決まれば三角形が決まるJ

というものである。厳密には、「ぷAとζBがともに零角より大きく平角より小さい角で、その

和が平角より小きくなければならない」という但し書きが必要となる。しかし、ここでは省略

した。角の大きさに関する条件を明らかにすることは、次の定理4を証明することと同じだか

らである。定理4の証明では、各内角を切り取って平角になるょっに並べ直すのも悪くはない

が、最終的には、錯角・河位角を利用した証明まで到達したい。すなわち、例えば、点 Bを通

る辺ACに平行な直線と、半直線ABとを号|いて、内角ぷA，ζCをζBの外角の位置に集め、

内角の和が等しいことを説明させるようにしたい。このとき、「三角形の外角は、それに隣り合

わない二つの内角の和に等しい」こともわかる。

問題 18I土、 η角形の内角の和を求める問題である o 多角形を適当な対角線で、三角形に分割す

ることにより、内角の和を求める。

5 今後の課題

今回提案した第一単元・第二単元は、北海道地区数学教育協議会の札幌中学校サークルに所

属する中学校教員のみなさんにも検討していただき、授業実践に耐え得るレベルを自指して改

良されてきた。高校受験との関係から中学校において教科書に沿わない授業に取り組むことは

難しいが、彼らとの共同作業により実験授業を行って教育内容と教材構成について吟味し、中

学校幾何教育カリキュラムの再構成を目指すことが今後の課題となる。

[付記]本研究は、北海道大学教脊学部教育方法学研究室数学教育研究グループの共同研究の

一環である。特に教授プログラムの作成に当たっては、高橋の原案をもとに、グループ。の須田

勝彦(北海道大学大学院教育学研究科)、村守陵男(北海道大学大学説理学研究科)、石川高行

(北海道大学大学院教育学研究科博士後期課程)とともに何鹿も議論を重ねながら修正を加えつ

つ、教育内容・教材構成の論理についても検討してきた。今回、その成果のうち、中学校幾何

教育カリキュラム再構成に関する大まかな理論編と第一・第二単元の解説の部分を、高橋がま

とめた。
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(3)1療分ACの長さが5cm"e，線分BCの獲さが4，mの6ABC

50m 

"m 

A 7= 

21 

1!ll1l17. !是さが7聞の繍分ABt.，学褒線AXがある.AXょに点Cをとって、 AABCをたく
さん織いてみよう。

x 

A 7cm 

dABCの内角LBをできるだけ小さくしてみよう。また、できるだけ大雪〈してみよう。

23 

公理 7 角形の決定条件。}

辺ABの設さと辺ACの長さが決まっていても、.o.ABCの形は決まらない.

LBACの大きさが、

L>AB口の形が淡まる。

公環 8 三角形の決定条件(2)

大きさに決まると、

辺ABの長さと辺ACの長さが決まっていても、d.ABCの形は決まらない.

辺BCの長さが、 獲さに決まると、

sABCの形が決まる.

倒題 16.定規とコンバスで、ぷXOY""，LBACになる、 LBACを作溜しよう.

く二

A 

22 

ど九
定蕩 4 三角形の内角の粕iま平角である.

証瞬

湾寵1.次の多角形の内角の和を求めよう.
(1)凶角形

(2)五角形

(3)π角形 (nは3以上の護数)

24 
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1)このような見解は板倉聖笈の次の見解に学んで、いる。「教育自擦は、『子どもたちにどういう課題を与えた

ときにどのように考えることができる子どもを育てようとするのか』という形で提示するのがもっとも具体

的となるであろう。こうなると教育目標を明確にするというのは、結局授業警の問題若手をつくることと問じ

ことになってしまう。つまり、教育目標が明確になるということは問題ができるということであり、将題が

できるということは教育沼擦が具体化されるということなのである」。板倉塗玄「授業警のっくり方J (仮説

実験授業研究会編 f科学教育研究』第2舟、国土柱、 1970年)10室。

2)北海道大学教育学部教育方法学研究家 r教授学の探究』第17号、 2000年、および第18号、 2001年。

3)中学校学習指導要領の数学編では、教える内容を 'A 数と式J'B 図形J'C 数議関係」の三つに分

類して示している。ここでいう幾何分野とは 'B 図形」のことである。

4)北海道地区数学教育協議会・算数プリント編集委員会編 W[新訂] 3年算数たのしい学習プリント』共同文

化社、 1992年。

5)北海道地区数学教育協議会・算数プリント編集委員会編 W[新訂] 4王手算数たのしい学習プリント』共向文

化社、 1992年。

6)前悶輪音「合同変換の授業プランとその授業記録一一『鏡による図形の移動』の改訂一一J (北海道大学教

育学部教育方法学研究室『教授学の探究』第12号、 1994ip)。

7)前回輪王苦「授業主奪Tホモセティー』と授業記録一一幾何教脊における相似変換の指導の一環として一一J (北

海道大学教育学部教育方法学研究室『教授学の探究』第12号、 1994年)。

8)須田勝彦・久蔵宏幸・関野勉「授業主き f鏡による図形の移動』と授業記録(北海道大学教育学部教育方法

学研究集『教授学の探究』第8号、 1990年)。

9) F. クライン「エルランゲン・プログラムJ(r現代数学の系議7J共立出版、 1970年)277…278 Ji参照。

10) H.S.Mコクセタ_r幾何学入門』第二版、明治図書委、 1982年。特に第三索、第五撃を参照。

11)筆者は先に、行列を用いた代数的手法によって平面上の相似変換群の分類を行った。拙稿「ユークリッド

平留における相似変換の表現行列と構造についてJ (北海道大学教育学部教育方法学研究室『教授学の探究』

第14号、 1997ip 3 y:j)参照。なお、合同変換群の分類を扱った最近のテキストとして、岩堀f是慶「初学者

のための合同変換群の話一一幾何学の形での群論演習一一J現代数学柱、 2000年がある。
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