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量の測定にもとづく数(自然数，分数)

概念の導入について

一-B.B.ダヴィドフの実験プログラムから一一一

土井捷三

Introduction of Number Concept through the Measurement of Quantity 

Shδzo Doi 

概要

B.B.ダヴ、ィドフの一般化潔論にもとづく数学教育の呉体的な展開過程を分析した。

かれの研究における1. 量概念の指導， 2. Ei然数概念の主導入， 3. 分数概念の導入，について

検討し，それらが，まだ， r体系Jにまで笈っていない ζ とを指摘した。
さらに，それらと我が国における数学教育協議会の援起する指導体系との比較も行なった。

第0章諜題の設定

RB。ダヴィドフは，伝統的教授学が感覚論的認識論を蕊礎にしているが故に子どもに理論的思

考を形成する内容と方法を解明するに変っていないと批判しつつ，感覚論的「一般化と拾象Jにでは

な心理論的一内容的 f一般化と抽象J!乙益礎をおいた教育内容編成論の構築を提起している1)。で

は，理論的一内容的「一般化と鏑象J1[.もとづいた内容編成論とはどのようなものか。 B.B.ダヴ

ィドフによればそれには二つの段階があるという。

「研究される全体的なもののあらゆる特質の統一的源泉，発生的基礎として，全体的なもののい

まだ発展せざ、る『細胞~ !ζ関する概念の作成J の段階と「始象的な本質 cr細砲~)からの，いまだ分割

されざる内部的関連からの具体性への，発展していく全体的なものの諸側面の多様性の統一への，上

昇jの段階とであるの。

さて， ζの小論の第一の課題は，彼の理論的一内容的 f一般化と徳象Jによる教育内容編成の

具体的実現を解明することにある。いいかえるならば，数学教育iζ関する実験プログラムの呉体的腹

開過程と指導過程とを考察する ζ とにある。

第ニの課題は，ダヴィドフの数学教育の f体系J(まだ，体系というまでにいたっていないが)と

数学教育協議会(以下，数教協と略)が提唱する数学教育の体系との違いを浮彫りにすることにある。

即ち，上記の教育内容編成論にもとづくダヴィドフの数学教育の f体系jは

量ま → 数

(等一不毒事関係と力繭) (自然数→分数〉
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というものでありお， ζれが，数教協の f援を基礎iζJする数学教育の体系と同じなのか，違う

のか，という乙とを明らかにしようとする乙とである。 ζれは，ダヴ、ィドフの理論と数教協の理論と

の表面的な比較による一致の主張4) ~ζ対する反論にもなるだろう O

80B。ダヴィドフは，低学年兇議の学習可能性の問題を解明しようとし， ζの研究課題lζ 「学習

プログラムの構成と再構成5)Jの見地から接近しようとする。それは，従来，思考心理学が採用して

きた研究方法に 180
0 の転換をもたらすものである。彼の研究方法，仮説，さらに「発達」論などの

検討も重要な課題ではあるが，それらについては他日を期したい。

<注>

1) B. B.ダヴィドフトイ没化の滋論と教授のフ。ログラミングJcr教科内容の現代化j所収)
2) B. B.夕、、ヴィドフ「教授一学習における抽象的知識と具体的気織の栂互鑓係の問題によせてj閣代

教脊科学J誌、Nu178，1972， P.120， P.121， 
3) 方程式の指導，乗法の指導など部分的な試みがあるが，体系化にいたっていないo

4 ) 注1)の論文lと対する解説のなかで柴田義松氏は次のようにいう「乙 ζには水道方式の選礎建論を教科

内容の現代化そおしすすめていくうえでの基本的な方法を示すものとして積極的に評倍してきた章表者の

考えが，姿約的に主主べられているJ(r教科内容の現代化JP.106)

5) BoB.ダヴィドフ「教授一学留における一般化の諸形態J1972， P 374 

第1章量の理論

ダヴィドフの実験プログラムでは数学の学習は，数からではなく，設の概念から腸始されるo そ

れは，量が一般で，その特殊が数という ζ とからである。それでは量が一般で，その特殊が数となる

というそのような量とはどのようなものであろうか。

彼は「知識習得の年令的可能性jの中の一節「量概念と学校数学課程における量の位麓llJの中

で，A，fLコ JレモゴロフとB。φ.カガンの量獲論を紹介しているが，彼の量理論はかれらのそれに依

拠しているといえる o そζで，カガンとコルモゴロフの量環論を述べ，ダヴィドフはそ乙からどうい

う結論を導いているかを述べよう。そうすれば，彼の量にたいする考え方，さらに，数の前iζ量概念

の学習を先行させた理由等が，判明するであろう。

第 1節カガンの量理論 2)

「集会は，その任意の要素AとBにたいしてAは B~ζ等しいか， Bより大きいか，小さいか

を確定することを可能にする基準が確定される時にのみ議になるj

f比較の基準を確定することによって我々は集合を議へと実現するj

[公準 1-V班を満たす比較の基準が確認されるようなすべての集合は蚤とよばれるj

公準 1~VlIIとは，く等>く大><小>の概念の次のような性質をいう。

1. 少なくとも次の関係の一つが生じる。 A=B， A>B， A<B， 

II. もし， A=Bという関係が生じるなら， A<Bは生じない。

III. もし， A=Bなら， A>Bは生じない。

N。 もし， A=Bであり， B口 Cなら， A Cである。

v. もし， A>ちであり， B>Cなら， A>Cである0
1ι もし， A<Bであり， B<Cなら， A<Cである。

VIL 相等は対称的である A=Bという関係からいつも， B=Aである。

- 118 -



量の測定にもとづく数(自然数，分数)概念の導入について

VIII。 相等は反射的である;検討されている集合の要素Aがどのようなものであろうとも，

A=Aである。

以上が，カガンのいう比較の公準である。

「自然数列は，個々の数によって占める位置(ある位置を占める，その次の位霞を占める，

それに先行する位畿を占める)のような比較の基準の見地からすると公準を満たしており，それ

故，量である。j

カガンの量理論をまとめると，比較の公準 I-VIII(等・不等関係，推移律，対称、律，反射律)

を満足するような比較の基準(現実の諸側面)が確認される集合は議である，という ζ とになる。

第 2節 コルモゴロフの薫環論串

次iζコJレモゴロフの量理論lζ移ろう。夕食ヴィドフはコルモゴロフの最理論lζ移るにあたって次の

ように述べている。 rB.也カガンの公準には<(<出>， <>>， <<>:d>の符号によって定着され
ている二つの要素の関係だけが登場する一一 ζζでは ζれらの要素に対するどのような操作も述べて

いない。それと同時に， A.日。コ Jレモゴロフによって与えられた公理論の中には比較可能性だけでな
く，加法一減法の性質もふくまれているJとo

コJレモゴロフiζよ:tuま
「援の概念は数学の発達とともに一連の一般化を乙うむったJ

f最初の蚤の概念(正のスカラー最)はユークリッドの『原論』の中で定式化された，

この最初の概念は長さとか，面積，体積，賞最等のより具体的概念の直接的一般化である」

「すべての同種の最の体系の中で(すなわち，会ての長さの体系，すべての面積の体系，す

べての体穣の体系の中で)不等の関係が設定される;同種の量 aとbは a出bか.a <bか，

b<aのいづれかである。また，長会，扇積，体穣，の場合，各々の量に対して加法操作の意味

がどのようにして設定されるかもよく知られている。考察されている間種の量の体系の各々におい

てa< bという関係と a+ b 需 C という操作は次のような性質をもっている。
1) a， bがどのようなものでも，次の三つの関係のただ一つが生じる a= b， or a <b. 

or b <a 

2) もし， a<b， b<cであれば， a<cである(関係の推移性)

3) 任意の二つの愛a，b にたいして，一義的に規定された議 C 口 a+bが生じる。

4) aトb=b+a(加法の交換法員IJ)

5) a + Cb + c) ( a -トb)+ c (加法の結合法則)

6) a十 b>a (加法の単調性)

7) もし， a>bであれば， b十 c=aとなる量 Cがただ一つ存在する(減法の可能性)

8) 最a，自然数nがどのようなものであろうとも. nb aとなる議bがある。

9) 議aとbがどのようなものであろうとも， a< nbとなる自然数nが存在する。

i①もし，量の系列 al<a2くh ……<…-・・<b3< b2< b1が， 適当広大きな自然数nを

とれば，任意の議 Cにたいして bn-an<cとなる性質を持っているならば，すべての an

より大きしすべての h より小さい唯一の量xが存在する。(連続性の性質)

さらに， コノレモゴロフは云う。

r 1) -10)の性質は，iEのスカラー量の体系の現代的概念をことごとく規定している。もし，
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ζのような体系において測定の単位としてなんらかの議乏をえらべば，体系の残りのすべての量

は，一意的iζ次のようなかたちで表現される。

a =aL (a;正の実数)J

f正の実数の体系が上で枚挙された性質 1)-10)を満たし，すべての実数の体系がスカラー量

のすべての性質をもっているが故に実数そのものを量と呼ぶ ζ とは全く法則的である。……次の

ような見地もより論理的である;長さ，体穣，等々の援と開じように数は変量であり，定量であ

る。J

以上がコルモゴロフの量(スカラー最)の概念である。

ダヴィドフは，カカ。ンの公準とコルモゴロフの公環論を比較して次のようにいう，

「カガンの公準とコルモゴロフの公理論の 1-2の性質の比較は，公狸論で衛単lζ表現されてい

るが，公準において体系的lζ展開されている，といえる。しかし，そのほかに公潔論は加法の遂行可

能性と一義性，加法の交換性と結合性，単調性および減法の可能性と結びついた量の一連の重要な性

質をふくんでいる。 j

第3節 ダヴィドフの量理論とその批判

以上が，カガンとコルモゴロフの量理論であるが，ダヴィドフは ζれらの量潔論(カガンの公準

はコノレモゴロフの公理論にふくまれる)からいかなる結論をひき出しているかをみよう o

1) 乙れらの性質は正に議(庄のスカラー量)を特徴づけている。

2)公理論では量のあらゆる性質が数以前に採用され，検討されている。従って i)数儲化する

前lζζれらの性質から現実の長さ，体穣，重さ，時間などを操作するζとができる。 ii)量の

性壁の依存，等から不等への移行，加法(その中で交換法郎と結合法員Jjを指導)など複雑な変

換を行なうことができる(量を文字でおきかえて)。

3) 自然数の概念は公潔8においてはじめであらわれる。 ζの公理は除法の可能性を導びいてい

る。自然数は最の<除法>によってもうる ζとができる。

4) 自然数，分数，実数自身が量である。

5) 上述の資料は自然数も実数も量やその若干の本震的な性質(1-7)に強屈に結びついてい

ると結論することを可能にしている。あれζれの性震が量関係、記述の数形式が導入される以前

に，子どもの特殊的な学習対象になりはしないか。

乙れらがダヴィドフがコルモゴロフの量潔論からえた結論である。 ζれらの結論について若干の

検討を加えておζ う。

第一iζ，ダヴィドフの量の考え方はA.日.コJレモゴロフの量潔論iζ依拠しているといえる。

第二iζ，銀林浩氏もコ Jレモゴロフのような議理論を展開しているのだが 4)彼は ζの環論を一般論

と云い，その分析を一歩進めて，量の「質Jの違いを指摘し，議の体系を整備するにいたっている

( o<aなる aの中に最小のものがある場合，分離量， o<aなる alC最小のものがない場合，連続

量，連続量の中でAnB口 φなら m(A U B) = m(A)+ m(B)が成り立っとき mを外延長室といい，

そうでないとさ m を内包量という)。しかし，ダヴィドフの分析は，乙の一般論にとどまっていて，

それ以上に進んではいない。

第三iζ，ダヴィドフは2)で「公理論では量のあらゆる性質が数以前lζ採用され，検討されている」

といっているが， コルモゴロフは盆の一般論を述べているのであり，設を文字で表わし，その間の関
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係を論じるのは一般論を論じるにあたってとる常套手段である。にもかかわらず，そのことかられ)数値化

する抑ζ・・操作することができるJといういわば教育内容の構造にかかわる結論を導いているのは現代科学の

構造と教育内容の構造の層の違いのを無視した結論ではあるまいか。さらに. 3) r自然数の概念は公
理8においてはじめであらわれる。……自然数は援の<除法>によってもうる ζ とができるj と公潔

8を理解しているのであるが ζれは間違いではないか，公理8は3となるbがあるという ζとで a
が幾等分もでき，無限分割が可能であるという ζ とを述べているのであって，自然数の概念を規定し

ているものではない，自然数ははじめから前提されているのである。従って，乙の公理は自然数は議

の測定でえられるという ζとをいっているのではなんらない。最後に，これらの ζとから. 2) 3) 

は結論されないという ζ とがわかった。従って. 5) もはなはだあいまいなものとなった。 ζれらの

考察からコlレモゴロフの量E理論から導びいたダヴ、ィドフの結論の中で1)と 4)が残るだけとなった。

<浅>

1) B. B.ダヴィドフ「知識習得の年令的可能性J1966ら P.116-P. 126. 

ζζでいう量とはロシア語で B却問削aといわれるもので，数学の対象反侠性の慈味で使われる

KOJlH'IeCTBOとは異なる。

2) B.φ.カガンの議潔論は注1)の論文より引用した。

3) 人民 コノレモゴロフの蚤理論は注1)の論文と「量CBeJlH刊日a)JB.C.9.所収より引用した。

4) 銀林浩 f:!i註と数学教湾Jr量と構迭j所収，国土社。
5) 潟村泰雄「教綬学研究の方法論的諮問題JCその1).北海道大学教湾学部紀婆第19号， P.lO， 

第2章量概念の指導(第l学年前期)

ダヴィドフは前章でみたように，コ Jレモゴロフlζ依拠しながら「最は一般で数はその特殊な種類

であるJと述べている。他方，彼は教科内容編成原理として「研究される全体的なものの，あらゆる

特質の統一的な源泉，原初的な関係から派生的な個別的な特殊的なものを導き出すJという一般化論

を緩関している。 ζの一般化論の数学教育への適用が，議の一般的性格の学習が数の学習より先行し

て始められる所以である。

第 1節 「量概念導入のプログラムJの内容

乙の部分の実験プログラムはよく研究され，何圏かの改訂が行なわれている。「量概念導入のプ

ログラムjがはじめて実施されたのは1960/61年(モスクワ第91番学校)であったがり， 1964/65年

までの5年期に実験授業が都市部，農村部(モスクワ， トゥーラなど)など17学級で行なわれ， 1964 

/65年には第 2閉の改訂が行なわれている。近著「教授一学習における一般化の諸形態J(1972司王〉

で述べられているものは，少し加わったと乙ろもあるが，ほぼ1964/65年のものと向じである。

ζ こでは， Iまぼ確定したと思われる1964/65年の実験プログラムを記載することにする 2)。

~ 1 物を等しくするζと(長さ，体積，重さについて)，および，物のセットをつくる ζと (6授業)

。物と物を相等化する実際的課題， セットづくりの笑際的課題

。{何について等しくするか，何についてセットづくりをするか，その特徴をコトパでいわせる。 Cf長さにつ

いてJ，f重さについてj等)

乙れらの課題はいろいろの教具を使った次のような作業の中で解決される。

(1) f-について， ζの見本と符じj物を選択する作業。

(2) 言われたパラメーターについて見本と「同じj物をつくる作業。
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~ 2 物の比較と，比較結果を等式，不等式によってあらわす。(14-16授業)

1. 物を比較する課題。

2 比較結巣の言葉による表現 crよりおおいJrよりすくないJrひとししリの用語)等号，不等号の使用
c>. <. =)0 

3. 比較結果を絵で表わす，つづいて線分で表わす。

4. 比較する物を文字であらわすc1年前期はロシア文字，後期にはローマ字)。

比較結果を式で表わす。 A口 B.A<B. A>日。

5. 比較結果は f等ししリか「よりおおいjか fよりすくないJかのどれかの 1つであるo

ζ の~ 1. ~ 2の部門の基本的課題は，教具をつかつての行為にもとづいて，子ども自身拭

定の関係をもっている対象の三つのパラメーターを抽出できるようになる，という ζ とにある O 子供

は物理的対象をつかって ζれらのパラメーターの抽出の方法を習得し， ζの関係を記述する記号(<.

>. =)を習得するようになる。ー速の中間段階を介して児童は特殊な数学的「対象jを構成し，そ
の性震の学習へと進むのである (ζ の対象とは，抽象的に表わされた等ー不等関係である。〉

~ 3 等式，不等式の性質 (10授業)

1. 等式の対称律，反射律。

A=BならばB=A.A=A 

2. 不等式では，右辺と左辺号をとりかえると，不等号の向きが変わる ζと。

A>BならばBくAなど。

3. 寄与式，不等式の性質としての推移律。

A=B，. B間 BならA=B. A>B， B>BならA>B AくごB.BくBならA<B
4 教呉を用いた学習から，文字式だけの等一不等関係の学習への移行，上認の等式，不等式の性質の知

識を必婆とするさまざまの諜題の解決(たとえば rA>BでB=ぉCという ζとがわかっています。 Aと

Cの関係はどうなりますかjといったタイフ。の課題の解決〉。

~ 3の目的は，等一不等の表現の一定の体系内で量の本来的な性質を知る ζとにある。乙の場合

児童設は関係を物的教具でみつける ζとからはなれ，

で，かつ…ならば，ーであるJ)。

~ 4 加法と減法の操作 (10授業)

1. あるパラメーター(雲監さ，長さ，体稜など)についての物の変化の観察，増減をヘーの記号で表わ

す crプラスJr7イナスjの用語)。
2. 右(またはfr.)辺lζ変化をくわえて，まえにつくった等式をくずす，等式から不等式への移行(乙の

移行と加法の性質としての単調性が関係づけられる〉。

一論理的次元へ移行していく (fもい…

A=BならばA+K>B.A=BならばA-K<B.

3. 新しい等式への移行の方法 cr差iζ等しいものjを加えると等しくなるとの原則を用いた不等式から
等式への移行)0 次のような式の学習。

A=Bなら A+K>B しかし.A+K=B+K 

4. 等式から不等式へ，不等式から等式への移行のとき，加法，減法の操作の適用を必婆とするさまざま

の課題の解決o

~ 4の目的をダヴィドフは次のように説明している. f児童は，援の異体的な値の変化をみつけ，

新しい値と古い値を比較し， ζの比較の結果を『増加』と『減少j として意味づけ，それらを r+J

と r-Jの記号で記述し，等一不等の性質と結びつけ，加法と減法の操作によって等から不等へ，不

等から等へと移行する ζ とを学習するJ。
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量の測定にもとづく数〈自然数，分数)概念の導入について

~ 5 加法(減法)の操作によってA<Bタイプの不等式を等式に移行させるとと。 (25--30授業)

1. 乙のような移行を求める諜題の解決。比較する 2つの物の量の差の値をきめる必要性，乙の差の健が

未知のときにも， x (rエックスJ)を使って等式を表わせる ζと， xの使い方。3)
次のタイプの式をかく。

AくBなら A十x=B， A>BならA-X口 B

2. Xの値の決定， ζの伎を式lζ代入する。カッコの学習，次のタイプの式を書く。

A<B 
A十X=B

X=B-A 
A→ト(B-A) 坦 B

3. 上のような操作を必要とする文章趨の解決

~ 5では， f量の不等はそれらの差である具体的な値の規定によって止場される，という状況の解

決へとみちびく o ζれはもっとも単純な方程式である。加法の操作と減法の操作の結びつきについて

も認識が深められる。

~ 6 等式，不等式の加減，代入(授業数不明)の
1. 等式，不等式の加法とi減法

A=Bで M=Dなら A+M口 BトD

A>Bで K>Eなら A+K>B十E

A>Bで B=rなら A土B>B土r

2. 量の値をいくつかの伎の和でおきかえる ζと，次のタイプのおきかえ。

A=B 

B=E+K十M

A=E+K+M 

3. 上のような操作を必要とする文章題の解決。

~ 6では， ~ 5までのものを総合し，援の具体的な値を若干の加算の和によってかえる乙との可

能性，議の表現形式の他の形式への交努の可能性などが解明される。 ζのζ とによって加法の交換法

則と結合法良IJの学習のための前提がっくり出されるのである。

第 2節授業過程と若干の問題点

乙れまでは「量概念導入のプログラムJとそれぞれのセクジョンの包的について書いてきた。次

lζ授業過程について述べよう。授業過程については，駒林邦男氏による詳しい報告 5)がなされている

ので，こ乙では重姿と思われる部分i)等号，不等号の導入， ii)文字と文字式の導入， iii) f十Jr-J 
の導入， iv)Xの導入とその解誌について述べるにとどめよう。

等号，不等号の主導入

等主ま，不等号の導入は， ~ 2， 2で行なわれる。くよりおおい>くよりすくない>という用語が

導入されたあと，等号，不等号が教えられる (fここJfチJf> J f<J)。ある徴表(重さ*，き，体積
など)によって対象を比較すると，それは，ひとしいかひとしくないかである， ζれは特殊な記号

f =J， fチJによって記述する ζとができる，といって等号が導入される。しかし，あとの記号は

正確にする ζとができる，ある対象が他よりくよりすくない〉かくよりおおい〉かのいずれかである，

それにはそれ自身の記号がある， これ r<Jとこれ「二>Jである，といって，不等号が主導入される。
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そのあと，児童設は，比較の結果を ζれらの記号によってすべて記述するととができる ζ とを学ぶ。ま

たζれらと問時に， 1左から右へJという規則も教えられる。たとえば， ζれは乙れよりすくない，

というときには，tとから右へむかつて規定しなければならないというものである。以上が，等号，不
等号の導入である。

ii )文字と文字式の導入。

文字式による関係、の表示は二つの中間段階を介して行なわれる。第一の段階は，絵をえがいて比

較結楽をあらわす段階である(等号，不等号もかき ζむ)。

口 口 口く日
第二の段階は，比較結果を線分で表わす段階である(線分のバリエーションとして正方形小丸なども

使われる)。

ロ
円
U

¥
〉
/

h
l
l
l
u
 

>1 

口 >1 
第1段階から第2段階への移行は，重さの比較，音の大きさの比較では ζの結楽を絵であらわすこと

はできない，絵ではあらわさず，線分であらわそう，という乙とから ζの移行はなされる。次に絵や

線分の代わりに文字が使われ，文字式による関係の表現が導入される。文字の使用の説明は次のよう

になされる.同じ徴表(たとえば，重宝さとか，長さ)の比較結果をさまざまなしるし(線分とか小丸

とか正方形)によってあらわす乙とができる ζと，さらに，乙れらのしるしは，所与の対象の撃さ，

体積などが他の対象の重さ，体積などと比較していかなるものかを述べていること， ζれらを思い出

させたあと，教締は，しるしの選択は自由なのでいろいろなヲこどもたちでいろいろなしるしがとられ

ている(あるものは線分を，他のものは小丸を)，それはよいのだが，みんなが閤じしるしを使った

方がもっとよい一一 ζのようなしるしとして人々は文字を見つけ出したのです，と文字の使用を説明

する。次に，分銅とレンガの重さの比較を例にして文字式が導入される。 ζれは次のようになされる。

分鍛とレンガ、の重さを較べよう，分舗の君主さはAの文字で， レンガの重さはBであらわす ζとにしま

す，といって，黒板iζIA……BJとかく。しかし， AとBの2つの文字は閉じ大きさです， 乙の点

で他のしるし，たとえば，小丸，正方形などとはちがっていますね，さて，考えてみましよう，r分銅

の黍さがレンガの重さよりおおきい，という ζとがわかっているなら， この記述 (1A……BJ)をど

うよんだらいいだろうかJ1分鋸の君主さAはレンガの重さBよりおおきいJ，そ ζで， 1よりおおきいj

という記号がぬけている乙とを確かめてから「……Jの所に I>Jをいれる (A>B)。再び， ζの

記述を読ませる f分銅の重さAはレンガの重さ Bよりおおきい」。

次lζ分鍋とレンガを取り替え， レンガの方を議くする。 A<Bの式が作られ，意味を児議が説明

する。

次lζ間じ対象であるが他のパラメーター(体猿)によって比較がなされる。このとき，分銅の体

積Aはレンガの体穣Bより小さい (A<B)。

何閤かの授業で開じような作業がわずかの文字 (A，B， B， Jl )をつかって新しいパラメータ

ー(音の‘大きさと長さ，図形の函積など)について行なわれる。最後に，比較の結果はA=BかA>
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BかAく Bかのどれかの lつで表わされる ζ とを遊びをもちいた課題でみちびかれる。

ζのようにして文字式による関係の表現の指導は終る。

iii) r + J r一」の導入
r + (プラス)J r -(マイナス )J の記号は~ 4， 1で導入される。まず，第一段階で何らかの

パラメーターで対象の変化が示される。器の水のかさをかえたり， レンガの童まさをかえたり，生活経

験を例にしながら， rζ れだけであったものが，乙れだけになったJという変化がみちびかれる。 ζ

の時，変化にはニつの方向がある一一増加と減少ーーという ζとを児叢iζ理解させる。次の段階は ζ

の変化の記述である。

二つの向型同大のビーカーの中の水の体積を比較し.A出 Bを蓄しそのあといくらかの水を左

のどーカー (A)に注ぎ入れ，新しい体積をBと表示する，そのあと B>Bという記述を行なう。ど

うして ζのような新しい体積になったか， Aにどのようなことをしたので8になったのか， A にした

乙とをどのように書いたらよいか， と質問する，児童きは， Aにいくらかの水を加えて8がえられたと

述べる。教師lζ助けられて. A+K=Bの式をつくり， r + Jの記号と rKJの意味をはっきりさせ

る(加えられた水の量がわかっているからKと表示する)。 ζのようにして r+ Jが導入される。 r-J

も閉じようにして導入される。 ζ乙では r+ Jが添加の加法lζ，r -Jが除去の減法になっている ζと
に注意しよう。

iv) Xの導入とその解法

X の導入は~ 5， 1で行なわれる。対象をあるパラメーターによって比較し，えられた結果を不

等式A<Bで記述したあと，乙の式を等式lζかえる課題が提起される，児童はBをへらすか， Aをふ

やすかする。 ζれにつづいて次のような式が板番される。

A<B， A+…=B， A=B-… 
ζれらの式は2つのコップの水を使って次のように説明される，点(…)のと ζろは何かをたしたか

ひいたかして等式に変えたことを示している，何かをAかB'ζしなくてはならないζとはわかってい

るから， ζの「必要な ζとJをまえもって喜子いておくことはできる，だが，乙の「何かJが「どれだ

けJかはまだわかっていない。 (A<B，A+…=B， Aヱコ Bー…)といった式を再び板番しながら，

我々は f増加」または「減少Jを予想しているだけである。そ ζ で， ζの式の「わかっていないものj

を表示するために rx(エックス)Jという記号を使う ζ とにする。 ζのような説明のあと，次のよう
な式がみちびかれる。

A+X B， A= B-X 

ζのようにしてXの導入が行なわれる。子どもはすぐに rXJを理解した。すでにこのテーマ iv)の

第 1朗自の授業で. r任意」の君主さ r任意Jの体積をふやしたり，へらしたりする ζ とはできない，
未知量ではあるがAとBとの差でなければならないと説明した。

次iζζの差をみつけるζとからXの解法がみちびかれる。 ζれにはいくつかの段階があった。ま

ず，最初に教具をつかってζの「差Jをみつける乙とが教えられる(たりない水を注いだり，おおい

分だけ水を除いたり)。 それと並行してこれらの過程と結果を文字形式で記述する ζとが教えられる。

最終的には次のような式体系がつくられた。

Aくお (最初の条件)

A+X=B 計画的な変換)

X =B-A 差を探す)
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A十 (B-A) =B 事実上の相等化)

次の段階で式自身の次元での方程式の解法がみちびかれた。 ζれは文章題の解決の過程で行なわれ，

線分図によるXの探さくの作業がみちびかれた。閉じようにして他の課題がとかれる。乙の課題の解

決のなかではじめは式による解法が対象的行為に並行して進められていたが，描写の次元に移り，だ

んだんと意味的にも順序の上でも独立したものとなり，最終的には不等式の両辺の関係の理論的考察

によってXを求めるようになる。

日>口 r<B 

r=B-X 

X 出 B- r 

日出n十 X

X 日一日

日=口+(H-n) r=B- (B-r) 

( 1年生のミーシャのノートから)

乙れがXの解法である。 ζζでは，第一iζXは未知数ではなく，未知盆である。第二にXの解法

は式変換によって行なわれていない，児童は頭の中で(最初は物的行為で)Xを求めているので，不

等式の両辺をながめてA<BならX= B-A， A>Bなら X=A-Bとしている。したがって，方程

式を立てたあと (A>BならA-Xロ B)，最初の式にもどる乙とが指矯されているが，当然のζと

である。

以上で ζの実験プログラムのなかで蒙要と思われる概念についての導入をみてきた。最初に，全

体的な乙とについて若干の疑問を提起してお ζ う。

ダヴィドフは，彼の一般化論にもとづいて議の一般的性格の学習を初等数学の最初の部門として

新入生iζ教えるのであるが，果してこのような方法で児童設の豊かな量概念を形成することが可能であ

ろうか。確かに， ζのプログラムはLO年閣の実践を経ているし，プログラムで目標とされるものは子

どもも理解できるであろうと思われるが， しかし， ζれで愛概念が成立したとは思えない。むしろ，

その前提として量安実在から抽象する過程自体が厳密に指導されの， そのような量概念を前提にして

しか一般的定式化は不可能ではなかろうか(コルモゴロフも述べているように歴史がその乙とを証明

している)。

<注>

1) 1960/61年度のプログラムは次のようになっている。

~ 1 重量の比較

1. 長さ，体積， A監さ，組成(COCTaB)などに関して，事物を実際lζ等しくしたり，セットにした

りする。

a) セットのなかから，指示された長さ〈休綴，撃さ)と f同じものJ(党本を示す)をえらばせる。

b)指示されたものと f同じものjをそろえぢせる(鉛筆6本をセットにして穏に入れたり 2本

のスキーでセットにする，など)。

2. 長さ，体積，撃さ，組成などに関して毒事物を比較させ，その結果を文字で表わす。

晶)実際の比較を透して「おおいJrすくないHひとしいJの鑓係そ明らかにする@
b)最初は記号だけを使って比較の結果を書く C=.>.く〉。 ζのばあい，事物は表示されない。

次IC言己主きと，比較されている事物の絵をつか「て，最後には記号と文学を使って，比絞の結果

表示する。CA=B.A>B.AくB)。文字はロシア文字が使われる。次のようなタイプの課題

がおされる。 rζれらの物(計算嫁 小立方体，荷物など)を長さ(体積，重さなど)でくら
べてみなさい。わかったととを式で害容さなさいム

3. 式から内部の等一不害事関係、をとり出す。 (A=Bなら B=A.A>BならBくAなど)
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~ 2 等式の破壊と保存。加法と減法の導入。

1. 増ー減による等式の破壊。

A=6 A=B A=お A""6 

A+e>6 A<6 イト e A-e<6 A>6-e 

2. 適当な「均衡化jによる等式の保得。

A=6 

(A十 e>6) 

A詰 5

A<B + e 

A+e=Bベト e A + e = 6+ e など

3. 上のような関係をふくんだ応用問題の解決。

~ 3 等式に変える乙と o

1. A<B A>B 

A+e=6 

A出 '6-e 

( e はAとδの差)

2. A -1ト e=B 

A-e詔 S

A認定 6+ e 

A-e=B 

A<B A>6 

3. 上のζとに対応する応用問題の解決(たとえば， r乙のカゴには，ザンゴAがはいっていま
す。 ζ ちらにはリンゴBがはいっています。 Aの15がBの方よりたくさんです。一方のカゴ

のリンゴがこのカゴのリンゴと同じなるにはどうしたらいいですか，式で警きなさい)。

~ 4 構造等式の婆索開の関係。

A十 e=6

A<6 (eだけ)

A =B -e 

e =fヨー A

A-e詰 B

A>B (eだけ)

A=6+e 

e口 A-6

以上の4テー 7の謀本包的は数学的な等一不等の関係の概念，また増一減lζJ:る乙れらの関係の相

Ii.移行の概念を児童iζ与える ζとである。 ζれらのあとに数の学習がはじまる。

ダヴィドフ「初等学校における代数の初歩の導入の試みJrソピエト教育学J1962，哲也 8
駒林邦男訳r1年生から代数の初歩をJreノピエト教育科学JNo. 8 

2 ) ダヴィドフ{也事~ r知識習得の年令的可能性J(966)から引用したo
なお，駒林邦男「小学校数学 f代数化jの実験的試み<1>-<4>Jr算数教育jを参照。

3) 60/61年度のプログラムでは xはl年後期で数の導入のあとで指導されていた。
4) ζのプログラムでは次の5は数を知ってから年後期で指導されていたが，新しいプログラム

0972年)では~ 6の次に加えられている。

~ 7 加法の交換法則と結合法則。

a +b = b + a 

a+(b+c) ロ (a ベト b ) + c 

5) <i注>2)を参照。

6 ) 須凶勝彦 rr授業審j構成の論怒j北海道教育学会第17図大会レジメ， p.. 14 

第3章数据念の導入(第1学年後期)

乙の主主では数概念指導の実験プログラムについて述べよう。

第 1節ダヴィドフの数概念

この実験プログラムの作成にあたってその基底となる「数j概念についてダヴィドフの見解をみ
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ておζ う。1)。彼によると「数は，量関係を表現する特殊な場合，個別の場合であるjとして把握され，

「次の一般公式で求められるJとされる。

A 
n唱す

n 任意の数

A=援としてあらわされた任意の物源的対象

C口任意の基礎(単位)

ζの場合， AIC. Cが務数閥会まれている時， 自然数が， AがCIζ共i1t~な時，分数が，共測でない時，無

環数がそれぞれ生じる。今後自然数についてだけ開題にしよう。

乙の式から彼は次の二点を重袋な学習内容として抽出する。

1撤を，単位とみなされる量にたいする，考えている量(測定対象)の比(関係)として認識させる。

ii澗じ物理的物体に関連する数も，単位のとり方によって変わるものである。蜜(測定対象)ー単

佼…一数の三者関係を理解させる。

特iζ，ζのような「数Jの規定をとる理由として次の ζ とがあげられる。第ーに，自然数から

数へ移行する過程を一貫させるべく一般的な定義を採用する。その ζ とによって生徒たちが経験して

いる務数と分数の結びつきの困難さを克服する ζ とができる。第二に，通常のプログラムでは，子ども

たちにとって「数は物理的に分離した対象の具体的セットに強く結びついたものになっている(例え

ば 5は直接iζ指示された，分離した対象のグループにすぎない)…… ζれらの子どもの場合，対象の

直接的な特震からの抽象の発達が不十分なものとなっている」として，対象の分離性をもとに総和の

数的特徴づけとしての数抽象を行なう方法を，抽象の感覚論的解釈にもとづいているとして排除され

る。乙れに対して，上記のような数の定義にもとづいて拍出された自然数と実数を生み出す共通な行

為としての測定行為(単位としてえらばれた量によって，測定対象としての議を測る行為)は，物を

lつずつ数える勘定行為とはちがって， 自然数と実数の閤iζ溝をつくる ζ とはなく，その獲得は高度

の一般化と抽象をもたらすζとができる。なお， ζの測定行為が離散的な対象K適用されると次のよ

うになる。たとえば右図において，単佼として「長方形jをえらべば，数3

が， iiE方形Jをえらべば，数6が i水平線Jをえらべば，数2がえられ

る。
A 

.12.(上が，数の定義として n 一一号採用した理由である。
C 

第2節 実験プログラムとその指導過程

次iζ実験プログラムの概絡を述べよう 2)。実験授業は次の間つのテーマからなっている o

~ 1 Mepka 3)の使用による計数(2授業)。

~ 2 計数結果の表示手段としての数認の導入 (9授業)。

~ 3 数値線，数の文字による表示，数系列の構成原理 (10授業)。

~ 4 測定対象と Mep胞と数の関係の文学式による表示， ζ の文字式lζ対応する文章還の解決，

(11授業)0 

~ 1 Mepkaの使用による計数

ζ の~ 1では， Mepkaの使用，すなわち，直接比較が不可能な対象の比較を Mepka (個別単位)を

使って比較する， Mepkaで測りとった結果を小立方体におきかえる， ζれらの ζ とが行なわれる。
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〔課題) r廊下のパネルのなかで見本のパネルと長さが同じものを選びなさい，けれども見本のパネ
Jレをじかに廊下のパネルに合わせてはいけません。どうやったらいいでしょうかH他方ワビー

カーにあると同じだけの水そ ζのビーカーに入れなさい(ビーカーの大きさは ζ となる)J

誘導質問によって教師は乙のような場合には Mepkaを使って課題を解く ζとができる ζとを子供に

気づかせる。すなわち，見本のパネルと同じ長さのものをえらび，それを Mepkaとして使用し，廊

下のパネルの中に Mepkaと開じ長さのものをみつける， というように。

しかし，見本と同じ Mepkaがなしそれより小さいものしかなかったとしよう。そうすると見

本を l回測るごとに何かでしるしを付けなければ忘れてしまう。そ ζ で，結果を小立方体におきかえ

るζとにしよう，といって小立方体を淑り出す。 l回 Mepkaをあてると小立方体 lケおく 5囲で

測りきると Sケの小立方体がおかれる乙とになる。小立方体の群があると同じだけ今度は廊下のパネ

ルを測り同じものを選ばなければならない。 ζのようにして測定結果を小立方体におきかえる学留は

終る。

乙れらの作業のなかで児童は，測られる対象 Mepka.測定結果を記録する手段(たとえば小

立方体)を区別するようになる。

乙の~ 1では離散的な対象 (!J¥立方体，タイ Jレ)を測るととも行なわれる。乙の場合複合 Mepka

が用いられる。(図参照)

a 

b 日
c 閣~~~~Efj~~

r-一ーー-"-，-ー司ー ω 却r-

d ト ω …ー+ ー 十四叩ゅー +--- --.j. -

乱匂』山町匂時四四ι呼何一一切白叩 L ふ

aが，測られる対象。 bが複合 Mepka。

c は bで aを測った結果をタイルでおきかえたもの。

dは測られる対象を再現した対象。

~ 2 数舗の導入

一一ーーーマーーーーー一寸---叩句、

匂但司十ーー ー+ ー除却匂 4

件.L_ _ _ー-，

ζ の~ 2では.(i撤認の導入.(ii) r 1 Jの概念の意味の仕上げが行なわれる。まず，数認の導入から
のべよう。

測定結果を小立方体で表わすにはかさばるし，持ちは ζ びに不便だという ζ とから. < 1囲

(pa3) >をつかおうと動機づける。 <pa3.><pa3>…・・ではいくつ<pa3>があるかわからない

ので<1閤><2閤><3回>といおうと誘導する。<回>なしでのべる ζともできる，ただ 1• 

2. 3……といおう，最後に唱えられるくたとえば6>が Mepkaが対象にどれだけ含まれている

かを示した数である，として数が導入される o 一連の練習を行なう ζ とで生徒たちは数認の使用を

すばやくマスターした。次のような課題にも正しく答えられた fあなたは ζれらの小立方体をどのよ

うにしてえたのですか，なぜζれらが 5っとわかったのですか， ζれらの小立方体は何をかたってい

るのですかJ。複合 Mepkaと離徴的な対象をつかって数喝の練習も行なわれた。 f小立方体が16コ

ー列にならんでいる. Mepkaとして3コからなる小立方体がとられた，数はどうなるかJ子供たち
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は数5と残りと答えた。

次iζr1 Jの概念の意味の仕上げが行なわれた。 r1 Jとは Mep切に等しいものである。それ

と向時1[， Mepkaがかわれば f1 Jの内容も変わるという ζ とが教えられる o Mep泊として仁コ

となればの内容も一一→一一ーになる ζ とを言っている。(j)長さ， (ii)液量 。iijMallla 
というコトパを使って flJの概念の意味の仕上げがなされる。

ii) の液震について具体例を示してお ζ う。

ζ の場合の Mepkaは2つあるいは3つのサカズキであった。

児童は Mepkaとして 2つのサカズキをとったときには lは乙れ，

別の Mepka( 3つのサカズキ)のときには Iはこれと Mepkaの

ちがいによる lのちがいを区別する ζ とができた。

~ 3 数直線の導入

色白色

Mepka 

この~ 3では， (il線分上に数を表示する， ii) r前の数J rあとの数jの用語の意味， iii)数

を文字で表示する， iv)数系列の構成原理(n土lという原潔による)の理解，という乙とが行なわ

れる。線分上での数の表示からはじめよう。

さまざまな対象の計数の過程で数をみつける ζ とができた。そ ζでは数は一様であることがわか

った。どんな場合でも 5にいたるにはし 2， 3， 4， 5であるというように。教師は，これらの数

がど ζに「住むJ乙とができるか， ζれらの数そのものがどのように組み立てられているか，どのよ

うにある数から別の数に到達する ζ とができるかを児裳に説明した。子どもたちは数を線上iζ配置で

きる ζ とを学んだ。 ζのためには規則にしたがう必要がある。線分上で r1 J は1Stepであり任意
にえらばれるが 2は任意に白もる ζとはできない。「数の2は線の上のど乙にありますかj。一一教

師はわざと r2 J Iζ合わないと ζろに点をうつ，多くの児童は flまでと閥じと乙ろに点をうたなく
てはなりませんj と指摘する。 3，4， 5についても正しく線分上に点をうつ。 r5の数の点をうる

ためには4の数の点からどれだけはなさねばならないかjと質問した。 BOPlIoKroから 1まであるいは
lから 2までと同じだけJとiEしく答えた。

線分上に点で数を表示する規則を定式化したあと，児童は宕lζ限りなく進める ζとを捜解した(ど

んな数でも， 26も， 100も100万も)。 乙のあと練習が行なわれた。乙 ζでは，いろんなものをあ

る Mep屈で測って間じ数(たとえば， 3)がえられるが，線分上では<1>のとり方によって多様

iζ示すζとができるという ζとが示された。(図参照)

ζのあとの授業で数は小さければ01ζ近く，大きければ Oからはなれる，というζとが確認された。

ζ の~ 3の第2の段階で「まえの数Jrあとの数Jの用語の意味が教えられる「列になっている
任意の数を誼線上にめもり，どれが「まえJでどれが「あとjかを規定したあと rあとの数jは所
与の数より l大きく rあとの数J与をえようとすると所与の数に 1を加えなければならないという ζ
とがみちびかれた。

次の段階では，数を文字で表示する ζとが教えられた。数軸上の閥じ点にさまざまな数を記すζ

とができる。 Step を変えればζの数を他の数iζ変えるζとができる。児童は数締の指示κよって
Stepをいろいろにとった場合の数の逢いを導いた。 1Step Iζノートのマスメ 4っぷんとったときの数3
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の占める場所は， 1 Step !Cノートのマスメ 2っぷんとったときには数6によって占められる，とい

った ζ とを遂行した。 ζ のような作業の結果，閉じ点iとさまざまな数が記されているいくつかの数紬

がえられた。 ζれを基にして ζれらの数を文字によって答える ζとができる。 ζ の文字は任意の数で

ある。もし，線分上に点をうち文字で表示したら， ζζにはどのような数をおいてもよい乙と，どの

ように数をおくかはステップに依存している ζとが導かれた。(図参照)

b 

2
3
6
U
4
1
 
、町戸d

n 

ζのような文字表示の移行は児蜜にとって特に咽難でなかった。かれらは文字をさまざまな数に

変える逆の練習も行なう ζとができた。(ステップを変えると点Aが1，2， 4などに等しくなる ζ

とをみつけるのである)0 

次の段階では文字記号を使って「まえの数Jrあとの数Jを規定する課題が出された。 rrあとの
数』をうるためには数n!C仰をしなければならないかj 大多数の児童震は rn !ζ1を加えればよいjと
正答する， しかし，何人かの児童はrうやってよいかわからない。乙のような児叢には館別課題が出
され，そのあとすべての児童が数nの「まえの数Jrあとの数」の作り方を理解した。(閣参照)

O n-l n n+ 1 

次lζ隣接する数の龍の差は lにひとしい。与えられた数iζ隣接する 2つの新しい数をうるには，線上

iζ左右に 1つずつステップをとればよい。すなわちを加えるか，あるいは 1をひけばよいという

ようにして数系列形成の一般原理が教えられた。たとえば，線分に 4の点がうたれる。それより 1だ

け大きい数をみつけ，さらに数形成のための式をかく課題が出された。

5 = (4+1) 6 ={(4+1) +1} 

間じようなやり方で7， 8， 9， 10のための点が探し出されたo

~ 4 量， Mepka，数の王者の相互関係

乙の~ 4で出最， Mepka，数の閤の柏互関係の習得がなされる。 i)問じ物で ζとなる Mepkaの時

の数の関係， ii)問じ物で ζ となる数の時の Mepkaの関係， iii)同じ Mepkaでζとなる数の時の

物の関係，IV)数が同じで Mepkaが乙となる時の物の関係，といった関係を物への依存なしに知的平

面で式をつかって行なわれた。

例えば i i )の例， Ak 7 (Ak= 7はAを Mepkakで測ると 7がえられるという乙 1

A r = 12 1..どを表わしている。 J

k.....r 

-・・の中はどういう関係になるか (くか，>か)

以下はとの問題の解決の教邸と生徒との問答である。

教師「ζ の式で同じものはj一生徒「測られる対象ですJ-教師「ちがうものはj一生徒「数

と Mapkaですj一教師「向じ対象でちがった数がえられたら， Mapkaはどうですかj一生徒
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fそれらはちがいますJ-一教師 iMepkaをくらべなさい。一必要な記号を書きなさいJ一生徒

たちは k>r と書く。

以上が，ダヴィドフの f最関係の学習にもとづく数概念形成jの実験授業の概略である。乙のあと

~ 5として数の加法と減法が続くが詳しい授業経過は報告されていない。

第 3鮪若干の疑問点

ζζで若二子の疑問点を述べてお ζ う。

第一に数の定義についてである。数の定義は「単位とみなされる量にたいする，考えている量の比j

(スミルノフ)として行なわれている。数を「分離議Jから抽出されたものとする考えはなく，しば

しば授業の中で子供は対象の分離性に定位するのだが，それは生活経験への退行として排除されてい

るo そ ζで量の違いが問題となっても，例えば「長さjと「重まさjが違うと同じ程度IC.i分離量jと

f長さJも違うといった量の穣類の違いでしかなく，分離的な対象が問題となってもそれは lつの教

材として提示されるにすぎない。なるほど，数(実数〉の一般理論の導出のためには乙のような定義

が可能であるとしても， 自然数概念の歴史的発生からすると対象の分離般にもとづく集合の濃度と

しての自然数概念の規定の方がよりその実態に員IJしているのではあるまいか。

第二iζ，数を大きさとして把握するのが弱い点について述べよう。~ 1で測定対象を単位で測り

小立方体でおきかえたのが，そのあと~ 2で物的次元から言語的次元へ移り，数が導入されるが， i最

後にとなえた数が Mepkaが対象にどれだけ含まれているかを示しているJという程度で集合の大き

さといった明確な規定はない。そのあと i1 Jの概念の正確化が導かれ，すぐ，数は系列をなしてい

るという説明があり，数護線への表示が行なわれる。数直線上での表示の位置の任意性から一般化し

数をnで代表し，新しい数をね士1であらわせるという数の構成嫌還があらわれる。実は，これはペアノの

公理であり，その教材化である。それとのちがいはペアノの公獲では i1 Jはアプリオリ lζ規定され

ているが， ζζでは量の測定で r1 Jを規定しているというと乙ろにあるにすぎない ci1 Jの指導が
なぜ強調されているかも理解できる)。 ζ のζ とからも ζの指導では数を大きさとして抱える側面

(集合数)がほとんど無視されているといえる。なお，乙の指導で，測定対象を単位で測り， タイル

でおきかえ(物的次元)， タイルの集会から数を導出し，集合数からJI漬序数へという他の方法も考えら

れる ζとをつけ加えておとう。

<注>

1 ) ζ れを書くにあたって次のものを参考にした。

Bo B。ダヴィドフ，天野清訳 f心渡的なものの f形成jと『発達』の両概念の相1i.OO係H現代教育科学』
No.130，明治図著書

Bo B. ダヴィドフ「初等学校における代数の初歩の導入の試みJrソビエト教育学.l1962，No. 8 
駒林邦努訳 r1年生から代数の初歩をJrソビエト教育科学jNI且8
L ~io ミンスカヤ f最関係の学習にもとずく数概念の形成Jr知識習得の年令的可能性.11966 

2) 次のものから引用した。

r.H.ミンスカヤ「議関係、の学習にもとずく数概念の形成Jr知識習得の年令的可能主制 1966，乙の実
験はトゥーラ市第11番学校の第l学年の実数学級で1962/63年度iζ行なわれたものである o

駒林邦男 rJj母校数学 F代数化』の実験的試み<S>-<6>Jr算数教育Jを参照。
3 ) メーノレカ， Measureの乙と。

つゐη3
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A
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第4意 分数概念の導入(第3学年後期)

第l重苦 ダヴィドフの分数機念と実験プログラムの大事喜

ζζでは，分数概念の導入のプログラムを検討しよう。分数は量の総定の中から抽出されてきた

ものである。ダヴィドフはコロモコーロフに依拠しながら次のようκ云う。。分数をa然数の「対j とし
て定義する ζ とができるが，最の測定の見地からも分数を構成する ζ とができる。後者は前者iζ劣ら

ず科学的である。さらに，前者にくらべて，教育上後者の方がすぐれている。第一iζ，この方法は数

学の発展史iζ照応している，第ニ1<::，実数の導入を必然的なものとする状況をつくり出す，という漂

白からである。「畿の挺定は，歴史的にも，現代教育にも分数導入の価値ある，見通しのある基礎で

ある。Jζ のようにして乙のプログラムでは分数は量分数として導入される。

ζ のプログラムでは次のようなテーマが指導の対象となっている 2)。

(1)帯分数概念の認識

(2) 帯分数と真分数の記述，それらの数軸上での表現。

(3) 分数の基本性質

(4) 分数の比較

第2節 実験プログラムに基づく課題と授業過程

実験教育ではとれらのテーマを具体化した課題が作成される。次lζ，ζれらの課題と授業経過を

述べる乙とにしよう(各テー?の名前は筆者が便宜的につけたものであるん

~ 1. 単位で対象を測る。

〔課題〕①ビーカーの水をコップで測る。それを式であらわす(~ = 4， Aをbで測ると4となる，E 
という;意味の表記)。②他のコップ(最初のコップより 2倍小さい)で間じビーカーの水を測る

それを式であらわす (2=8)

さらに，次の二点が生徒たちに関われた。①第2の数は第 lの数よりなぜ大きくなったのか，侭倍か，

@数の大きさが2倍大きかったら， Mepkaの関係はどうか。次に，ニ数が同じ主義Aだが， ζとにな

Mepkaで測られたという ζとを考慮して数紬上に表現される。

b 
(--A.一一---，-一人一一，~一一，，-ーム一一「
01 IA 

」叩V市d

c 
~ 

k 

L
U
 

A
q

必也

一一一一
A
b
A
 

A 
=8 
K 
A 8k 

〔諜題}最初のコップより4倍小さい Mepkaが使われるとすると数はどうかわるか，新しい数を知

るためには，すべての水を再び測らなければならないか，析しい数をどのように知る ζ とができ

るか。

子供たちは先行の学習経験にもとづいて，特iζ乗法の意味の習得の経験 3)にもとづいて ζの問題KiE

答した。新しい主主は71<をはじめから測定しなくても求められる，致は何倍か大きくなる4・4 16， 
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関係はさ=此数軸上同記述された。

閉じような作業が長さの測定，重さの測定，離散グループの計数 lζ際して導かれた。 ζ の~ 1の

目的となったのは，最の関係の記述を自由に行なう能力を確実なものとするため，及び，問じ量が測

定の単位がζ となれば乙となる数によって表わされるという ζ との理解のためであった。 ζ の~ 1は

1 -." III学年の実験プログラムの反復である

~ 2 余りをあらわす(1)
， • .~ A 

〔課題〕①残余を OCT.の ζ とばでありわす :; = 2 +OCTo あるいは A=2b+OCT.。b
②残余を新しい Mepkaで総る。もちろん，最初の Mepkaより小さい Mepkaで，その記述は

A = 2 B + 1k 
A = 2 B + 2c 

A=2B+3n 等のような形となる。

③結果の軸上での表現

B 

K 
r一一一--̂-一一一一一、
C 
r-、一一一1

iH!A  
~ 

n 

A=2B+1k ロ 2B+2c=2B+3n 

ζの ~2 の包的は，新しい単位によって残余も数で表現できる ζ とをデモンストレートするζ とにある。

いまのと ζ ろ，新しい単位は任意であり，古い単伎との関係は未確定である。

~ 3 余りをあらわす(2)

① ト2 3~3 の表記の仕方
残余がでた場合，えられた獲数は与えられた量と Mepkaの関係を近似的にあらわしたものである。

B ^.  ~~~ B 
@残余を記述すると， ζれは言問 2+OCTo 玄=3ー~とも響く ζ とができる。……のと ζ ろに

何が入らねばならないか. (k -OC1: ) 

③ Bとkの関係の真の値が2と3の鵠のど乙かにある。 ζζか， ζζか(?) (下関参照)

O 2 3 
1 9ら÷t

既知の数列の数ではあらわせない，それは不等式でしかあらわせないのか，という教師の間に対して

子供たちは「新しい Mepka で表わせばよいj と~ 2の経験から出発して答える。教師 f相互に無関

係な ζ となるこつの単位があっては不便である。ニつの Mepkaを結びつける乙とはできないか，古

い Mepkaを介して新しい Mep加を表わせないかJと聞い複す。残余を古い Mたpkaを介して表わ

すという ζ とも重嬰であるという考えにみちびく。

~ 4 分数とは

生活経験の中で使われている f半分(nOJIOBYlHa)Jとか.r 4分の 1(4eTsepTywKa)Jなどは古い

Mepkaをもとにして使っている ζとを確認し，とめ ζとから出発して r2分の 1(0且HaBTopa5l )Jf4 

分の 1(凶Ha 4eTBep訓 Jなど数字で使われている意味と用語へみちびく。 f半分Jとは全体をひと

しく半分lζわけたーっぷん. f4等分の 1J とは全体を 4 つ lζ等分した一つぷ刈AιA控~)
という定義が与えられ.r等jをとって，それぞれ f2分の 1J f 4分の 1J r 3分の 1J fS分の1Jと

簡単によんでもよいととが説明される。

〔課題]① f3分の 1Jを間にあらわす練習.r 4分のけが与えられ，それである全体を再現する練
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習。

②いろいろな材料をつかって r2分の 1J r 5分の 1J等を求める課題(たとえば， 200 gの分鋸

が5つある or 5分の1J 同は?)
~ 5 余りをあらわす(3)

再び~ 3の課題へもどる。課題1) r測定にあたってえられた筏余はどうあらわせるか。 J
定式がえすると，古いMepkaと関係した新しいMepkaの表現である。

銭余を古い Mepkaであらわそうという ζ とから分数の発生と表現がある。ダヴィドフは分数の

定義を f等しくわけた…・・・分Jというように定義している ζ とから考えて，古い Mepkaの何等分か

のいくつ分が残余と等しいという導き方が予恕されるが，そうなると残余と古い Mepkaをはかりき

る新しいMepkaをどう発見するかが問題となってζょう。少し長くなるが，その点は重姿だと思われ

るので引用してお ζ う。操作がしやすい ζとから紙テープがつかわれる。

長さの測定にあたって(ト 2ゅの)古い Mepkaは全体としてとられる。教師は示す-

kも残余も何回かで測りとる Mepkaを採用しなければならない(故意iζ残余が kの3分の 11ζ等し

い場合がとられる)。教師 f私は Mepkaをとろう，ほら， ζ ういうの，あなたたちもとりなさい， ζ

れを cと表示しよう， ζれは我々の MepkaIζ何邸入るかな，ぴったり 3回だ。もし kを全体とす

るならば ζの Mep加は何にひとしいでしょうか一一rkの3分の 1J一一一 fζんどは新しい Mep-

ka一一我々の Mepkacーは袋りに何回入るかなJr 1回だjと児護は答える。 ζのあと，教師は 2

つの結果を統一的κ結びつける，教師 fだ、から我々 の Mepkac は古い Mepkakの 3分の 1だ， K
のζの3分のlは残余iζ等しいJといって，残余が Mepkakの3分のlになる ζとを見出す占'

以前にも述べたが，新しい Mepkacの発見が ζ の指導の要になるが， ζ の引用からもわかるよ

うに，教師によってはじめから準備されており，不自然さをまぬがれない。自然さを取り戻そうとす

るとたまたまぴったりあったとでもしなければならない。しかし ζれも無限に操作しなければならな

い場合もあるわけで不8然さをまぬがれえないだろうペ
A ^.  1 次に ocrarOK= -o:-Kという表記がなされ，測定結果は:-;=2十ーとなると怠れる。さらに，K ~. 3 

A出 2K+tk，加数をさしながら， ζ乙も， ζζ も開じ Me陶です，新しい Mepkacは古い
Mepka~介してあらわされています，といって C→Kとと記載容れる。
ζζでは四つの記載が述べられているが，それぞれが無媒介な形で導入されているうえに，それ

ぞれの記載の意味が述べられていないので，その必然性が子どもに理解できないで終るのではないかと

いう疑問が残る。

{課題 2) 2寸を紬上回もる。

Aは2とKの3分の lです。 Kと2はζの点 Kの3はζの点です。われわれの値は ζれら 2点

の閤のど ζかにあります。その鐙の点をみつけなさい。

P 平

O 

A A謂 2K +t K 生徒の記載)

生徒はg分a身で必要な点を規定した。 ζのあと a十a= 2 a. k + 2 k = 3 kなどの記法の
1， ，..， 1， -，-，，， A ，， 1 

類推から，和の記法の短縮裂として 2k十一k= 2 ~k 又は:;"=2ムが導入される。3" ~3L' /'<.'~K ~3 

〔課題3)いろいろな練習問題。

水の体穣掛り，残余を去で表わす。
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2 ~ =f;:::..1_ --l- .，.....，.... -=)J.  1 .J...<oI () ---.. >_， ) ..".. 1 I 1 ii )テープの長さを測り，残余をーで表わす。 ζζではーか2つ」、んを一+ーあるいはーとも
円 3'--~"I/ ::J 0 "-'-- "-'''' 3 、 3' 3 

けるとしてまが導かれている。

ii )の解決過程一一ー生徒「銭余には 3分のlが2回ありますJ，教師 fそうです， ζの結果をつぎ
1 . 1 

のように書きます，一+ー しかし，次のようにも書けます *J。3 . 3' 
1 ， • 2 

〔課題2)では分数を数直線上κ表わす ζ とが. (課題3)では新しい分数(ーとかーとか)を見2'-W3 
1. n 1. 1.12  

つけ出すζ とが課題となっているが，他方で 2k十一k= 2…k 一+-:::-=ーなどの指導がなされて
3" "3"'3'33 

る。後者の場合， a+a=2a，k十2k = 3 kなどの類推から分数のたし算会みちびいているが，

整数同士の加法以らべて整数と分数の加法には一段と鼠幾度は高いのではあるまいか。さらにい

i径三とも書けるとしてみちびいているが， ζれなどその内容をとわず全く天下り的である。 υ 

3313313  
〔課題4)一 一 一 一 一等々の分数を必要とする課題とそれらの数軸上での表現。5' 5' 4' 10' 10 
〔課題 5)整数と比較して新しい数形式の独自性の理解，さらに「分子Jr分母Jという ζ とばの導
入。

~ 6 Mep回をすばやく見つける日

ζ の~ 6の呂的は.Mepkaの間の関係をすばやく正確にみつける主力の形成とそれを介して残余
を表現する能力の形成にある。~ 5のと ζ ろでものべたが， ζの指導では，新しいMep加の発見は偶

然的にか無阪の操作(乙んな ζとは不可能なのだが)を繰り返さなければならなくなったりするのだ

が，それを避けるための工夫である。

〔課題 1) Mepka n Kよって(Mepkaは12の自もりに等しい)ある対象の長さを測ると数 kと残

余ができました(残りは8の自もりに等しかった)，帯分数の分数部分はいくらになるでしょう。

(格子自のついたノートか 1阻方眼紙を使用する)

ζの過程の中で，問じ残余もちがった分数であらわされる。 Mepkaのちがいによる数の変化の
8 4 2 

関係、の把握も行なわれた r~n= -7 n=*n ， ζ のちがいの原因はJ といった課題。12U 6 u 3 
{課題 2)(自もり 8にひとしい Mepkaを示しながら) Mepka d によってテープの長さを測定する

と整数15と，乙の Mepkaの4分の3にひとしい残りがえられた。 ζ の残りを描きなさい。

ζの課題の目的は，分数の値Iζ対応した残余を描く乙とにあった。さらに， Ld i d - ~ 1"-VJ  -.J 1'-0 ¥..: P.-/ f'-， 4 ¥..l' 2 

どの残余を描かねばならなかった。後者の場合，単位(ごと=1 )になる乙とが解明される。
4 

〔課題3)対象より大きい Mepkaで対象を測る。

l f 一一 i 最 (i)
!! . I ! I!Mep陶
l 
5 

~ 7 分数の比較 (1) 
1 1 .. 1 1 ''L. 1..-J-.'  L.~. I _ .l. . ~ .1.. ~ _ 8 . ...... 1 

〔課題1) 3ーと 4ーとはとちらが大きいか， 15ーと12ーとでは。5 '-----:1: 3 "--~O- "- "--" ---- IV- "" =.. "̂-， ~\J 9 <-J.Ll 2 

(整数の大小でみわける)
1 ，1 1， 1 

〔課題2)玄と4'誌とT苗とではどちらが大きいか。
(分母の小さいものは分数は大きい)

tdな

1 ， 2 
ζのような練習κもとづいて生徒?ちの多くはーとーのような分数も自主的に比較する ζとがで'J"'~::;Y '¥ Vo-5 <-3 

きるようになった。

~ 8 分数の性費
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分数の分子と分母がともに何倍ふえても，あるいは減じても分数の大きさは変らない，という性

賓の指導iとあった。 lmm方眼紙をつかいながら，新しい Mepkaを2倍 3倍 4倍と小さくする

とそれに応じて分母と分子が増加するという状況，逆lζ新しい Mepkaを大きくすると分子と分母は

減少するという状況を介して，分数の分子，分母がともに何倍ふえても，それは Mepkaのとりかた

のちがいによるのであって，分数のあらわしている量(大きさ)は不変である ζ とがみちびかれた。

子供の中に倍数を分子かあるいは分母にだけしか掛けないという特徴的な誤りをする子供がいた乙と

が指摘されている。

~ 9 分数の比較(2)
3 ， 7 

〔課題〕ーとーとはどちらが大きいか。4 '-8 
霞接比較ができない ζ とから，分母を等しくすれば比較できる乙とを教師から教えられる。 4を

2倍すれば分母は同じになる， ~ 8の指導から分子も 2倍しなければならない， ζのようにして分母

を共通にして分子で比較する ζ とから乙の種の問題に答える ζ とができる，という ζ とを認識するよ

うになる。時期をおいて最小公倍数の求め方も指導されたが，乙れはW学年のテーマであった。

~ 7の〔課題けでは整数部分の比較による分数の大小が， (課題2)では分子が lで分母のとと

なる分数の比較が要求されている。~ 9では分子も分母も ζとなり直接比較が不可能な場合の分数の

比較である。 ζ 乙では直接比較から間接比較へという原理が採用されているが，果たして ζ のζ とは

必要なのだろうか。〔課題 1)はともかくとして{課題 2)は蕊接比較としてではなく，分母の異なる

ものの系として一つの練習問題として位寵づけるのが望ましい。従って，まず分母が同じで分子の巽な

るものー→分母の ζ となるものへという原理で課題を構成すべきであろう o そうすれば分母の異なる

ものの分数の大小比較では教邸によって「分母をそろえなさいjと説明される必要がなく，分母が同

じ時比較できたのだから分母がちがう場合Kは分母をそろえればよいのだという ζとに自発的に気づ

くようになるであろう。分母をそろえるとは Mepkaを共通にする ζ とでもあるのだから乙の指導プ

ランで十分説明がつく。 ζ のように~ 7の〔課題 2)を変形すると~ 9 は必要なく，そのかわり~ 8 

は~ 7の官官iζもってくるのが適当となる。

~1O 分数のいろいろな性質

課題となったのは(1)ニつの数の除法の潟としての分数の表象， (2)帯分数から仮分数への

移行の手法，及びその逆， (3) 分数のたし算とひき算， (4) 分数かける整数，などであるが，乙れら

については詳しい報告はされていない。

最後iζ，次のζ とを付加しておζ う。 ζ のプログラムでは，分数の起源、について，分数を震の測

定安基礎にして余りをあらわす数として導入している点は正しい。しかし，すでに指摘したように，

新しい Mepkaを見つける上で不自然さをまぬがれえなかったり，分数の比較で不適当な原理を使っ

たりなど不十分な点が多い。

以上で，ダヴィドフの「量の誤tl定にもとづく分数概念の導入jの説明と検討を終ろう。

<注>

1) B. B 。ダヴイドフ f分数概念の対象源泉についてJp • 91-P個 92より引用した. r数学習得の低
学年兇の心理的可能性J (969)所収。

2) B. B.ダヴィドフ「分数概念の対象的源泉についてJp. 96.......P. 114より引用した。 ζの論文は，

B. B.ダヴィドフと)j{. 4.ツベトコピッチの論文であるが，ダヴィドフの指導のもとに ζの実践は

行なわれている。なお，乙の実践はモスクワ第91番学校の第3学年を対象にして 1965.......1967年の間
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行なわれたものである。

3) 乗法は新しいプログラムにもとづいて2年の能期で学習している。

4) ζ の危険は互除法を使う ζとによって避ける ζ とができる。そもそも分数の発生は互徐法によっている。

互除法を使った分数の導入は fわかる算数4J (むぎ害事房)

5) 互除法を使った導入をすると乙の~ 6は不要になる。

む ず び

小論を結ぶにあたって課題とした ζ とについてその結論を述べてお ζ う。

第一の課題についてまずその笥的は来たせた。乙れらのプログラムが登かな数学的概念を保証す

るかどうかについては結論を出すκいたるほどまだ体系化されていないが，量概念については，最の

一般的性質の前提となる具体的な議(長さ，重さ，体積など)の概念形成のプログラムがない(自然

的状態におかれている)ζ とを考えるなら，それは表面的なものとなるであろうと結論する ζ とがで

きる。

第ニの課長震についても不十分ながらすでに指摘した。乙 ζでは結論だけをまとめておζ う。

ダヴィ ド フ 数 教 協

量の一般論の他IC盤の体系がある。

量 の 漣 5命 鐙の一般論だけで援の体系はない。
分離蚤
蚤< 外延畿
連続量<

内包重量

等一不等関係、と加減。
外延霊童(液議， 長さ， 重まさ， 面積， 体積)
の指導と

愛の tli 導 震は乙れらをみちびき出す諸例に使用される 内包最(速さ，密度，濃度)の指導にわか

だけである。
れる。

起源;連続畿の測定 起源:が→分i離定l蹟蚤の抽象的表現，集会の濃度と

数 導 守口nとしてnが定義される。 して数 義序される。
の 入 集合数 数へ。

集合数の指導が不十分. I煩序数lζ重点。

蚤分数 選分数
分数の導入

起源;連続震の測定。 起源;漆続量の測定。

以上で二つの課題は達成された。まだ，乗法の導入，文学式を使った課題解決過程，さらに第O

章で述べた思考心理学研究の方法論にかかわる問題.r発達J論など残された問題は多いが.Lれらに
ついては改めて稿を進めたい。
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