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関数指導体系に関する基礎的研究

山口 格・須田勝彦

A Study of System for Teaching “Function" 

Kaku YAMAGUCHI and Katsuhiko SUDA 
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O.はじめに

1 

数学教育が学関としての数学を教えることを呂的とするという立場を表明する①なら，それが

どのように可能であるのかを具体的に示すことが要求される。それにはさしあたり，私達がこれ

まで試みてきたいくつかの実験的な授業フ。ログラムと実践報告をもって，その解の一部であると

答えるほかはない。しかし，それが答となっているためには，それらの個々のプログラムが，ど

のような全体の一部であるのかを示さねばならない。

私たちは学跨としての数学の歴史的発生を四大文明の発生に見る立場は採らず，労働の発生，

人聞の発生そのものにさかのぼる立場をとりたい。そしてそのような見方からすれば，子どもに

おける学問としての数学も，ある学校段階，ある学年段賠から突然始まるものではなく，すでに

母の胎内に始まっていると見るべきだろう。このような，姑めも終りも磁定し難い過程を，ある

全体として提示することは今のところ空想の域を超えない。しかし，学校における意間的な教授

活動，とりわけ小学校以持の算数・数学の授業に問題を限定することは無意味なことではないと

思われる。

算数・数学の授業は，小学校において開始されたその瞬間から，学関としての数学を教えてい

る。どのようにそれとは異なる自的をたて，学問としての数学を教えることを授業において否定

してみても，実質においては数学を教えてきたし，現在も然りである。そしてこれまでの数学教

育上の様々な進歩も，数学の内容そのものの進麗と，数学論上の検討の深化として記述すること

ができる。このような見方は私たちの作業仮説(方法としての論理主義)にほかならない。

このような方法にもとづき，学校において教授される学関としての数学の全体像を明らかにす

ることが課題なのであるが，小論においてはjこれまでの「量にもとづく数学教育Jという観点

にもとづく数概念についての考察とその延長上にあるいくつかの実践的なプログラム作成の過程

に横たわるある種の体系性を持った問題領域について，それがどのような体系性にもとづいて考

察されてきたかを明らかにする(第 1章……担当・須田)。そしてそれらが今後においていかな

る方向において乗り超えられるべきかを示すための視点を，関数指導体系を構成する諸要素がい

かなる数学的関連のもとにあるかを示す(第2章，第3章一一担当・山口)ことによって模索す

ることを課題としたい。
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第 1章 f聾にもとづく数学教育Jの到達点について

~ 1 最初の選択

数学教育の目的は学問としての数学を教えることにある。そして，そのような巨的に立つ数学

教育学の確立のために，その研究方法として，主として数学論を概念の枠組として用いることが

有効であると予想した。その数学論は，数学そのものを含んだ，数学的諸概念の麗史的あるいは

倒体的発展，及びその内在的もしくは本質的連関を論ずることをその中心においた哲学の一領域

である。②

とはいっても，数学教育学を実証科学として確立することを諦めて患弁的な哲学に身を委ねる

ことに決めたわけではない。反対に，最も検証を受けやすい概念系を確立するためにこそ，これ

までの数学論的諸考察から学ぶことが必要なのである。できる限り明擦な，かっ意味のある概念

系はそのような作業を必要としている O

さて，そのような数学論から「学問としての数学を教える」という見地を具体化するための出

発点を選択しよう。これは，目的論に次いで，大きなレベルの作業佼説となる。次の命題を選ぶ。

「数学が対象としているのは，現実の世界の空濁諸形式と量的諸関係である。J
これは F.エンゲルスの有名な規定③にもとづいていることはいうまでもない。 19世紀ならい

ざ知らず，今日においてこのような古典的な命題をふりかざすことに，多くの数学者は反対する

に違いない。笑捺，どのように強弁しようと，もし量を，日常生活の意味において，すなわち長

さや重さや顕積など，実数のある部分集合と向型なものと考えるならば確かにエンゲルスの規定

はせいぜし'119世紀までのものだろう。

しかし，それに代るべき，少なくとも数学教育上有効な規定が他になされているわけではない

のである。「数学とは，それが何であるかを語ることのない学関であるJというラッセルの有名

なことばもひとつの卓見ではあるが，そこから数学教育にいかなる指針が得られょうか。「数学

は純粋形式的関係学であるjという規定も数学の新しい発展に即応した正当なアイデアを含むが，

これは初等，中等教育の場での授業の指針として述べられたものではないことは明白だろう。「数

学は構造の科学であるJという規定も1930年代から最近まで流行した。しかしこれも，いかなる

構造が教えるに足り，いかなる構造が数学者の趣味としては尊重されるべきであるかという，わ

れわれが最も知りたいことがらは経験または断定にゆだねられる。数学教育に有効な規定ではな

いが，数学そのものの規定としてそれらは真である，ということはできるかも知れない。しかし，

われわれの数学論からすれば，数学的概念の現実の形成・発展過程であり，数学者の職業的な営

みとしての数学研究と並んで生きた数学的活動であるところの数学教育に無力な数学論は，それ

自体数学の本質から離れているといわねばならないのである。

今，エンゲルスの規定に詩意するとすればその後の数学の著しい発展に却応した f量Jや f空
間形式Jについて，いかにその概念そ豊富化するか，という諜題が生ずる。これは現代数学論そ
のものを論ずるに等しい大きな問題であるので，ここでは次のように，基本的観点を示すにとど

めたい。

何より， r現実の世界の空間諸形式と量的諸関係jとはいっても，最や空間形式が実在世界の
中にそれ自体手で触れられる形において停在していて，たとえば昆虫類という形で生活する動物

の一群を生物学者たちが研究するような形で研究するわけではない，という点を指摘しなければ

ならない。
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すでに量にしても空間形式にしても，ひとつの抽象による産物なのである。そして，それはい

かなる抽象による産物であるのかを述べることばが「量Jであり「空間形式」なのである。たと
えば「量jの最も素朴な形式，数の経験的抽出においても，実在の諸個物そのものに数が存在す

るわけではなく，個物を個物として匹別する主体的行為(定有としての確立)，そしていくつか

の個物を，差異における同一性として関係づける主体的行為，そして陪一性を確立してはじめて

可能な等質性の揚棄という主体的行為，といった諸過程によって実在そのものから幾段階も飛躍

しながら，たとえば 000  という量的認識対象を得るのである。そしてこれは未だ量的
認識対象(この場合は分離量)であって数ではない。「空間形式jにしても同様である。空間と

いう概念そのものは， r集会Jとほぼ向義であり，ほとんど何の意味も持たない。むしろ，空間
という思考の形式において，何を抽象し何を考察するか，という点を明確にすることによって，

たとえば「位相空間Jとか「距離空間jといった形で意味のある考察の対象が生ずるのである。

ここで，上の数学の規定，従ってエンゲルスの数学の規定は，数学を単なる純粋悟牲の産物と

する立場を批判するに必要な限りで客観的な認識対象の存在を主張したのであって，客観的な認

識対象そのものが数学の本質であると主張しているわけではない，ということに住意しなければ

ならない。しかるに，わが国の一部の唯物論的数学識において，エンゲjレスの規定に立ちながら，

いかなる抽象的数学概念(たとえば n次元空間)であろうと，実在にその起源を持つことを指

摘するにとどまる議論が見られる。このような指摘はおそらくは誤りではないかも知れないが，

まったく退屈なのである。現実の数学の活動に関心を持つ立場から問題なのは，起源そのもので

はなく，いかにそれが実在を離れ，抽象化されるか，という点にこそある。数学的認識の進化の

過程(エンゲルスは「それらをその内容からまったく分離しこの内容をどうでもよいものとして

度外視」④するという表現においてそれを指摘している)こそが数学論の中心課題なのであり，

唯物論的数学論はこの点に関して，きわめて大きな立ち遅れがあることを認めねばならないであ

ろう。⑤

すでにプラトンも指擁しているごとく，現実に存在する事物そのものとは本質的に異なるもの

として数学の対象は存在している。だから，数学をもっぱら観念の産物，もしくは形式的関係の

中に根拠づけようとする考えはその隈りで正当なのである。しかし，それは先にもふれたように，

数学教育という現実の数学的概念の生成，発展過程を説明するに無力な，いわば「閉じた同語反

復Jとしてのみ正当で、あるにすぎない。これに比して，量や空間形式が実在を対象としながら，
しかも実在そのものとは襲および空間形式という抽象のあり方によって異っているとするわれわ

れの見地は，それを具体的に実証して行く作業を伴うならば「開いた向語反復jとして，意味の

ある作業仮説たりえよう。

他lこ「数学的真理は，単に主観的に選ばれた諸公理からの形式的推論によって基礎づけられる

のではなく，深く宇宙の秩序に根ざしているjとかブートゥルーの「内在的客観性J⑥といった
考え方も，具体化される程度に応じて意味のある，開いた悶語反復であろうが， r量と空間形式j
といういい方よりもすぐれている点は見出し難い。

このような作業仮説から生ずる第一の作業は， r量にもとづく数学教育」という考え方を吟味
することになる。⑦

~ 2 r豊にもとづく数学教育Jについて
もとづく数学教育jという考え方の起源は確定し難い。というよりはむしろ，いかに量
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と数を切り離す考え方の上に立ったとしても，少なくとも数を教える最初においては量をどこか

に密輪入しないことにはおよそ教育として成り立たないことは明白である。③それを具体的に示

すことは佑の機会に譲るとして，それが明確な教育内容構成論上の主張として述べられ，体系的

な理論と実践が構築されるようになった1958年の遠山啓の問題提起以静に焦点をあて，それに関

連する限りでその前史(数学教育改良運動)にもふれたい。この遠山の問題提起において基本的

な論点が提出されているのである。

「量の問題は，小学校の比と比例にも高校の微穣分にも関係があり，むしろその基礎をなして

いると考えられる…。」⑨ fとくに数学教育を科学技術教育の一環と考える立場をとるなら，

問題は中心的な重要性をもってくるであろう o 理科教育と数学教育の接触点に位置するのが最の

開題であるが，それだけにかえって双方から手を出さなかったきらいがある。そうした事情もあっ

て，霊の問題の大部分は今のところ未開桔の処女地であるといってよい。j⑨ f大ざっぱにいうと

具体的な分離量から，自然数がでてきて，その自然数から分数を引き出そうとすると，どうして

も割合分数のようなものがいる，しかしこの考え方はむつかしい。…しかし私は分数を直接的に

具体的な連続量(長さ，重さ，体積など)につながるものと考えたいのである。……抽象的な自

然数の知識の上にだけ分数の理論をきずこうとするのは，クロネッカ一一藤沢の系統である。j⑨

f(藤沢の一一須田)数学は量の学問にあらずという理論からは，もちろん最の正しい指導法は

でてくるはずはないoJ③そしてクロネッカー，藤t尺，黒表紙を結ぶわが閣の算術教育の基本方向
について，次のように批判する o f黒表紙の指導原理は決して古くない。かえって新しすぎる点

に問題があるのである。それは微分積分をとび越していきなり抽象代数学に結びつく要素をもっ

ているからである。藤沢が絶対の自信をもって『此数へ主義ニ付テハ吾日本ハ先鞭ヲツケグコト

ト思ヒマスjと言い放ったこともある意味で正しかったといえる。ここで問題は一つの分岐点に

くる。…つの道は初等数学から量を追放して，微分積分をとびこしてこれを20世紀の抽象数学に

結びつける道がある。もう一つは霊を中心において，微分積分に発展し，それを高校までの最高

目標とする道である。ところで私は後者を選びたい。割合分数をとなえる人たちはおそらく前者

をめざしているのであろう。j⑨

このように，遠山の問題提起は， (1)自然数について，“数え主義"とは異なり，分離童に基礎

をおく立場をとる， (2)分数を連続霊から導く， (3)量の正しい指導法を確立して行く， (4汐子数の乗

除を内包量から導く， (5)比と比例を関数として扱い，微積分学への入門コースに結びつけて行く，

等々の，ほとんど初等数学教育の中心のすべてにわたる(幾伺を徐いて)論点を含んでいたので

ある。

最から微積分学の入門に至る一連のプロセスは，数学教育の根幹にかかわる体系性を持った問

題群としてわれわれに提起されている。われわれはこれまで、に，自然数の乗法，小数，分数の入

門，内包量，比例 1次関数 2次関数などの呉体的なテーマに即して，最にもとづく数学教育

の体系を，可能な授業プログラムの形で作成・検討してきた。それらの授業プログラムを貫いて

存在すべき縦糸一一葦の論理の呈示は，未だなされうる準錆状況には至っていなし)0 ここでは主

として関数の領域に焦点をあて，これまでの研究と実賎の発展(その中の一部にわれわれの作成

したプログラムも含まれている)を概括することによって課題を一歩進めることを自的としたい。

そのためにはまず，体系的な理論と実接が構築される以前，いわば開題が未分化な形で，しかも

それだけに豊富な思親，稔り豊かな発展の可能性を含んだ形において提出された時点にさかのぼ

ることにしよう。
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~ 3 ペリー，小倉の到達点

量から解析学の入門に至る一連のプロセスが数学教育の現実の中で課題として開花しはじめた

のは， 19世紀後半の準備段贈を経た，今世紀の初頭だった。そこで提出された論点は多岐にわた

るが，今日のわが国の数学教育に重要なかかわりを持ついくつかの点に眼定して紹介してみよう。

J.ペリーの1901年の講演は，それまでのユークリッド流の幾何を中心とした数学教育から関

数の概念を中心とする近代的数学教育へ転換する上で記念碑的位置を有していることはいうを待

たない。「私は数学の学習において有用なもののうち，明白なものとして私の心に浮かんだものを，

大急ぎでまとめてみた。それは次のようなものである。 (1)高尚な情緒をつくり，知的事びを与え

るo このことは従来，ほとんどすべての子どもの教育において無視されてきた。 (2)物理学の学習

において，数学の武器によって助けが与えられる。このことも従来，ほとんどすべての子どもの

教育において無視されていた。 (3)試験に合格することにおいて，これは，これまで無視されてい

なかった唯一のものであり，教師たちによって実際に認められていた唯一のものである。 (4浮足

のように良由に使える知的道兵を人々に与える。人々がその生渡を通じて，自分自身を教育し続

け，精神と知力を発達させることができるようにし，そしてこの目的のために，彼らのすべての

経験を利用できるようにする0(5)これはあるいは(4)に含まれるのかも知れないが，一人の人間に，

自分のため以外のことがらを考える重要性を教え，それによって現在の権力の恐ろしい支配から

自分自身を解放し，他人に販従していると，他人を支配しているとにかかわらず，彼が最高の存

在の一人であることを確信させる。このことは通常，数学の学習以外の仕事だとされていること

である。j⑬

ここで提出されている論点はすべて100年近くも前に解決済みの吉いことでは決してない。そ

れどころか，われわれが今臼，数学教育の実践的研究を進める上での基本視点とほとんど重なり

合っているとさえいえるのである。⑬とりわけ数学教育の有用性(=目的)の根幹を，人間とし

ての自立，主体性の確立に鷺こうとしている点については，数学教育が今日いぜんとしてその皮

対物として機能していることの暴露とあわせて，理論的に深められる必要もあろう。ここでは「ペ

リーは単純な，通俗的な意味での実用主義者ではなかった。ペリーが唱えた数学の実用方面は，

消費者の数学ではなく，主として生産者の数学であるJ⑫という小倉金之助の評価の重要性に加
えて，実用そのものをも乗り超える契機を内包していたことを指摘するにとどめる。

これらの有用性を実現しうる教育内容・方法はいかにあるべきか。それにはまず， 18来の数学

教育の内容(ユークリッド流の幾何学を中心とする)を「彼らがすべて純粋数学者になろうとし

ているかのように教えている。J⑬と批判する or中等教育の数学教師に適する一人の人聞をつく
るために，…万の太郎や次郎や三郎が精神的に殺され，一人の大数学者をつくるために億万の人

間が破滅させられているJ@という表現に見られるように，著しく有害なものとして糾弾するの
である。

これに代るべきものとして提案した新しい体系を f実用数学J(Practical Mathematics )と

自ら呼んでいる。このような立論は， r純粋数学Jと「実用数学jのニ元論のようにも見える。⑬
しかし， r彼は純粋数学の毒事門家の楽しみについて，非常にうまい例を使っている。すなわち，
ラプラドルの滝を見たことのある白人は，今までにたった 9人しかいないのだが，それはナイア

ガラの滝よりも美しい，というのである。私は，彼のものの見方は，少なからず手前勝手だと患

う。同様の例を使って，私の改革案を説明するなら，ラブラドルに鉄道を敷き，橋と道をつくり，

鋼索をっくり，足場をきり開くのだ，とでも言えようかJ⑬「将来，大数学者になるかも知れな
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い子どもにさえ，改良された教授法のほうがよいと私が言っても，数学者たちはおそらく，私の

無礼を許してくれよう。j⑬といった記述に見られる如く，数学そのものを二元的に分けたのでは

なく， r純粋数学J者による教育内容体系を打掛すべきスローガ、ンとして f笑用数学jがあった
と見るべきだろう。

「実用数学」の内容を知るために，ペリーの作成した教授細目⑬を瞥見してみよう。初等数学

の課程の中で，まず算術については，最初から小数を用いること，数の計算は観察したり，測定

した数を表わすものであり，そこでは省略や近似の方法が主重要であることが強調されている O 代

数では，公式というものを「その中に量を与えれば使用できるjものとして理解させること，量

を算術で扱う方法を言語で述べれば，ことがらを代数的に表わすことができること，などが特徴

的である。求積法，幾何学においては，様々な求積公式を物差しと方眼紙を用いてテストしてみ

ること，ユークリッドの諸命題を，方眼紙や測定僚の算術計算によってテストしてみることなど

を強調した上で， rすぐれた教師は，このような実験を，やりすぎることはないだろう」とも述
べている。さらに，何らかの統計量を留に表わしたり，そこから増加率を考えたりグラフを書く

ことのほか，補間法や誤差の問題をも重視している。高等数学の課程においては近似式，級数を

用いた数値計算などから微分・積分の諸法期とそれを用いた関数の研究を中心としながら，簡単

な微分方程式の解法へと進む。そこでもまた， r測量，力学，物理学などの実例を，不断に使用j
すべきことが強調されている。⑫

ペリー，クラインらの思想を紹介しながら，独自な数学論を展開しつつ，わが国の数学教育の

改善に多大の貢献をなした小倉金之助の所説もまた，豊から関数へ至る一連の過程の意味づけと，

その内容の豊富化に向けられたものだった。小倉の， I日来の数学教育への批判と改善の方向につ

いての論点は次のようなものであった。

「従来の数学教育においてはあまりに論理のみが尊重されていたoJr生徒をして自ら発見せし
めよ。Jrこれがためには直観の力を高調せねばならない。Jr..・H ・霞観を養成するために最も有効
な方法が，経験の上にあることはどうしても娃うことができない。Jrそれゆえに生徒をしてまず
日常経験の前に瞳面せしめよ。直畿のカは彼らをして自ら発見へと導くであろう。j⑬これらの論

述に見られるように，数学教育においては第ーに盛観，第二に論理，という位置を与え，

藍観力を養うために，経験が重要であることを主張するのが第一の論点である。

これとかかわりながら，数学の膝史的発展を孤立主義と融合主義という，ニつの対立する理想

の交代，あるいは相互浸透としてとらえた上で， I日来の数学教育が擁立主義に従っていることを

批判するのが第ニ点である。孤立主義は数学の各分野をそれぞれの分科の範関内で論瑳的に整頓

された形に築きあげることを理想とするため，さきの論点の中では論理を第一とする立場と結び

っく。これに対して融合主義は，たとえばデカルトによる数と空間の結合や，接線問題と求積問

題の，微積分学の形成による結合などに見られるように， r力学的にして，あくまでも藍観的」⑬
である。

第三点もさきのこ点と関連しているが，数学を正確数学と実用数学，あるいは近似数学とにわ

け，その時者の相互浸透，あるいは「永遠に相助け相補い相携えて進むべき運命にある双生児」

としてとらえ「その一方のみを挙げて一方を夜すべきでないj⑧と述べることによって，近似数

学の相対的位置を高めることの必要を説いている。

これらの論点を総合的に含みながら，第4の論点すなわち数学教育の根本課題が提出されてく

る。数学は自然科学ではない。しかしニュートンの微積分学，ベルヌーイの変分学がその根本思
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想を力学から求めたことをはじめ，熱の伝導，弦の振動と偏微分方程式，力学や電磁気学とヴェ

クトjレ幾何，等々，数学的諸概念の「発生を顧みるごとに，物理学に対して感謝せざるをえないJ

関係を有している。「自然を認識せんとする希望が数学発達に最も永久的で，しかも最も有効な

影響を及ぼしたものであることを思わない人々は，科学の発達史を全然忘却したものでなければ

ならない。J@

それでは，なぜ自然科学が数学を要求するのか。自然科学は経験から出発する。経験的事実を

分類し，同じ穏類の現象を記述する。さらに進んで，一般的普遍的な法制を求めねばならない。

そのためには一般化が必要であり，それは正確な類推によらねばならない。これが経験法則であ

り，これをあらわす量の間の関係が実験公式である。さらに，自然科学の進歩は，一つの現象と

他の現象との間に原因結果の関係を求めるようになる o このようにして関数概念こそが，これら

の観点から見た数学教育の中心で、あるべきことが導かれるのである。「われわれは記述的法則(実

験公式)においてすでに磁数概念を認める。盟巣の法制に歪つては，函数思想の横溢せるを容認

せざるをえない。J@

これらの論述に見られる，量から解析学の入門に至る一連のコースを数学教育の中に位置づけ

るキーワードは数学の発生約な本質であり，自然的諸科学との交渉であろう。学習者の側につい

ては，経験，実験，実測を通した発見の喜びであり「自然を認識せんとする希望jといったこと

ばに晃られる自然への主体的態度，すなわち近代的世界観そのものへの発展が構想されていると

いえるだろう。これらはすべて，数学教育史における過去であるどころか，小倉らにはじまる諸

研究の，きわめて長時間にわたる開花の過程であるといわねばならない。その，戦前における実

現化及びその臨難性については松宮哲夫の研究@にゆだねることとして，ここでは戦後，とくに

数学教育協議会における小倉らの理念の農関と転阻について簡単なスケッチを試みたい。

~ 4 数学教育協議会における関数指導研究の展開

関数を教えるとは，結局何を教えることなのか，という問題は数学教育協議会(以下数教協と

略す)の初期の頃から論じられている。『数学教室』の創刊号にはすでに石黒富美男が興味ある

問題を提起している。石黒は，連立方程式を代数的に解く前に，グラフの交点として解を求めさ

せる教科書のやり方(これは改造運動の帰結のひとつで、ある一一須田)に対して「静的な代数の

概念と動的な関数の概念とは式の思考とグラフの思考との違いであり，かなり違うものである。」

@と批判している。石黒はここで， r数学教育の核心は函数観念の養成にある」という小倉のテー
ゼを引用しながら f函数は函数として充分時間をとってやり，方寝式は方程式として代数的解法

を充分にやるべきであるJ@ことを主張した。ここには，小倉を引きながらも，融合主義に対す
る批判が挺出されていることは注目に植しよう。函数を教えることの重要性を小倉らから引きつ

ぎながら，しかも単なる専門分科の孤立主義とは異なる立場からの融合主義批判，数教協の関数

指導の出発点はここにあったのである。

銀林浩・銀林美恵子の「頭数観念の養成についてjという，基本的には融合主義の立場に立

つ論文が1956年10月号に発表され，それを受けたかたちで(決して反論や批料の形とはなってい

ない)橘 謙が明確に「融合主義の欠陥」を指摘するに至る o橘はそこで「代数と解析幾何，方

程式と函数の融合主義Jが「異質の静的な代数的思考と磁数的思考の問時的学習による混乱J⑧
をひきおこす，と結論づける。そして「入学試験のおかげで式とグラフの相互利用は生徒は達者

になっています。そういう技術的な面では達者になりすぎている感があります。しかし根本的な
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思想というべきものがおろそかになっていたり，自然現象や社会現象への探究に役立たなかった

りするのでは，題数概念が王康を占めている趣旨とはおよそ正反対のものになりますoJ@という

指描は，その後のこの分野の研究の方向を示唆したものといえる。

この時期に日数教では，柴垣和三雄の微積分を高校で必修にすべきことの提案を受けて，柴垣，

横地 清，長妻克豆，白石勲司らのフロジェクト研究が進められている o 白石は取手一高で実験

授業を組み，その結果，基礎計算力がないための障害を除けば，必修の中でも充分微積分を理解

させることができることを明らかにした。そして，教科課程改訂の課題として小学校では比と比

例の指導を重視すること，中学校では 2次関数の中で 1次関数との比較によって変化率の考え

を入れること，高校では2次関数の平行移動はやめて 2次方提式の終了後すぐに微積分に入るべ

きこと，などの重要な提言をしている。@長妻は主に，微積分を入れることによる教材の整理に

ついて具体案を作成した。その中のひとつとして 1次関数について次のように述べている。「変

量の関係を y=ax十 bの形であらわすことに中心をおいて中学校でやり解析幾何的な扱い(臨

線の方程式を求めること)などは高校必修課裡で解析幾伺としてまとめる。」⑫

このような研究の前進の，ひとつの到達点は数教協第7回全国研究大会での菊地乙夫の発表に

示されている o i外国の改造運動の影響を受けて大正の中頃から小学校にグラフ教材が取り入れ

られたが，当時の進歩的な人達は関数を扱うという明確な前提の下に取り入れられたにもかかわ

らず，全般的には関数としてのグラフというよりもグラフそのものが自的となり関数のグラフま

でに高められなかった。Jiグラフを関数思考の手段として考えるのではなくて解析幾何の入門的
内容を横すべりさせた形でグラフの操作が主となり，勾配と U切片で、グラフを書くことに主力が

そそがれ，変化震の概念や平均変化率の概念などは取りあげられていない。このような概念を入

れないで来たして関数教材として価値があるかどうか甚だ疑問である。J@これらの主張をまとめ
たものとして「関数と解析幾何の分離J@がこの時期の諜題として設定されることになる。そし

て解析幾何とは独自な関数指導として，変化率の概念を基軸とする実践的研究の展開が試みられ

るに至る。

しかし，まず方程式と分離され，次に解析幾何と分離された関数の固有の対象は，第9回大会

の問題提起に「関数と解析幾何を分離したときの関数の指導体系，指導法，グラフの扱い方を研

究しようj⑧とあるように，この段階ではほとんど，未だ空自未定のものであったようだ。この

間題は1960年から 2-3年の聞に，次に示す二つの方向に発展して行く。

ひとつは，この時期に画期的な飛躍をとげ、た最の理論，及ひ‘水道方式の理論との内的関連が明

確になってきたことである。その代表的な研究として四日市サークル，鳥取八頭数学教育サーク

ルによって進められた研究が発表されている。四日市サークルは，中学校で i1年で外延霊や内
と，それらの量の関係を。 2年では，憂数や対芯の概念を導入して，量の関係を関数として

みていくこと…… 3年では 2年における I次関数と同じ立場で 2次関数(一般の形)を指導す

る。今後の研究に待たねばならぬが，簡単な無理関数，三角関数も指導したいJ@というように，
量をパックボーンとした関数指導の内容を提案した。八頭数学教育サークルも同様であるが，さ

らに「関数の導入にあたっては基本映像を生徒に与えることが大切である。J@と，タイルのある
穫の一般化と思われることも課題として提出している。

この開題の決定的な前進は，近畿の集司によってなされた。そのひとつの集約ともいえる，

都サークルの中原克巳の発表をみよう。「輿数の概念は，もともと変動する自然現象の量的記述

の必要から生まれたといわれている。特に17世紀における運動学的法制の追求は，局所的変化の
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記述として微積分を有力な方法として生み出したのである。義務教育の課程で，関数を“変化の

解析"という観点に立って教予ぎすることは，関数の生いたちからも，また将来複雑な自然現象・

社会現象の量的機造を明らかにする方法の基礎となるという点からも逃がすことのできない飯点

である。Jr量の法期の上に立った微分積分学を中学・高校の必修課韓で教えることは，すでに私
たちの関では共通の目標である。特に中学校では，変化の解析という観点に立って，運動学的法

郎の初歩的で基礎的な内容が対象となる。例として 1次関数一一等速直線運動 2次関数一一

落体の運動(等加速度運動)，三角関数一一等速円運動…J⑧
ここには融合主義批判以来の，一定の結論が集約されている。目標を量変化の解析におき，し

かも単なる量変化一般ではなく，運動学的法則を分析の主要な対象として設定したことによって，

関数指導の器有の対象を確立したのである。これは第3 山口 格の「クラス」による関数概

念の整理とかかわっていえば，関数指導の対象をまずは連続関数のクラス，そしてとりわけその

中の微分可能な関数のクラスとして設定したことになる。

1960年前後のいまひとつの発麗方向は，いわゆる関数の定義，一般概念をどのようにおさえる

か，という問題であった。

これはまず，菊地乙夫によって，次のように出されている。 f従来では一般に“オイラーによ

る定義→ディリクレによる定義→二つの集合の要素間の対応"を，この11僚に中・高・大と拡張し

て行くのが普通だった。しかしこの腰史的な拡張の願が果して教育的に妥当かどうか疑問である。

……なるべく早い機会に最も一般的な定義をしておいた方がよい。……たとえば中学校でやると

すれば，順序のない discreteなものの対応→順序づけられたものの対芯→連続量の対応のよう

な過程を経て比例関係に進むような方法も考えられるだろう。J@このような考え方は，豊島数学
サークルによって実践に移された。豊島サークルは「対応図Jの研究から出発することを最も

要と考え， r教科の集合と教師の集合」や， r池田→エンピツ，林→ケシゴム……J等の例で，マ
ルを謬いて表わした二つの集合の閤の対応国や，直線上に要素を書いた対応図などで関数の一般

概念を指導することを試みたのである。@もちろん，そこでは対応一般ではなく，連続的変化や，

その時の変化率等も指導内容の重要な柱に含まれていた。しかし，それらをも対応閣で指導する

という強引なところも克られる o 関数をグラフに媛少化しではならない，という考えは正当であ

るにしてもグラフの持つ積極的な意義をも苔定することには明らかな論理の飛躍がある。

1962年に横地 清らが数教協を退会した後，このような対応を軸とした関数指導への批判が起

こる。批判は2種類のものがあった。ひとつは，対応図ではf自体があらわれないから関数の一

般理念(写像)を表現したことにはならない，という批判，いまひとつは，関数を対応一般に解

消することにより，量変化の解析を軸とする視点があいまいになる，というものである。この2

つの批判点を集約しながら，関数指導の方向に基本的な転換をもたらしたのが， 1963年数教協第

11田大会でのパネルディスカッションであった。

~ 5 数学教育協議会における関数指導研究の転回

パネルデイスカッション「関数教育をめぐってJは，山口高裁によって口火が切られる。「一
言にしていうてしまいますと，関数とはブラックボックスである。……なにか中のしかけはわか

らないんです。図のAから Zを入れると Bから Eが出てくる。関数とは2つの輩の潤の対応と

変化であるといわれている従来の言い方の一応対応という方を割と重視して考えているわけで

す。重視してというよりほとんど対応なんです。……こういうふうに書きますと，なにかこの中
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にはしかけがあるに違いない。そういうふうな考えが起ってくるわけです。そのしかけを解明し

よう，ということからいろんな関数が出てくる。……関数の構造そのものが未知のものであって，

そのしかけを知りたい，それを出してくる，そういうしかけを持つものにこのブラックボックス

がなるのが関数教育の最終呂的ではないかと，思うんです。微分方程式とはそういうものです。J@
これに対し，森毅は関数教育を，解析学の内容を持ったものであるべきことを主張している。

「教育の開題としてはニつに分けた方がいいんじゃないかという気がするんです。こつというの

は関数一般というふうなことを考える考え方と，もう一つは解析学という内容を伴ったもの。…

日ぼくは関数とはどういうものかというと，関数のある種の集まりがある。その一つだと思うの

です。伊!えば微分可能な関数というものに関して微分という内容に結ひーつけた議論がある。……

ところが一方，言語みたいなのがある。それはある意味で重要だと思うのです。……例えばこの

間日数協の大会の記録を見たんですけど，集合について，集合一般の議論が非常に多いんです。

・・それはある意味で危険な面もあると思うのです。j⑧

銀林浩は山口提案に賛成している。「つまり関数概念一般というのは非常に抽象的で xに

当るものとか gにき当るもの，あるいは中間のからくりですね。こういうものを全部無視して一様

に見てしまうものです。しかしいきなりそこへ行ってはいけないんで，内容をIK別する。例えば

Zが点であるとか集合であるとか……。それから関数概念は本来はこのからくりを無視すること

にあると思うのですが最初から無視することはやっぱり閤難だろうと思うのです。……しかし，

からくりを考えないということなんですけれど，それはやっぱりある現象があって，これが変化

すればこれが変化する，拘束性があるということはわかるわけですが，開題はその拘束性を具体

的に見出すというところにあるわけで，そのために関数を道具として能うわけです。J⑧

遠山 啓は関数概念の発展の塵史から，関数をブラックボックスと考える必要性があることを

指摘している。同時に遠山の強調点はそれ以前にあることに注意しなければならない。「要する

に関数を考えるときに最終段階だけを考えてみても何もわからない。長い間の麗史的な発展を考

えながらカリキュラムを組んで、いきませんと，関数は対応だといって，ああそうか，というだけ

になっちゃう。うそじゃないだろうがちっともわからん。そういう意味で関数をいろいろに分類

すると，どういう関数があるか，それを一つ一つどう系統づけるか，子供には実際どういうふう

に理解されるか，というところにもっていかないと，実際教育的にはほとんど意味がないんでな

いかと思いますoJ@
パネルの時期までの到達点は先の中原克己に加えて，対応一般に関しての横地 清らの実践を

批判した松尾豊の次の見解に集約されうる。 f関数の指導は，最初は，量の変化を考察するこ

とからはじめることが教育的にもっとも適切であろう。もちろん，量の変化をみる場合でも，そ
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の背景には『対tt;jという問題があることは事実であろう。しかし最初から対応を前面におした

てていくことが教育上好ましいことであるとは思えない。むしろ対応は背景に置いて，前面に出

して行くのは農の変化である。J@と述べた上で「基本的な関数関係」を指導して行くべきことを

提案している。

同じ松尾 豊が，約 1年後，かなりトーンを異にする論文を発表している。「解析学の初歩を

教えるという中学校の関数指導の流れの中で，量の変化を基礎にすることは大切であるが，この

霊の変化も，一般的に関数として見られるようにしておかなければ，量の変化で微積分を導入し

た場合でも 1つ1つ量について，すべて変化率などを考えて行かなければならなくなり，大そ

う無駄が多い。どうしても一般的に関数を把揮させておくことが必要になってくるoJ@そして，
fところで関数とは一体どういうものだろう」という開題について，命題関数やベクトjレの関数

からj(緑)=進め，とか.j (梓みちょ)=こんにちわあかちゃん，に主るまで ri )関数の
あらゆる意味の拡強に対しでも適応できる。 ii)生活の中にしばしば現われて，誰にでもとらえ

やすいj⑬という条件をみたすところのj.及びそのシェーマとしてのブラックボックスが強調

される。そして中学校の関数教材の体系の中で，最の変化については fこれは，本来量の開題で

あって，関数という必要はないであろうjという一方，ブラックボックスについては「ここから

関数がはじまるJ@という位置づけを与えている。時様に高校では坂あつしによる，有眼集合間
の写像の実践@小学校で、は渡辺幸信の自動販売機をブラックボックスに見たてた応用問題立式

の指導@など，多くの実践が報告されるようになる o

松尾 豊の，ブラックボックスから関数がはじまるという見解が述べられている f数学教室j

の同じ号に.r関数の指導についてjという座談会が載っている。そこで遠山 啓は，その後の
実践・研究の方向にとって重要な発言をしている。「ブラックボックスを単に導入と考えるべき

かどうかの問題ですが，むしろある意味ではブラックボックスのほうが主体じゃないかという気

がするわけですoJrブラックボックスの考えはむしろ，小学校から可能で，今まで実数から実数
への関数を主体としておったんだけれども，それを関数の一部分として考え，広い意味の関数を

説明したほうがいいという気がするわけですね。J@また，松尾の「ブラックボックスの守備範囲
が広過き、ちゃって，代入計算とか，構造の問題等も，ブラックボックス的にみれば確かに見やす

いということは，よくわかるのですが，狭い意味の関数の問題点も，中学校で、残っていると思う

のですが。」という問題に対して「僕のいうのは広い方がかえってわかりいいんじゃないかとい

う気がするわけです。実数から実数への関数というのは，ブラックボ、ツクスの実際の装置として

は非常にまれなんです。J@と答えている。関数指導の中心諜題は，量変化の解析から関数一般，
あるいは写像の概念をどうっかませるか，という方向に転回されたのである。

その，方法論上の問題点を次に整理してみよう。

a 6 方法論上の問題
~ 3の最後に.rこれらはすべて，数学教育史における過去であるどころか，小倉らにはじま
る諸研究の開花の過程であるJことを指檎しておいた。それは遠山 啓の次のような見解に対す

る批判の意を込めている。「古い19世紀的な発想がいまだに新しいものと見誤られているのが偽

らざる実情である。たとえば19世紀における数学教育のしめくくりとして現われてきたペリー運

動に，今なおしがみついている人々の多いこともその古さを物語っている。j⑬

ペリー，クライン，小倉らの所説を「古い」と呼びうるだけの新しいものを創り出すことが現
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在の課題であることはその通りである。また，遠山らを先頭に，数教協のメンバーたちが創り出

してきた研究と実践の多くが，彼らの水準をのりこえるものであることも認めねばならない。し

かし，量から解析学の入門に至る筋道に関する教育学的研究は，未だ彼らを「古いJものとして
扱うことを許す状態にはなっていないのではなかろうか。

まず，関数指導の中心をどこに置くか，という点について。 r19世紀数学の主流はこの複素関
数論であった。とくにこの複素関数論の発展の頂点をなすのは保型関数論であり，この程識を

成したのはクラインとポアンカレであった。このような背景を考えに入れると，クラインが関数

概念を数学教育の主目襟にすえたのは，まことに当然のことであった。J@rしかし19世紀の後半
から20世紀の初等にかけての正しかったことは20世紀の後半にかけても正しいだろうか。……第

一に考慮に入れるべきことは，クラインが王座にすえた関数は，数に数を対応させる狭い意味の

関数だった，ということである。……クラインの関数が〈数→数〉の対応を与える狭い意味の関

数であったために，彼の改造運動のスケールはせいぜい微分積分の改造や移動の幾何に止まり，

数学教育の全域をおおうには歪らなかったといえる。J@
実数から実数への関数を「狭いjということによって何が生ずるだろう。 rr関数とは冊ぞやj
という問に答えるためには，一言で答えることは諦めて，数学のなかで関数とみなされ得るすべ

てのものを列挙して，それぞれの特徴を説明するほかはなさそうであるoJ@

実擦，遠山は関数の分類を試みている。有限集会→有眼集合，集合の特性関数， )1慎列・組み合

わせ論の分配行列，有限集合→実数(ベクトル)，自然数→実数(数列)，整数百合的関数，実数→

実数などから，最後は超関数に至っている。このように，知られている関数をいくつか列挙し，

その特徴を述べるのはさほど難しいことではないだろう。しかし，どのようにそれを行っても，

列挙しつくすことはできない@し，またそれぞれについて， 9 5のパネルにおいて発言した遠山

啓自身の課題に答えることも不可能で、あろう。あらゆる拡張に耐える一般的な関数の定義を与え

ることは特に反対すべき理由はない。問題は量から解析学へと発展する筋道@そのものだったの

である。諸外闘も含めて，いわゆる「現代化jの失敗の多くは，量の立場を離れた，無制限な拡

張にその原器が求められよう。

次に，遠山 啓による「近代化j批判における方法論上の問題として， r直観と論理jの問題
を検討しよう。 fペリーは直観を重んずる立場からユークリッドを激しくこきおろしたのである

が，彼はユークリッドの論理を批判するばかりでなく，一切の論理への不信というところまで走

り過ぎる傾向があった。そして数学の核心で、ある論理そのものを否定するようなムードをっくり

出しさえした。そういう側面からみるとペリーの主張は生活単元学習にさえ酷叡しているとさえ

いえる。JI9l

論理数学と実用数学，論理と直観，正確と近似，これらの概念枠を設定した上で，既存の数学

教育をその前者の項への…閥的傾斜として批判し，後者の項の重要性を強調した f近代化jの論

者たちに対する批判として，これは誤りではないかも知れない。そして数学教育において論理に

正当な位置づけを与えたのも遠山であった。「ふつう数学は難解で落伍者を出すことも多いが，

その原閣は数学があまりに論理的で、あるために，子どもは数学を毛嫌いするからである，といわ

れている。しかしそれは事実ではなく，反対に，論理の統一性がなく，論理が飛躍している個所

であるといってよいだろう。J~

しかし，論理と直観についての小倉の二分をそのまま認めた上で，論理を軽視したと批判する

には必ずしも当を得ていないように思われる。むしろ問題は小倉の数学餓そのもの二元論にある
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のではなかろうか。@たとえば小倉の「われわれは数学は純粋な論理的作品であって，そこには

抽象的な形式科学として以外に，経験から導かれた何物も残っていない。けれども数学は決して

論理のみの産物ではない。その奥底に大なる誼観の力が横たわっていることを忘れてはならな

い。Ji@という論述は明確にニ元性を示している。直観という概念を教授学的タームとして承認す

るか否かという問題以前に，まず P.ブートゥルーによる，直観の二様の意義を挙げておこう。

「或種の数学者は，数学的推理の抽象的表示と形象の助を利用する表示とを対立させることを念

として，この科学の教育には直観に訴えることが必要だと断定した。この藍観といふのは，これ

ら学者の言ってゐる意味では，この科学の理論的命題を形象又は他の具体的な図形表示によって

解釈するときに入り込んでくる誼観である o 之に反して直観といふ名で論程的認識に対立させる

理知の操作は，我々の概念の考え方のみに関するもので，我々の形象作用を表現する彰式には爵

しないものである。これは純粋な或ひは超感覚的な鹿観である。J@デカルト，ポアンカレらを経
て，盛観の意味は後者に移ってきている。さらに言うなら，前者の意味における誼観も，後者の

ー形態，すなわち感覚，図形表示等の形象作用に媒介された超感覚的な認識とも考えることがで

きょう。とすると，直観的な理解は必ずしも経験的な事物との対応関係を必要としているわけで

はないし，しかも論環は必ず直観性を前提としている。護観は，洞察された論理ともいえる。

このことは，直観という概念を，少なくとも数学教育学からは追放し，論理の多様な形態にお

ける展開の中にそれを総み込むことを可能にしている。「このあまりに論理的であり，あまりに

抽象的であるということは，それは数学者から見れば論理的なのです。であるけれども，生徒に

とっては，かえって非論理であるといわざるを得ないのです。Ji@直観の重要性を強調した小倉の

理論は，この論述においてはむしろ，数学教育における論理の正当な位置を明らかにした遠山の

さきの引用と一致していると見ることができる。ポアンカレが数学者の二つのタイプ，論理型と

誼観型を，解析学者と幾何学者に対応させたこと@は示唆に富んでいる。経験，直観，感性とか

いった心理学的タームではなく，最の論理，空間形式の論理，そしてその相互作用の論理として，

子どもの数学的認識の発展を記述することが課題となってくるのである。

方法論上の問題の最後に，さきの「転回Jの理論的基礎となっていたと思われる遠山の現代数

学観に簡単にふれておこう。遠山は数学の発展を， (1)古代よりデカルト以前まで(古代・中世的)， 

(2)デカルトより19世紀の後半まで(近代的)， (3)19世紀後半より現代まで(現代)と底分している。

@それぞれの特徴は， (1)不動で静的な数学(ユークリッド幾何，算術)， (2)動的で変化するもの

の数学(解析学)， (3)集合論と公理的方法によって可能となった構造主義として要約されよう。

そして，このような区分から見て，ペリー，クライン，小倉らの共通の弱点として(3)の段摘の数

学を披らの数学教育論にとり入れていない点にあると主張している。@しかし，集合論，公理的

方法(さらには構造を合めるにしても)などが現代数学に属することは明らかであるとして，そ

れらが(2)の段階の数学をどのように消化・吸収しえたのか，という点についてはほとんど言及が

なく，若干の例示にとどまっていることは大きな弱点といわねばならない。

ヴェ・エム・ブラジス@は F.エンゲルスの数学規定にもとづきながら，かっその後の数学

の発展に関するコルモゴロフの所説を紹介しつつ，遠山 啓とほぼ同じ時期区分に対する，異なっ

た説明を与えている。第一の段措は，現実の数，霊，形の概念の形成や研究が行なわれた時期で

あり，藤始人の行った集合論的諸操作からはじまって自然数の演算，分数，車線の長さ，面積，

体積などの概念の形成に烹る，ほぼ17世紀はじめまでの長い時代にわたっている o第二の段階は，

撃の変化と幾何学的変換に関する科学としての数学の時代である。第三の段階が「数学が現実の
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世界の最も一般的な量的関係と空関形態についての科学となった時期jであり，これが群論やト

ポロジーによって特徴づけられる現代数学である。

f最も一般的な量的関係と空間形態jという形で， (1)や(2)の段階との区別と関連，連続性を述

べるブラジスと， (1)や(2)が構造の例示としてしかあらわれない遠山では，少なからぬ数学論の立

場の違いがあることを指描できるだろう。そして，数学を構造の科学と見る立場が多くの批判と

反省を生みだしている現高，それを数学教育の理論上の開題として解決して行く必要に迫られて

いる。@

~ 7 関数指導体系の課題

これまでに，数学を f震と空間形式についての科学jであると考える立場から，関数に焦点を

あてて問題点を明らかにしてきた。同時に，これから解かれて符くべき問題もいくつか明らかに

なってきた。要約的に挙げてみよう。

数学を量と空間形式についての学としておさえた時，関数を霊あるいは空穂形式のいかなる発

麗のレベルに位置づけるか，という大きな問題が生ずる。これはこれまでに作成してきた教授プ

ログラムに加えていくつかの未開拐の領域を埋めて行く作業が前提となることは言うまでもない

が，それを通して，いかに霊の理論，あるいは空間形式の理論を再構成しうるか，という問題に

ほかならない。このような襲の理論の数学論的再構成は，最を感覚，直観，経験などのことばで

位置づける「近代化Jの立場からはそもそもその射程外のことである。量の指導体系は f近代化J
が遂行すべきであったが，やるべくして怠ったというよりは， r近代化Jの守備範間内におさま
る限りにおいて作られていたと見るべきだろう。そして「現代化Jにおいては，建の理論はほと
んどまだ形をさえなしていないのが現状なのである。

まず，量概念そのもの，出発点からしてすでに不明確である。たとえば日量とはもののー倒

閣であるjと考える。ものにはいろいろな側面があろう。質的な側閣もあれば，量的な側面もあ

る。Jt@という説明がある。量がものの一側部であることはよいとして，質と並んで存在する側面

であるという説明は，アリストテレスのレベルにとどまっているのではなかろうか。少なくとも

へーゲルの論理学は，量的認識の発生について，アリストテレスをのりこえているのであり，こ

のような遺産を学びとることが必要だろう。「震は規定性そのものがもはや有そのものと問ーな

ものとしてではなく，揚棄されたもの，あるいは無関係なものとして指定された純有である。j⑬

従ってまた，量の分類についても，震を分離量と連続量に，連続量を外延量と内包量に分類す

る根拠，あるいは有効性は必ずしも明確になっているわけではない。そして最も重要な，量の指

導過程についての教育内容論・教材論的研究も未だ確定したものが得られているというのにほど

遠い。@単位導入の四段階指導という考え方は，きわめて優れたアイデアを含むにしても，それ

では側々の量の，いかなる質を教えるべきか，というもっとも重要な問題はほとんど未開拓なの

である。

関数概念の実践的研究はブラックボックスによる混乱にもかかわらず，その後も注目すべき実

践が蓄積されている。⑬そこでその到達点と課題を要約してみよう。まず， r近代化jに対する批
判は，次のように要約できるだろう。「関数概念を解析学の観点で体系づけていくという立場で

ばなく，関数の空間的表現としてのグラフだけがはっきり打ち出されており，このため，伝統的

な方程式中心の代数優位の立場は崩れずにグラフは方程式の根の説明に使う軽度の従属的位置に

ある。Jrグラフの内容は f解析幾何J的グラフとの区別が明らかでない。Jr生活単元学習の時期



関数指導体系に関する3基礎的研究 1う

を除けば，この{云統は基本的に変わることなく踏襲されてきたといってよい。総じていえば，改

良運動の立場一一一近代化には，量の変化の解析という解析学の視点は貫かれていないこと(代数

は方程式中心で、方程式のグラフ解法としてグラフを位置づけていること)，微積分への一貫性が

なく微積分に微分方程式， Taylor展開がないこと，概念のみが強調され，それを裏づける内容

と体系がないこと，過度の融合主義に捕っている(関数のグラフと解析幾何のグラフとの混同)

ことを指摘できる。」⑬

このような近代化批判に立って，正比例関数を量から関数への発展のかなめとして位置づけ，

素材としての典型性(一様変化を法郎のもっとも単純かつ基本的なものと見る)および解析学の

方法の基礎(一般的な法員iJを局所的に一次化する)という観点から指導する実践 1次関数を

様変化の中で、初期値を最も初歩的に扱うことができるという観点からの実践 2次関数を等加速

度運動から定式化し，その中で微分，積分の基本的な考え方にふれさせる実践など，豊富な成果

を蓄積している。

主要な成果は主に，量変化から関数を導く部分に集中しているが，指数，対数，三角関数など

を含めて，さらに多様な実践が開拓されねばならない。しかし，微分方程式， Taylor展開など

はほとんど未開拓のまま残されている。山口語哉によるブラックボックスの提起はそもそも，こ

れら解析学の，もっとも解析学らしい部分に焦点をあててなされたのであるが，その後写像の一

般概念に拡散した経過はすでにふれた。未知関数を既知関数で近似して行くこと，あるいは近似

そのもの本費などについて，教授フログラムの開発が必要とされている。

本章の最後に指摘しておかなねばならないことは，われわれの数学論における関数の指導は，

あれこれの関数を，導入場面において物理的対象を考察し，量的な分析によって立式させること

で終るわけではない，ということである。量は，より高次の，より一般的な量へと移行・発展す

る。量から導かれた関数はその数学的形式の自立性によって他の関数を生み出し，また，他の関

数との諸関連の中に位置を占める。あるいは空間諸形式の中における関数ともまた，必然的に関

連を生ずるようになる。量としての関数概念の発展について，このようなヘーゲル的思弁の形で

語ることはもうやめよう。それが数学自身においてどのように整理されうるかを次主義以下に見る

ことにする。新しい教授プログラム開発の視点を採ることが現在の課題なのである。

〔注〕

① たとえば，山口 格・須田勝彦 f数学教育の観点から見たアルキメデスの公理j，北海道大学教育学

部紀要第49号， 1987年。

② 向上論文参照。

③ f純粋数学が対象としているのは，現実の世界の空間諸形式と豪的関係であり，したがってきわめて

実在約な素材なのである。Jマルクス・エンゲルス全集，第20巻， 37ページ。

④ 向上書38ページ。これを震の論理と呼ぶなら，嚢自身，より高次の蜜概念へ，重量の論理で発展して行

く。これを数学の内容にE詳して展開しようとしたのが今野武雄「数学論jであろう。

⑤ 江戸山也 f数学方法論への唯物語量的接近のためにj，r日本の科学者J1984年， No. 4に同様の指摘が
ある。

⑥ 「我々は科学の構築には依存しない数学的事実の存在を仮定しないわけにはいかない。我々はどうし

ても数学約概念に真の客観性を賦輿しなくてはならぬ。この客観性を我々は実験的認識に関する客観

性と混同しないことを示すために内在的と呼ぶことにする。Jピエル・ブートゥルー，河野伊三郎訳「数

学思想史j，1943年，岩波書底， 228ページ。
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「空間形式」については未だ研究が絡についたばかりだから本稿ではふれない。なお， r空筒形式J
を量のカテゴリーの独特な形態とした上で，数学を量(質的無関与性)についての学であるとする考

え方もある。しかしこれは平板な見解といわねばならな Oio たとえば空間の確立→空間の量への還元

→空間への回帰といった数学的認識の発展過程こそが興味ある数学教脊上の問題なのであり，量一元

論からはこのような対立は消えてしまう。連続と不連続，有限と無線などと同様に，震と空間形式も

また静問良次のいう「矛震jの一形態として捉えたい。静間良次「数学における連続の問題J武谷三

男編 f自然科学概論j第2巻， 1960年，勤革審房，参照。

拙稿 f教育内容の問題としての教材一愛の問題を中心にj鈴木秀一編『よい教材・惑い教材.11985生存，

B本標準，参熊。

遠山 啓「蚤の問題についてj，r数学教室.1No. 44， 1958年8月，国土社，大会のための問題提起:
ペリー「数学の教育J丸山哲郎訳，ペリー，クライン f数学教青改革論j， 1972年，明治図書， 17ペー

ジー18ページの要約。

教育学部紀婆

⑦ 

③ 

⑨ 

⑬ 

16 

例示にはこと欠かないが，伊iえば1986年北海道合同教研集会での高橋洋輔のレポートには，次のよう

なリアルな感想が述べられている。 f私が教員になる前は数学教育に対して夢を持っていました(今，

全く失ったわけではありませんが)。受験体制に左右されることなく数学の概念発生過程を生徒とと

⑪ 

もに味わいたい，数学のすばらしさ，おもしろさを生徒とともに味わいたい，等。しかし，現実は，

かなりかけはなれたものになってしまってます。……j

小倉金之助・鍋島信太郎「現代数学教育史j1957年，大臼本図害警， 53ページ。

ペリー，前掲奮闘， 19ページ。

向上番， 20ページ。

大田邦虫~ r数学教育の内容史研究に関する試論一一改造運動における微積分の問題を中心にj，北海
道大学教育学部紀婆， No. 44， 1984年。「なお，ペリーは『純粋数学j……に f実用数学jを対置し

ているが，それは中等段階においてであり， r:純粋数学jの意義はそれ自体として認めている。つまり，

数学を f純粋jと f実用jの二元論において捉えているのである。j(22ページ)

ペリー「教員養成所における数学教育の教科課程j，前掲警(⑬)による。

F. クラインをも含めて，中等教育へ微分・積分を導入しようとする思想がいかに育ち，いかにわ

が閣に具体化されたかについての端緒的な検討は松宮智夫(⑫)，大沼邦郎(⑬)などを参照。

小倉金之効著作集4，数学教脊の根本問題， 1973年，動車著書房， 64ページ。

⑫

⑬

⑬

⑬

 

⑬ 

⑪ 

同上， 66ページ。

向上， 72ページ。

向上， 74ページ。

同上， 78ページ。

たとえば松宮哲夫「大正時代における中学校数学科教授要呂改正中止の事情についての覚え著書ム大

阪教育大学数学教家『数学教育研究』第2号， 1972年など。

石黒富美男「方穏式についてj，r数学教室長J1955年， 2 Fl創刊号， 19ページ。

⑬

⑬

⑫

⑫

⑫

⑫

 

向上， 20ページ。

謙「式・グラフ・函数j

2月， 33ページ。

白石勲司 f必修9単位内における微積分の指導j，r数学教室J1958年6月，間 f必修9単位で微積分
を指導してj，r日本数学教育会誌J，1958年9号参照。

⑫

⑫

⑫

 『函数観念の養成についてjを読んで一一ム数学教室， 1957年橘

⑫ 
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長妻克直「微積分指導についての諮問題jr数学教室.11958年6月，及び同 f教科課程近代化に関す
る諸問題J，r日本数学教育会誌J1958年第7号参照。
f数学教室J1959年10月増刊，数教協第7問研究大会特集， 36ページ。

菊地乙炎 f関数教材の新編成j，r数学教室.11960年4月， 46ページ。
菊地乙夫「中学校・高校の関数j，r数学教室.11961年5月， 68ページ。
四日市サークル「中学校の関数指導についてj，r教学教室J1961年6Jl増刊号， 24-5ページ。
鳥取八頭数学教育サークル「中学校の関数ム同上誌， 35ページ。

中原克己「中学校の関数一一震から微積分ヘム『数学教護J1963年12月， 29ページ。

菊地乙夫，前掲(@)論文， 70ページ。

登鳥数学サークル「中学校における関数指導(1}j， r数学教~.1 1961年11月。

『数学教室J1963年10月増刊。 29-30ページ。

関数指導体系に隠する萎縫的研究

向上， 30-31ページ。

何一上， 31-32ページ。

向上， 36ページ。

松尾 豊「中学校における微分指導のいくつかの間題点j，r数学教室J1963年8月， 32ページ。
重量「ブラックボックスについてj，r数学教室主J1964年， 28ページ。

この意味づけは遠山の次の論文を引用しながら述べられている。遠山 啓「現代数学講座，関数につ

いてはり， r数学教釜j1号64年2月， 101ページ，及び伺「教師のための数学入門j1965年，国土社，
51ページ。

松尾，前掲論文(⑫)， 35ページ。

坂あっし f教2さから一一アミダでショーチュー会j，r数学教家j1964年2Jl。ただこの報官は f有限
集会からの畿の関数へのつながりと発援についてはまだ考えていないjと，慎重な限定を付したよで

松尾

⑫ 

⑫

@

@

@

⑮

⑧

⑧

⑮

@

⑮

⑧

⑬

@

@

⑬

 

@ 

@ 

の，楽しい授業実践である。

渡辺幸信「算数とブラックボックスj，r数学教室J1964年5月号。この報告では，注⑬に付した遠山
の論文を読んで，いかに写像が普遍的なものであるかについての再発見が新鮮に諮られている。

st談会「関数の教育についてj，r数学教家J1964年7月号， 58ページ-59ページ。
遠山 啓 f教櫛のための数学入門j関数・図形編， 1965年，国土社， 11ページ。

⑬ 

向上書， 47ページ。

向上書， 48ページ。

向上書， 50ページ。

それは， rすべての集会の集会jというものを数学としては認められないのと向様である。
遠山は量を否定したのではもちろんなしL 量を f構造Jの「素子Jとして位震づけられると考えたの

である。しかしそのことによって，量が新しい展開を見せたというよりは， r構造」一般についての
常識的な説明の中に埋没させられたと見るべきだろう。前掲議(⑬)， 7ページ。

啓，青白掲著書(⑬)， 13-14ページ。なお，ここで指摘されている「生活単元学習」との関係は，

初等教育と中等教育にわけで，厳密に検討されるべき課題であろう。

啓 f数学教育の基礎j，岩波講str現代教育学J9， 1960年 7ページ。
進によって，この点に関する詳織な検討がなされている。岡部「小倉金之助その思想j1983年，

@

⑬

⑬

⑮

⑧

⑫

⑬

 

遠山⑪ 

遠山

阿部

@ 

@ 

教育研究社。

小倉金之助，前掲黍(⑬)， 62ページ。@ 



18 教育学部紀要第50号

⑬ P ブートゥルー，前掲書(⑥)， 243-244ページ。

⑬ 小倉金之助「数学教育の基調j，前掲著書(⑬)， 207ページ。

⑬ ポアンカレ「科学の価値j，吉田洋一訳，岩波文庫， 19-20ページ。

@ 遠山，前掲警(⑬)， 34ページ，なお，遠山の「数学は変貌するj1970年，国土社では古代と中世(ター

レス以後)が区分されている。

@ 向上番， 36-39ページ。

⑬ ヴェ・エム・ブラジス「数学教授法概論j，宮本敏雄・狩野孝一共訳， 1960年，新評論。ただし，ブ

ラジスはこの著作で関数指導について何か重要なことを述べているわけではない。

⑬ 藤井淳一も，遠山がその数学論的基礎をブルパキに求めていたこと，関数をブラックボックスで教え

る考えはそこから生じていることなどを指摘している。「小倉もペリーも f数学教育の中で力学をや

ろうjと主張していた……。その内容論からみれば，ブラックボックス的な関数の見方がいかに形式

的で貧弱なものかわかるだろう。…また，具体のない抽象ほどくだらないものはない。……?プjレパ

キとどアジェ』は，世界の数学教育現代化のモデルでもあった。科学教育を忘れた現代化が失敗に焔

るのは……明らかなことである。j，藤井淳一「関数教脊の根本問題j，大阪教育大学数学教室『数学

教育研究』第16号， 1986年， 80ページ。なお， r呉体のない抽象ほどくだらないものはないjという
指摘は，小論95に紹介した山口高裁の提案に対する，遠山 啓の意見と同趣旨であることは興味

深い。

⑬ 銀林 浩ほか編「算数・数学科の自主編成j 3， 王室の学習， 1972年，明治E話番， 24ページ。

@ この点の指摘は拙稿「基礎学力の指導過程j，講E在日本の教育6，1976年，新日本出版，および須田・

堀間「教育内容の問題としての教材j(③)参照。

⑬ その一端はたとえば大田邦郎「高等学校における微積分の初歩としての二次関数の指導過程ム北海

道大学教育学部紀要第40号， 1982年に紹介されている。

⑬ 山口EZ裁，中原克己編「関数指導現代化入門j1，初等関数， 1970年，籾治図書， 26-27ページ。

第2輩 2次関数の研究

~ 1 はじめに

数学教育の対象として 2次関数をどう教えるかという問題は，現場の教師にとっても，数学教

育の研究者にとっても大きな問題である。しかし 2次関数をどう教えるかという教育の方法に関

する関いかけの前に 2次関数とは何であるのかという，数学論的問題意識が存症するはずであ

る。

数学論的問題意識とは，まず 2次関数とは何であるのか，それの他の関数と異なる点は何か，

何故それが必要なのか等の問題に答えることである。

従来の研究実銭は，この2次輿数に関しては多数あるが，その代表的なものを挙げると次の様

になる。

第一に民鴎教育研究屈体で主張され実践された考え方で，量の変化の法則としての関数の中の

一つに 2次関数を位置づけるという立場である。宮本敏雄が1971年に書いたものによると次のよ

うになっている①〈関数指導に対するわれわれの態度をいくつかにまとめてみると，つぎのよう

になる。

(1) 量の変化の法出としての関数，つまり狭い意味での解析学での関数と，広い意味での一般
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の写像とを一応区別する。(中略)

(2) 量の変化の法則としての関数については，自然や社会で，最も基本的な量の変化の法部は

向かということをまず問題にしなければならない。われわれはそのような基本的な変化の法制と

して，一様変化，一様加速変化，一様倍変化，一様周期変化などをとりたいと考えている。それ

らはそれぞれ 1次関数(正比例関数はその特殊な場合である)， 2次関数，指数関数，三角関

数などの素関数に相当する。

(3) (省略)

(4) (前略)子どもたちに関数というものを 1つの実体としてつかませるシェーマが必要で，

この点でブラックボックスは重要な働きをすると考えられる。(中略)

(2)について，これまでの宮側の関数指導では，式から入ることが多かった。たとえば 1次関

数は 1次式で表わされる関数 2次関数は2次式で表わされる関数というふうであった。われわ

れは量の変化の基本的な法則から関数を導入することを主張する。たとえば1次関数は一様変化

(一様分布)の法則として，つまり内包量一定の関係として導入される。(中路)さらに 2次関

数も，変化率が一様変化する法期(一一様加速変化)として導入される。(中路)さらに指数関数

は一様倍変化として導入される。〉

この考え方による実践報告は榊 忠男や小野良高によって各々1974年になされている②。榊は

等加速運動の分析から 2次関数を導入しようと試み，小野は三角水槽から 2次関数を導いている。

第こには近数協による集罰的研究で，微分方翠式を解くことによって，加速震一定の運動から

2次鴎数を導こうと試みている。用いられるモデルは水道栓モデルである。ここで特徴的なもの

は院分的一次関数の極限として 2次関数を得ょうとしたこと及び，微分方程式を積分することを

中学校で実践しようと試みていることである。

第三は大田邦郎の高等学校で、の実銭報告で、上の二つの70年代の実践の長所を継承し，発展させ

たものである③。すなわち等加速運動の解析と微積分の方法の導入で 2次関数を扱ったものであ

る。

本稿の目的はこれら従来の 2次関数に対する考えの筋道から離れて，数学本来の立場から 2

次関数を特徴付ける性質を探究して，実践の論理的前提を用意することである。ここに要約した

過去の業績はいずれも共通して，量の変化の解析という視点に立っている。この視点は大切な視

点ではあるが，この視点だけではもの足りないのではなかろうか。現代数学の立場からみると，

そのような不安が感ぜられるのである。

a 2 正比例関数について
2次関数の特徴を論議するために，対比の対象として正比例関数についてここで要約して述べ

ておく o

まず，正比例関数の定義を述べよう。 Rを実数全体の集合として，通常の距離空間と考え位

棺空間と考えておく。 Rから Rへの写像fが次の2つの性質をみたすとする。

(1) f ( x十 y)=f( x)十f{y) (x，yER) 

(2) 任意の実数αについて

f(αx) おおαf(x)

このときfを正比例(線型)関数という。これが普通の正比例関数の定義である。さて正比例

関数はf(x) = axという形に表わされるのであるがこのことを導いてみよう。 RをR上のべ
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クトル空間と考えると， (2)より

f(α・1)口αf(1) 

f(l)口 aとすると
之江αa

従ってf(α) 口 αa 新たにα=xとおくと f(x) = ax が導かれたことになる。 f(x) = ax 

であれば，このfは(1)をみたすことは明らかである。

このように(2)だけから f(x)需拡となることを導くことが出来る。

実はこの場合(2)から直接(1)を出すこともできる。 Zキ0，yキOのとき y=αZと書けるから

f(x十 y)=f( x十αx)=f((1+α) x) 

= (1十α)f(x)=f(x)+αf(x)
=f(x) +f(αx) 

=f(x) 十f(y)

である。このように(2)を佼定するとは)が出ることがわかった。

そうすると正比例関数の定義は(2)だけで良いのではないかということが問題になる。本質を正

しく見極めるために次元を一般にして考察してみよう。実数体 R上の有限次元ベクト jレ空聞を

考えてみよう。すなわち n次元ベクトル空間 vは和と実数倍という二つの基本演算を持つ空間
で，その中に舟穣が定義されていて，ベクトルの長さや，角などが定義されるものとする o この

ような n次元ベクトル空間は n次元ユークリッド空間 Rnに同型であるから，イメージとしては

Rnと考えておいて良いだろう。さて二つのベクトル空間 vと w"に対して，写像f:v'"→ 
vを考え，次の定義を行う。
定義 f:v'" → vが Vη内のベクトル X， Yに対して
(1) f( X+  y) =f( X) + f( y) 
(2) f(aX) =af(X) (aは実数)

をみたすときfを線形写像という。とくに Vから vへの線形写像を線形変換という。
このように一般の有限次元での線形写像を定義したのち，最も簡単な場合として v=w= 
R1の場合を考察しよう。(本質的にははじめにやったことのくり返しであるが，次の2次元の場

合と対比させるために改めて述べる。)f: R1→ R1を線形変換とする。このfを決定すること
を考察したい。すなわちこのfを特徴付ける具体的形を求めてみたい。まず R

1にベクトル空間

としての基底を…つ定める。すなわち座標原点Oを定め，単位ベクトルeを定めて R1上の任

意のベクトルを X=X"eと表す。この Zは基底eによる Xの座標表現である。

f(X) =f(x"e) =x"f(e) 

であるから，f( e) = a" eとすれば，
x"f(e) =X" (a"e) (x"a) "e=(ω)" e 

となる。すなわちf(X)をYとかけば Y=Y" eであるとして

y"e= (ax) "e 

この基底 eを省略して表したら Uなお axとなる o 前にも述べたようにこの 1次元の場合は(2)の性

費f(X+y) =f(X) +f( Y)は用いていない。 l次元の場合，線形変換は正比例関数に

他ならない。この a錯するということが，正比例関数を特徴づけることであるかどうか検討して

みよう。このために R1の別の基震による表現を考察する。これを〆と書こう。 fをさっきの a

{きする線形変換とする。〆 =b" eとする。 Xおむ X"e=ニピ・〆 =:x!b"eより x=b"Xo Yに
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ついても同様に y=b" yとなる。 E口 axの式に代入して

by=ax=a{b・:t)口(ab)・:t

を得る。よって基底〆に関する X， Yの座標ど ，y'については

y=(士a"b)ど
となるが，実数の積は可換であるから(2次元ではこうならないことに注意するため当然のこと

を書いたのである)， tabza，すなわち

y = a:t 

となり，新しい基底〆についてもfはやはりベクトルを a倍するといってよいことがわかった。
この値 dは線形変換fに固有な値で，fの間有{霞と呼ぶ。

次に次元をあげて 2次元の場合を考察する。 f: R2→R2を線形変換とする。 R2の基麗を eh

e2とする。
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x=  X1 e1十 X2e2 

である。これを
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と脅し

(~~)は Xの基底 e 1， e 2に関する摩擦で、ある o この表記法によ日の線形変換fはどのよう
X2 

に表わされるだろうか。

X=X1e1十 X2e2 

であるから

f( X)= f( X1 e1+ X2 e2) = f( X1 e1) + f( X2 e2) 
となる。注意すべきは，ここで条件(1X2)の開方を用いたことである。
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とすれば

f( X) = y= (~~) 

として，

Y=X1(ae1十 ce2)+ X2( be1+ de2) (aX1+ bX2) e1十(CX汁 dx2)q 
となる。行列の積を用いると
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(:;) = Aと書けばとなる。

Y=AX 

と表わせることになる。この Aをfの表現行列という。よって RZから RZへの線形変換はAを
比例定数とする正詑例関数の形になっていることがわかった。このことは一般に Rn→ Rmなる

線形写像についても成立し，f: Rn→ Rmなる線形写像はある (m，n)一行J1JAを用いて
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RZのeZとし，RZの襟準的な基底を e1， 

Y=AX 

と表わせる。

さて 2次元の場合基底を変えるとどうであろうか。

ベクトルXを

X=  X1 e1+ Xz eZ 

RZのもう一組の基底を e1 eZ とし，

eZ 出 qe1十 seZ e1 出 Pe1+ reZ， 
とする。

X=X1e}十 xzeZ=Xl'eγ十 XZ'eZ 

=Xl'(Pe1十 rez)十 xz'( qe 1十 seZ) 

出 (Xl'P+XZ'q)e1十(Xl 'r十 xz's)ez

とする。

したカfって

Xl=X1'P+XZ'q 

Xz= Xl 'r十 Xz's 

行列を用いると
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となる。 Pは正則だから， Y'=(P-1AP)Xを得る。つまり R2の基底をかえるとfを表わ

している行列は Aから p-1APにかわってしまうのである。 XをA倍する写像がfというい

い方は今度はできないのである。この場合l次元とちがって，行列は積が交換可能でないことが，

本質的になることに注意したい。つまり p-1AP= Aとなるとはかぎらないのである。

さてわれわれは次元を上げて考察することによって，線形変換はやはり(1)，(2)両方の性質が定

義として必要なことが明らかに出来たのである。

数学教育の論議で正比例関数の定義を， r倍々 jすなわち(2)の性質からのみ行って(1)の「加法性J
に注意を向けなかったり yおお axのaの量的性質 f内包畳一定jのみを重く考える傾向がよく

みられるが，定義が多次元の場合にも見通せる本費的なものかどうかを検討することも必要であ

ろう。

~ 3 2次関数について

第1節に述べたように 2次関数と正比例関数は，最的には各々等加速運動と等速運動のよう

に，別々のものとして意識され教えられることが多い。ここでは主としてこの 2つの対象の内的

な結びつきというものを探る形で論を進めることとする。

前と同じように Rを実数体とする。 VをR上の n次元ベクトル空間として，双I次形式f:
VX V→ Rを考える。これは xEV，yEVに対してf(x， y)はRの元であって，次の条

件をみたす。

(1) f( x十ど， y) おなf(x，y) +f(:i， y) 

(2) f(αx， y)口 αf(x， y) 

(3) f(x， y+ダ)= f( x， y) + f( x， y) 
(4) f(x， sy) =sf(x， y) 

ここにα，sE Rである。
このようにして定義された双I次形式は V上の変数x，yの各々に対して線形写像になっ

ているといってもよい。

双1次形式f(x， y)が任意の x，yE VIこ対して，f(x， y) =f(y， x)となるとき，

f( x， y)を対称双l次形式という。

{Xh …， ゐ}を Vの一つの基底とし，f(x;， Xk) ココα伐とおけば，x =1:; iX;， y = 

Eη iXiに対して

f( x， y) =1:αik; iηh 

となる。すなわち x= t (;}，…，;n)' y=t(η}，…， ηη)， A口 (α ik) とおけば

f( x， y)口 txAy

と表わされる。 Aを，箆襟系 (Xh ….1:π)によって双1次形式fを表現する行列という。

f(x， y)が対称双1次形式のとき，任意の i，kに対して，(X ik =αμが成り立つ。このとき
Aは対称行列になる。

f: VX V→ Rが双l次形式のとき，Q(x) =f(x， x)を V上の 2次形式という。つま

り

Q(x)=1:αik; i; k 
である。

Q (x)が V上の2次形式のとき次の性質がなりたつことはみやすい。
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(1) Q (A x) =A2 Q ( x) λER，XEV) 

(2) Q (x 十 y)-Q(x) -Q(y)は双1次形式である。

逆に(1)，伽条件をみたす関数Q : V→ Rに対して，B (x， y)寸(Q切り)-
Q(x) -Q(y))は対称な双一次形式となり，かつ Q(x)=B(x， x)となる。従って Q

は2次形式となる。この関係によって V上の 2次形式の全体と VXV上の対称な双一次形式

全体とがl対1に対応する。

鵠節で述べたように線形写像を特徴づける性質は

(1) f( X 十 Y)=f(X) +f( Y) 

(2) f(αX) =αf(X) 

の2つであった。これと同様に 2次形式を特徴づける性質は

(1) Q (A x) =A2 Q ( x) λE R) 

(2) Q (x十 y)-Q(x) -Q(y)は双1次形式

なのである。

さてこれまでR上の n次元ベクトル空間 V上の2次形式について述べて来たが Vの次元が

1次元の場合が2次関数になるのである。 RをR上の 1次元ベクトル空間と考えて写像

f:R → R 

が

(1) f (A x) =A2 f ( x) 

(2) f( x十 y)-f(x) -f(y)がR上の双l次形式

の2つの条件をみたすものが2次関数であるとするのである。

B( x， y)寸(f(x句)一f(x)-f( y)) 
は対称な双一次形式となり f(x)=B(x， x)となる。今の場合B(x，y) =axyになる。

但し a=f(e，e)でR3X=xe，R3Y口 pとする。 B(x，x) =ax2で，f( x) = 

ax2を得る。

線形写像の場合，次元数が1次元のとき，正比例関数は，(2)の条件だけでf(x) = axという
形が決定できたが，二次形式の場合は Vの次元数がlのとき，すなわち 2次関数においては(1)

の条件だけで形を決定できる。それは(1)より

f(αx) 口 α2f( x) αER  

f(α)=α2 f( 1 ) 

ここでf(1) = aとおくと
f(α)=α2・a

ここで、αを改めて Zとおくと

f( x) = ax2 

を得る。したがって正比僻関数や 2次関数を考察する捺，次元数が1のため，表面にあらわれな

い性質(正比例関数にあっては(1)， 2次関数にあっては(2))に住意を向ける必要がある。

~ 4 3次関数について

今まで述べて来たことは3次関数についても成立する。 Vを前と同様に R上n次元のベクト

jレ空間として Fを VXVX  V上の三重一次形式とする。 F(x，y， z)がム y， zのど

んな罷換に対しでも不変なとき対称という。対称3重一次形式全体の空間を込と表わす。 SE
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めに対し

C(x) 口 S(x， x， x) 

とおくことにより v上の 3次形式 Cが得られる。 2次形式Q(x)の(2)Q ( x + y) -Q ( x) 
-Q (y)は双1次形式に相当する式を出してみよう。

C(x+y+z) =C(x) +C(y) +C(z) 

+3{S(x， x， y) +S(x， x， z)十 S(x， y， y) 

+S(x， z， z) +S(y， y， z) +S(y， z， z)} 

+ 6 S(ム y，z) 
が成立する。この中間項を消去するために

C(x+y) =C(x) +C(y) +3S(x， x， y) +3S(x， y， y) 

および C (x+z)， C(富十 z)を考えれば謹ちに

(1) C( x十 y+z)-C(x十 y)ー C(x十 z)-C( y 十 z) 十 C(X)十 C(y) + 

C( z) 

=6S(x， y， z) 

という関係式が得られる。

この様な方法で3次関数を特徴づけることができるのであるが 1次関数(正比例関数)， 2 

次関数 3次関数と進んで来たように一般に n次関数を対称 n重一次形式から n次形式を得る

方法により，作ることができる。そうすると従来の学校教育に於ける考え方とは異なる一本の太

い線で1次関数 2次関数 3次関数，…，多項式関数を統一的に考察することができることに

なる。

そこで問題は多項式とは持かということになる。

~ 5 テンソル代数と多項式

前節末に提起した問題，すなわち「多項式とは伺かjということを考えるためにテンソル代数

の記述法をかいつまんで述べよう④。 vを体K上の n次元ベクトル空間とする(体Kとしたが
K=Rの場合を想定しておいてもさしっかえない)0 v上の(斉)一次関数，すなわち Vから
Kへの一次写像全体の集会を v*で表わす。 f，gev*，αEKに対し，和f+gおよびスカラー
倍αfを

(1) (j+ g)( x) =f( x)十 g(x)

(αf)(x) =αof(x) (xE V) 

により定義する。そのとき V*は上の演算に関して K上の n次元ベクトル空間になる。この

V本を Vの双対空間という。

V， W， TをK上のベクトル空間 dimV= n， dim W=  mとする。双一次写像φ:

Vx W→ Tを次の条件で定義する。

{②(x+y， x') =φ ( x，ど)十φ (y，x') 

(2) ~φ (x ， x' +〆)=φ(x，x')十φ(x，y) 
¥ <T(αx， x') 口 φ(x，αど )=α・φ(x，x') (x， yE  V， x'， 〆E W) 

この双一次写像φに関して次の条件を考えよう。

( T 1) Xh …， xr E Vが一次独立ならば yh …， YrE Wに対して

E lφ(Xi' yi) 詰 Oこ争 yi 出 O(l~i~r)
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( T 1 ') Yh…， YrE Wが一次独立ならば Xh…，Xr E Vに対して
z lφ( Xi， 豹)= 0 二字 Xi=O (l;;:ai;;:ar) 
(T 2) Tはφ(ム y) (xE V， yE W)によって生成される。

そうすると次の定現が成立する。

定理 与えられた V， Wに対し，条件(T 1) ( T 1 ')， (T 2 )を満たすべクトル空間 T

と双一次写像φVXW→ Tは必ず存在する。しかもそのような(T，φ)は次の意味で“普

遍的"(uni versal )である。すなわち任意のベクトル空筒 T'と双一次写像φvxW→ T' 

に対し，条件

(3)φ'( X， y) =ρ(φ(X， y)) (X E V， Y E W) 

を満たすような一次写像p:T一・T'が一意的に定まる。

φ 
vxW 3)0 

ア

、¥J
(3)を満たすρは同型写像であり Tとφの組(T，φ)が向型を除いて一意的に定まるのであ

る。よって与えられた V， Wに対し (Tl)(T2)を満たす組(T，φ)を一つ対応させ，

それを V， Wのテンソル積といい，記号

T= VQ9 w， φ(X， y) 口 xQ9y
で表わす。

(XEV， yEW) 

定理の証明は容易である。 Tを任意の nm次元ベクトル空間，(eij)(l;;:ai;;:an， l;;:aj;;:am) 

をその一つの底とする。 (ei)(l;;:ai歪n)，(fj) (l;;:aj;;:am)を V， Wの底とし

xE V， x=E i;;ei 

yE V， y=EηL 

に対し

(*) φ(z，g)$8225iWb 

とiEK 

'YJjE K 

とおけば，双一次写像φvxW→ Tが定義される。この(T，φ)は条件 (T1)， 

( T 1 ')， (T 2 )を満たす。逆にこれらの条件を満たす(T，φ)はすべてこのようにして

得られる。以上が存在である。次に普遍性について述べる。任意の双一次空手像φvxW→ 

T'が与えられたとき，一次写像p:T→ T'を

(* *)ρ(E jEUEむ)=E;ijφ ， ( ei， /j) 

によって定義すれば， (*)， (* *)から明らかに

ρ(φ(x， y))=P(E;iηtij) 

=E;i'YJj φ'(ei' /j) 

=φ ， ( x， y) 

よって(3)が成立する。逆に(3)を満たす一次写像ρがあれば

ρ(eij) =ρ(φ(，々 /j)) =φ， ( ei， /j) 

であるから(**)が成立する。よってpは一意的に定まる。(証明終)
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この定理の意義は VXW上の任意の双一次空手像φ'がテンソル積 VQ9W上の一次写像ρに

よって表されるということである。今上の定理を R上 1次元のベクト jレ空間 V， Wに適用して

みよう。

f: VX W→ T' 
をf(x，y) =axνという双一次写像とする。中学校の数学では複比例関数といっているもの
である。 xyから作った空間がテンソル積T= VQ9 Wである。 xyEVQ9 W 
p: T→ T' 

をρ(xy)=axyとして定義すると

(3 ') f( x， y) コロp(φ(x， y)) 

φ 
VXW-----==ェ

T 

川¥J
になる。つまりφ(x，y) =xy， f(x， y) =axyよりはつを得る。このことは， r xと
Uに複比例することは xyに正比例することj在意味しているのである。

ベクトル空潤の聞の乗法としてのテンソル積は，交換の法制や結合の法郎が数の積と同様に成

立する。結合の法鼎は

( VQ9 W) Q9 U諮 VQ9( WQ9 U) 

という同型対応の影で与えられる。この同型を用いて

VQ9 WQ9 U= ( VX W)③ U= VQ9 ( W③ U) 

によって 3個のベクトル空間のテンソル積を定義する。一般に s倒のベクトル空間 V1，…. Vs 

が与えられたとき，そのテンソル積を向様に定義して

③ Vi = V1Q9…Q9 Vs 
によって表わす。

さて一般にベクトル空開 Vlo Vs， Wが与えられたとき，霞積空関 V1X…×ねから

Wの中への写像φで， φ(Xlo …，xs) (XiE Vi)がどの変数ぬについても線型であるような

ものを重一次写像(rnulti1inear rnapping )という。(s = 2の場合が双一次写像である。)s詮 3

の場合も s=2の場合と同様に次の定環が成り立つ。

定理任意の重一次写像

φV1X…X Vs→ W 
に対し，一次空手像

ρ V1Q9…Q9 Vs→ W 
で条件

p( Xl⑧…Q9.1与)=φ (Xlo …， xs) (Xi E日)

を満たすようなものが一意的に存在する。



28 教育学部紀望書 第50号

次に r構反変テンソル空間を定義しよう。 VをK上の n次元ベクトル空間とする。 Vから出

発して二つの操作，双対空間を作ること，テンソjレ積を作ることを有眼屈繰返して得られるベク

トル空間 Tを一般にテンソル空間という。テンソル空間は一般に

T= V10…o Vr， Vi= Vまたは V*
の形に表わすことができる。 Vi=Vとなる国子がp個 Vi=v*となる因子がq個あるとき

Tをρ階反変 q階共変テンソル空間といいρ+q=rをその階数という。 Tの元を T階のテン

ソルという。特にすべての Viが=Vのとき Tをr階の反変テンソル空間，すべての Viがz

V*のとき Tをr階の共変テンソjレ空間という。

r階の反変テンソル空間

r 

T'= T'( V) = v0…0V  

を考える。 r文字{し…， r}の置換群6，を次のようにして Trに作用させることができる o

Vの臨 (ei)に対応する Trの標準底

eil …ir 的10…oeir (i 1.… ir = 1 ，… n) 
をとり， σE6rに対して T'の一次変換Pαを

Pσ(為1… ir) 口 eiσ(1)… ia( r) 

によって定義する。そうすると Vの任意の元町，… X，に対し

Pσ(x10…0xr) 之江 Zσ(J)0・・・0xσ(r) 
が成立するo従って実際 Pσの定義は底(的)のとり方に関係しないことがわかる。

r階皮変テンソjレtE T'はすべてのσE6rに対して Pσ(tl = tであるとき対称テンソルと

いう。 r階の反変対称テンソル全体の集合は Trの部分空間を作る。それを sr=sr( V)で表

わす。 T における一次変換込を

s=EPσ 
OE(5r 

によって定義する。

次に，テンソル空間T'(V) (r=O， 1，…)の無眼誼和

T( V) =EB T'( V) 

を考えよう。ただし TO(V) =Kとおく。上式お辺の直和は

t = ( t 0， t 1，…)， trE T'( V) 

のような無限列でその成分むが殆んどすべて(すなわち有限個の例外を除いて)= 0となるよ

うなもの全体の集会を表わす。 T(V)は演算

( t 0， t 1，…)十 (t 0'， t 1¥ … ( t 0十t0 " t 1十t1 "…)， 

α( t 0， t 1. …) 之江 (αto， αt]， …) 

によって(無限次元)ベクトル空間になる。

ιε Trを
( 0，… 0， t1'  0，…) E T( V) 

と一致させることにより， T'( V) C T( V)とみなすことができる。一般に t= ( t 0， t 1. ...) 

においてん=0 (r > ro)ならば，t '2.trと表わされる。これを形式的に
t =E tr 

とかくことにする O

さで trETr，t'r，ET〆とすれば， tr0 tr' E Tr +〆であるから，一般に t2220tr， fI 
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ヱ。trεT(V)の積を

tQ9i=l (I: tr③ t' r ) 

によって定義する。ただしとE TU= Kに対しんQ9s=sQ9tr =とんとおく O この乗法は双一次的
であり結合の法則を満足する。一般に(必ずしも有限次元でない)ベクトル空間 Aにこのよう

な双一次的，かつ結合法員IJを満たす乗法が定義されているとき AをK上の(結合)代数

( associative algebra )または多元環という。ここに述べた T(V)をテンソル代数といい，

T( V)は単位‘元をもっ非可換，無限次元の多元環である。

T( V)の部分空間として対称テンソル空間の痕和

S(V) =ヱSr(V) 
を考えよう o S( V)はやはり無担次元で穣⑧に関しては閉じていない。そこで新しい積を導入

する。

t=I:ん，i=I:t/ES(V)に対して

(4) ti =I: ( I: fb' ( tr③ t' r' )) 
s=O I 一十 r =S"1 

({eしここにJ3'口デア・J3とする)によって積を定義する O これは双一次的であり，結合の法則，

交換の法則も成立する。

S( V) =I: S( V)は(4)で定義される乗法に関して単位元をもっ無限次元，可換多元環にな

る。 S(V)を Vの対称代数という。 T(V)から S(V)への写像 t=I: tr→込， ( t) =I: 

{b' (ι)は

{b'(tQ9i) ={b'(t)・込'(i) (t， iET(V)) 

を満たし，従って多元環の準同型写像になる。(ei)を Vの底とするとき，対応する S(V)の

標準躍は

的I…eir(1 ~ iJ~"'~ ir~ n; rロ 0，1，…)によって与えられるが，これをまた

eJ叫… en"n (1) i 0， 1，… ; l~i~n) 

の形に書くこともできる。よって S(V)はK上の多元環として n変数 Xj，…，Xnの多項式

環 K [Xj，…， Xn] と向型である。

多項式とは冊かという問に対する一つの答えとして，対称テンソルからなる対称代数の元であ

るf いうことができるのである。この観点から一次式，ニ次式，三次式をみると ~2 ， ~3 ，~

4の特徴付けが重要になって来る O

~ 6 2次関数と空間の形式

直交座標系を持つ平面において，原点と点 (X，Y)の聞の距離の平方は，ピタゴラスの定

理によって X2+y2で‘与えられる。 n次元空間Rnにおいては，原点と点x口 (Xj，…ゐ)

の間の距離 z(x )の平方は

Z(X)2=Xj2+X/十…+znzzzlZZ2

で与える o このような距離を持つ空関Rnをπ次元ユークリッド空間とよんでいる。この空間に

おいて，ニつのベクトjレx= (Xj， …， Xn)， Y=( YJ，…， Yn)の閤の関係を調べるときに，

I:( Xi十数 )2=I:Xi2+I: Y/十 2I: XiYi 

であるから，ベクトルxとgとの内積

( x， Y) = I: XiYi 
は重要な役寄せを果たす。たとえばこの内積により，ベクトルxとgのなす角度が定義される。
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l(x)2= (x， x)であり xが原点 Oでなければ，l( x) > 0だから，(x， x) > 0 
える。このことは内積 (x，y)が正儀性を持っていることを示している。ユークリッド空間

においては，距離を変えない変換(合同変換)は重要である o 合同変換の中で，原点を閤定する

ものは直交変換と言われる O 一般の合同変換は王子行移動と直受変換の合成として得られるから，

車交変換は特に重要である。瞳交変換金体は直交群と言われるコンパクトな群をなす。すなわち

正儀な内積 (x，y) Iこ対して，直交群が自然に定義される O

~ 1に述べたように，これまでの数学教育における 2次関数の認識は，等加速運動などの量的

表現としてつかまえることが多かった。本稿ではこれに対して 2次関数を 2次形式と対応する

双一次形式(内積)と考えた。これは等加速運動を量的関係と考えるに対して，空間の形式とし

て2次関数を認識したことに相当する。

2次関数は等加速運動としてもあらわれるが，空間の形式を定める双一次形式としでもあらわ

れる。等加速運動は数学としては微積分の中に，双一次形式は数学の分野としては複線形代数の

中に含まれる。これらの数学の分野をどう教えるかという見通しの中で 2次関数をどう教える

かということが問題とされるべきであろう。

5i 

①宮本敏雄，数学教育C現代化の基礎3r関数・空間J(遠山稜・鍛林浩編)溺土社刊， 1971年 p
20-p 220 

⑨榊 忠男 rr2 次関数」の授業j 数学教~， 1974年8月号。

小野良高 r2次関数の指導」数学教室長， 1974年11号増刊号。

③ 大田邦郎「高等学校における微積分の初歩としての二次関数の指導過程J，北海道大学教育学部紀要

第40号， 1982年。

④佐武一郎， r線東代数学j裳肇廃刊， 1974年第V議によった。

第3章連続関数の研究

~ 1 はじめに

高等学校までの数学教育には，さまざまな関数が登場してくる。正比例関数 1次関数 2次

関数 3次関数，指数関数，対数関数，三角関数，無理関数，分数関数等である。これらは初等

関数とよばれているものの一部である O これらの関数はいったいどういう理由で教えられること

になっているのであろうか。これらの関数について知っておくことは，将来どんな役に立つので

あろうか。またこれらの関数を教える方法はこれまでのやり方でいいのだろうか，等の問題につ

いていくつかの論点を整理することにした。これらの問題は，数学教育の中で数学論に関わる開

題意義ということになる。

ところでよにあげた関数は，数学では初等関数とよばれているものであるが，初等関数という

のは次のようなものをさして云っている。代数関数(有理関数，無理関数等)，指数関数，対数

関数 3角関数，逆3角関数，およびこれらの関数の有限回の合成で得られる実数または複素変

数の関数を初等関数という O したがって，通常微分積分学で現れる最も普通の関数のことを初等

関数といっているのである。この初等関数ということばは次の様に用いると便利である。「初等

関数の微分はいつでも初等関数の範盟内でできる。しかし初等関数の積分は必ずしも初等関数で

はない。J初等関数以外の関数は，高等学校までの数学教育では登場しないが，橋円関数，ガン
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マ関数，ベツセル関数等主主要な関数が多くある。

この初等関数とそれ以外の関数という区別は数学的にあまり意味のあるものではない。関数の

区分を考える場合，関数のもっている性質にもとづいた区分を考えた方が有用である。たとえば，

微分可能性，連続性に焦点をあてると C∞一級 c1 級 c2一級…，c (連続関数のクラス)
等，整級数展開可能性を考えると，実解折的，複素解析的などの関数の区分ができる。その他に

もSupport (台)を考えに入れて分類することもある O これらの区分は排他的なものではなく，

一つの関数はいくつもの級に属することが普通なのである。本稿ではこれらの級の中でもっとも

広い区分である晶続関数のクラスに焦点をあてて考察することになる。例えば多項式で定義され

る関数は，連続関数であるから Cに属するが，導関数が連続であるから C1tこも属する。間様に

C∞にも属するし，実解析的でもある。しかしここでは専ら連続性を中心に考察してゆくのであ

るから，この関数の Cに属する関数としての性質を中心に見てみようとするのである。

~ 2 関数の定義について

集合X， Yがあって Xの要素 Zに対して Yの要素f(x)が決まるとき，写像

f:X → Y 

と書くことにする。要素の闘の対応には

Xl→f(x) 

という記号を用いよう。 X， Yが実数または複素数の集合のときこの写像fを関数とよぷ。関

数f:X→ Yのとき Xをfの定義域という。関数の定義の方法についてここでたちいった論

議をするつもりはないが，関数が与えられたとき X，Yは暁確に意識されていないといけない
l 

ことを注意しておく O 例えばf(x)=ーーで定義される関数は連続かどうかと考えるとき x
x-1 

=1という点は定義域の外の点だから，この関数は各点で連続ということになる or不連続点は
グラフのつながっていない点、だから x=lは不連続点である」などと考える必要はないので

ある。

バx)=オ了のグラブ

高等学校の教科書では現在でも y=f(x)を独立変数 yを従属変数といい yはZの関数で、

あるといった記述が残っているが，定義域と値域の集合間の写像という定義と比較してみるとき，

定義域が明確に意識されているかどうかが問題点になる O

もちろん上に述べた関数を写像として定義するやり方を，高等学校などでそのまま用いること

をここで主張しているのではなく，現代数学では，そうなっていると述べているのである。そし
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て本稿は関数の様々な性質について言及するのであるから，関数の定義はできるだけ抽象的な方

が論をすすめるのに都合がいいのである。

~ 3 関数概念の発達段階について

前節で述べた簡数の定義は，膝史的に見た関数概念の発達の諸段階をふまえて理解されるべきで

あろう。その為lこ関数概念の発達のスケッチをここに試みてみよう。

アレクサンドロフによれば数学の発展は4つの段階に分けられている①。第1の段踏は，自立

的な，純理論的な科学としての数学の誕生の時期である。ギリシヤの数学や原論などで紀元前

500年頃までの時代である。第 2の段階は初等数学の時期，不変量の数学の時期として特徴づけ

られる。これは17世紀までである。

第3期は解析学の誕生と発展の時期，第4期は現代数学の時期である。

この第3の段階， 16t世紀ごろになると，自然科学の研究の中心的な課題は運動の研究になって

いた。あたえられた軌道，たとえば車線に沿った物体の運動の法期は，物体のたどる距離が時間

の経過とともにどのように増加するか，によって記述することができる。ガ、リレイ(1564-1642

年)は，落下する物体のたどる距離は時間の 2乗に比例して増加することを，すなわち落体の法

期を発見した。この法則はつぎの式で表わされる。

1 ヮs=γgt“ )
 

噌

'
i(
 

(ここに gは9.81m/sec2という定数である)一般に運動法則は時間 tのあいだに通過する距

離をきめる法則である。この場合時間 tと距離sは具体的な二つの変量で‘ある。変驚の数学が生

まれた最初の決定的な一歩は1637年のデカルトの著者 f幾向学」の出販である。しかしここでは

数学の歴史に話を深入りさせないで，関数の概念の発達と区分の方に話を限ることにする。

他の例をあげると，運動する物体のエネルギ-Eは，つぎの公式によって，

によって表わされる。

mと速度 U

E1÷mu2 (2) 

あたえられた物体のエネルギーは速度 Uの関数である o

同様によく知られた法則から，導線を電流がとおるときに単位時間に発生する熱の量Qは次

の式によりあたえられる O

Q寸RI2

ここに Iは電流の強さ Rは導線の抵抗である。

地にも，あたえられた鋭角α底辺 Zをもっ直角三三角形の面積Sは次の式によってあらわされる。

(3) 

S tan α (4) 

(時間，距離，速度，回転角，図形の面積，変数および関数という数学的概念は，具体的な

エネjレギ一，熱の最など)およびこれらの変量の簡の従属関係(距離の時間にたいする従属関係

等)の抽象化，一般化にほかならない。

上記の(1)から(4)までの式において t，s， E， Q， V等々の具体的な変量から X，Yと

いう一般的な変量への移行を行うと， (1)-(4)は



1 
y=τax 
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(5) 

というひとつの式にまとめることができる O これは具体的な関数関係(1)ー(4)から一般的なかたち

(5)への移行で、ある。力学および電気の理論が兵体的な量と結びついた具体的な式(1)， (2)， (3)を問

題にするのにたいし，数学では一般的な式(5)を問題にし，この式をなんらかの具体的な量にむす

びつけたまま考察しようとはしない。

次の段摘は

1 唱

y =Tax， y = Slll X， Y lOg X 

などのような yの Zにたいする呉体的な関数関係ではなくて，

y=f( x) (6) 

としYう yのZに関する一般的な関数関係が考察されるようになる。個別の具体的な関数だけ

ではなく，任意の関数が数学の対象になる o これはジリクレなど19世紀の数学の特徴である。ア

レクサンドロフはこの抽象化の意義を次の様に述べている。「関数とはある鷺の他の量にたいす

る従属関係の抽象的なかたちであるから，解析学は，変量のあいだの従属関係をいろいろの具体

的な量のあいだの従属関係ではなくて，その内容が捨象された変量一般のあいだの従属関係を研

究対象とするということができる。この捨象によって解析学の応用範囲の広さが確保される。な

ぜなら，この捨象一一抽象によってあるひとつの定理のうちに無根の多くの可能なかぎりの具体

的な事例がえられるからである。」

現代数学の段階になると，集会と写像を用いて数学を記述する方法によって，y=f( x)は，

f:X→ y (7) 

という写像の形に一段と抽象化が進む。ここでXや Yは，一般的な変最(実数など)ではなく，

任意の集合となっているのである。

~ 4 関数のクラスについて

前節で述べたように現代数学では，関数は一般に写像として与えられる。 2次関数や 3角関数

などの僧期の関数とちがって，写像には一意対応以外の性質はプリミティブに与えられていない。

そこで関数の性質を代表するいくつかの指標を考えて，その指標となる性質を付与された関数を

考えることになる。それは，連続性であり C∞性であり，解析性ということになる。そしてその

ような性質を付与された関数の全体を考察することになる。つまり個別の関数の研究をする場合

とは異なり連続という性質なら，連続という性費をもった関数の全体の集合を考察の対象にする o

この様に集合を考察の主対象にするのは，現代数学の一つの著しい特徴であって， ø~えば連続関

数の全体の集合は一つのベクトル空餌をなしているのである。そのような連続関数の全体のつく

るベクトル空間の諸性質を幾向学のように研究することができる。整関数や三角関数のような個

別の欝数は，この連続関数の全体のつくるベクトル空間に属する要素であるが，これらの欝数は

この空間の中で国有の役割をはたしていることがわかる。このことについては後節においてくわ

しく検討する。
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~ 5 連続関数の定義について③

連続関数ないし連続写像は，どの場で考えるかによって様々な表現が可能である。

定義 1(連続性の第 1の定義)数誼線E1の閉区簡を〔α，s)とするとき，関数f: [α， s) 

→ E1が〔α，s)のI点 toにおいて連続であるとは tofこ収束するような〔α，s)内の任意の
数列 1tn Iについて，その像からなる点列If{ん)1が(E1の中で)点f{to)に収束するこ

とである。すなわち，

limら=to 二字 limf{ら)=f(to)

が成り立つことである。そして関数f: [α， s)吋 E1が，[α， s)の任意の点 toにおいて連続の

とき，関数fは〔α，s)で連続であるという。

定義lにおいてf:[α， s)→E1としたが，f: [α， s)→E3とすると連続写像(連続曲線)
の定義を得る。 E1とかE3とか書くのは RやR3を距離空間(ユーク 1)ッド空間)と考えたと
云う意味である。

定義2 (連続性の第2の定義)関数f: [α， s)→E1が，[α， s)のl点toにおいて連続で、あ
るとは，任意のE(>0)について適当なδ(>0)をとれば，条件

1 t tol <δ功 If{t)-f( to)I<E 

が，任意の tE [<X， s) について成り立つことである。関数f: [α， s)→E1が，[α， s)の

すべての点 toにおいて連続のとき，関数fは〔α，s)で連続であるという。

定義2を写像f:[α， s)→E3に対して書いてみよう。
定義2' 写像f:[α，お→E3が，[α， s)のI点toにおいて連続で、あるとは，任意のE(> 
0)について適当なる(>0)をとれば，条件

1 t -tol<δ=>d{f(t)， f{tO))<Eが，任意の tE [<x， s)について成り立つこと

である。ここに dはE3における距離を表わす。写像f: [α，戸〕→E3が，[α， s)のすべての

点 toにおいて連続のとき，fは連続である，あるいは，連続写像であるという。

定義1では点列や数列の収束の概念を用いている。ここでその概念の数学的な定式化を与えて

おく。

定義3{点列の収束)点列 i丸|がPoに収束するとは，任意のE(> 0)について，適当な

Nを選べば，

n?;. N二学 d(九，PO) <E 

が成り立つことである。

このように点列や数列の収束の概念を正確にしておくと，定義1と定義2の2つの連続性の定

義は実は同値であることを証明することができる。(実は選択公理をここで用いるのである。)②

次に連続曲線f: [α， s)→E3の拡張として，距離空閤Xから距離空間Yへの写像f:X→

Yが連続であるということを定義しよう o まづ距離空間の定義から始めよう o
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定義4 集合Xの任意の 2要素p， qについて，ひとつのきた数d(p， q)が定まり，それが

次の(iXiiXiii)の性質をもっとき dをX上の距離とよぷ。

(i) d(ρ， q) E; 0，そして d(ρ，q) 口 Oはp=qと同{直である。

(ji) d(p， q) =d(q， p) 

(iii) d(p， r) ;;i:.d(ρ， q) +d(q， r) (三角不等式).

距離dが，ひとつ指定されている集会Xを距離空間という。

距離空間 Xから距離空間 Yへの写像fが連続であることを定義する方法は諮と同じく，点列

によるものとf:-O論法によるものの 2通りを与える。

定義6 距離空間Xの点列|丸iが，点Po(E X)に収束するとは，番号 ηが大きくなる

に従って九が限りなく ρ。に近づ、くことである O 正確にいえば，任意のf:>0について，適当な

番号Nを選ぶと，

nE; N二字 d( Pn' ρ。)<f: 

が成り立つことである。(dはXの距離)

この点列の収束を使った連続性の定義は次のようになる。

定義6(連続性の第1の定義) X， Yを距離空間とする。

(i) 写像f:X→ Yが点Po(E X)において連続であるとは， ρ0'こ収束する X内の任意の

点列 jpη| について，像の点列lJ(丸)1が (yの点列として)，点f(po) ，こ収束すること
である。 ば，limPn = Po二字 limf(九 )=f(po)が成り立つことである。
(ii) 写像f:X→ YがXのすべての点ρ。において連続のとき，fは連続である，あるいは，

連続写像であるという。

とくに，距離空冊Xから距離空間 E1 (数直線)への連続写像f:X→ E1をX上の連続関数

とよぷ。また，点pEXのfによる像f(p)E E1を，p における関数fの値という。

次に， E-O論法による連続写像の定義を述べよう。距離空間 X， Yの距離をそれぞれ dx，

dyと書くことにする O

定義7(連続性の第2の定義)

(i) 写像f:X→ Yが点Po(EX)において連続であるとは，任意のf:(>0)について，適

当なδ(>0)を選ぶと，条件

dx(p， ρ。)くるコキ dy(j(p)， f(九))<ε 
が，任意のρEXについて成り立つことである。

(ii) 写像f:X→ YがXの任意の点九において(上の意味で)連続のとき，fは連続である

という。 fは連続写像であるということもある。

上に述べた定義6と定義7の2つの連続性も同値である。

Xが距離空間であるとき Xの部分集合であって，点列の!IX'.東に関して‘閉じている'ような

ものが開集合である o すなわち次のようになる。
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定義8 Xの部分集合Cが次の性質(*)を持っとき cをXの開集合という o
(*) cに含まれる点列 1Pn 1が Xの点列として ρoEXに収束すれば，その綴摂点Po
もCに含まれる。

閉集合と連続写像は密接な関係がある。

定理9 X， Yを距離空間とする o 写像f:X→ Yが連続であるための必要十分条件は Y
の任意の閉集合Cについて cのfによる逆像f-l(C)がXの閉集合になることである o
この定理9をみると，空手像の連続性を，開集合を使って次のように定義しでもよいことがわか

る。

定義10(連続性の第3の定義)X， Yを距離空間とする。写像f:X→ Yが連続であるとは，
Yの任意の開集合 Cについて，fによる逆像f-l(C)がXの閉集合になることである。一

定理9は，この第3の定義と第 1，第2の定義の同値を述べている。開集合と対をなす概念に

開集合がある。開集合を使って連続性の定義をすることができる。開集合を定義するため，ま

ずE一近傍を定義しよう。

定義11 Xを距離主主間とし， f> 0を任意の正の実数とする。 Xの点ρ。を中心とするE一近傍
( e -neighborhood)とは，Poからの距離がE未満で、あるような Xの点全体のなす部分集合のこ

とである。記号で Nε(ρ0，X)と表わす。式で書けば

Nε(ρ0， X)口 lpExldx(p，po)くel(CX) 
である。

このe-近傍を用いて開集合を定義する。

定義12 距離空間Xの部分集合 UがXの開集合であるとは uの任意の点pについて，適当
なe>0そ選べばNε (p，X) C uが成り立つことである。

この開集合に対して次の定理がなりたつ。

定理13X， Yを距離空間とする。写像f:X→ Yが連続であるための必要十分条件は Y
の任意の開集合 Uについて uのfによる逝像f-l(U)がXの開集合になることである。

定濠13により，連続性を次のように定義することも可能になる。

定義14(連続性の第3の定義:開集合を用いた)X， Yを距離空間とする。写像f:X→ Y
が連続であるとは Yの任意の開集合 Uについて，f-l( U)がXの開集合になることである。
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定義10や定義14をみてみると，距離空間X， Yの聞の写像j:X→ Yの連続性は関(閉)集

合という けで定義することができたことに気がつく。この定義にはXや Yの距離は表面

に表われない。そこで距離にかかわりなく開集合，閉集合という擁念が与えられていれば，連続

性は定義できることがわかる。位相空間はそのような考えから定式化された空間である。それは，

距離が必ずしも決っていない集会Xに‘開集合系'に相当するものを天下り的に指定したもので

ある。

定義15 Xを集会とする Xの部分集合を要素とするある集合Cが，次の 3性質を持っとき，

対 (X，(())を位相空間とよび， (()をその位相という。

(i) やE(()，XE(!} 

(ii) UI，日，… UrE(()功 ujnU2n…n UrE (() 

(iiil 族 1 Ui.f AE Aについて UλE(!) (VAEA)二宇品UλE(!). 

集合Cの要素 UをXの開集合とよぶ。(ここで Uはもちろん Xの部分集合であるが，それ以

上‘開集合'とは何かとは関わない。指定されたCに属する部分集合 Uのことを単に‘開集合'

とよぶだけである。)距離空間XについてはE一近傍を用いて定義12のように開集合が定義され，

そのような開集合の全体(()xは上の定義15の(iXiiXiiilをみたすのである。したがって (X，(!}x) 

は位相空間である。すなわち距離空間は自然に位相空間になる。

さて，位棺空間Xから位相空間 Yへの‘連続写像'をどう定義したらよいかはもはや明らかで

あろう。

定義16(X， (!))， (Y， (!)')を位相空関とする。写像j:X→ Yが連続であるとは，任意

の UE(!}'について，j-1 (U) E(!}が成り立つことである。

本部では冒頭にのべたように，連続関数ないし連続写像は，どの空間で考えるかによって様々

な表現が可能であることを見て来た。連続ということの本質を深く見つめることによって，考え

る空間の概念を広げることができることがわかったのである。

~ 6 コンパク卜空間と最大値の定理

前節でいろいろな空間での連続関数の定義を述べておいたのは，一つにはこれから連続関数の

性質を研究するのに，それらの性質がもっとも見やすい場面において考究できることを目ざした

ためでもある。連続関数の性質で最初に述べるのは最大値の定理である。ここではコンパクト性

が重要な役割をする。まずコンパクト性の定義を述べよう。

定義17 距離空間Xが次の性質をもっときコンパクトであるという九|を Xの中の任意

の点列とすると，lPnlの中に Xのある点に収束する部分点列 1Pn ( ilfが必ず停在する。

コンパクトでない例をあげよう。

例18 数値線E1はコンパクトでない。

なぜなら E1の中に点列として 11，2， n，…|を考えると，この中から E1の点に
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収束する部分列を取り出すことができないから。

例19 開区間 (α，s)もコンパクトでない。
なぜなら， (α， s)の中の点列をら zα十 (s-α)/2 nとおくと，この点列のどんな部分列

も (α，s)の点には収束しないから。(この点列の部分列は E1の数列としてαに収束する
が， αは開芭間 (α，s)に属していない。)

これに対して，コンパクトな空間の例は，次のようなものがある。

例20 間区間〔α，s)はコンパクトである。
例21 m次元ユークリッド空間 P の中の有界な閉集合Xはコンパクトである。 (E"'の部分

集合Xが有界であるとは，原点を中心とする m次元球体Dyで半径 rが十分大きいものを考え

れば XCDrmとなることを云う。)

例20，21の証明は長くなるので望書くことができないが E"'の中に有界な開集合はいくらでも

あるから，コンパクトな距離空間はその例にこと欠かない。

コンパクト空間の著しい性質は，その上で連続関数にたいする最大値の定理が成立することで

ある。

定理22(最大備の定理)Xをコンパクトな距離空間，fをX上の連続関数とすると，fはX

上のどこかの点で、最大値と最小{践をとる o つまり(最大値とよばれる)実数Mと(最小値とよ

ばれる)実数 mが存在して，次の(iXii)が成り立つ。

(i)すべての ρ EXについて m~f(p) ~Mである。

(ii)適当な点ρoEXとれEXがあって，f( Po)ココ m，f( Pl) = Mとなる。一

定理22の証明 最大値に関する主張のみを証明する。(最小銭についても証明は同様である。)

証明を 2つの部分(I)(II)に分ける。

(1)まず，連続関数f:X→ E1による Xの像f(X)が上に有界なことを示そう。つまり，

十分大きな実数。を選べば，すべてのpEXについてf(ρ)<戸となることをいう。
このような告が存在しないと仮定して矛盾を出す。このようなドがなければ，どんな実数。につ

いても，f( p) ~ßとなる点 pE Xが(存在きめるごとに)少なくともひとつあるはずである。

とくに各自然数nについてf(九)塗nとなる点ムEXがある。こうして Xの点列 Iphρ2，
・，九，…|を得る。 Xがコンパクトであるから IPnfから収束する部分列 IPn ( ilfを選び

出すことができる。その極隈点をPo(E X)とする po=lim九 (i)，点列 i九|の作り方から

f(九(;))~n( i)である。とくに数列lJ(丸(;)1 はどんどん大きくなり，収束しない。これ
はPoEXにおけるfの連続性f(po) =limf(九(;))に矛盾してしまう。これでf(X)が上

に有界なことが示された。

( II )連続関数fの最大値の存在を証明する。つまり，ある実数 Mがあって， (i)すべてのp

EXについて f(p)~Mが成り立ち，かっ， (ii)実際にfが緩M をとる点わが存在する:f(ρ1 ) 

=M。この 2つの性質をもっ Mの存在を示すのである。

(I)により，適当な実数持をとれば，すべてのpEXについてf(p)<戸が成り立つことが

わかった。このことを簡単にf(X)<戸と書くことにしよう。

f(X) <戸であるような戸をひとつ画定する。また，勝手な点 pEXをひとつ選んで自定

し， α=f(長)とおく。
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区間〔α，sJと像f(X)の，数直線E1における位置関係は図1のようになっている。

‘E 
〔α，持〕

~ 

E1 

α 。

~ ~ 
j(X) 

図1

次に，この区間〔α，sJを等分して行くことによって， s1=sから始まる単調減少数列 lsn I 
を構成する。この数列は，像f(X)にしだいに近づくように作られる

0:+(.) 
まず，民間〔α，sJを2等分する。端点もこめた3つの分点α，-EIニ，。のうちのひとつを恥
にするのであるが， s2は，この 3点のうち，f( X)<恥で、あってしかもできるだけ小さいものを

とる o (図 2) 

山間以日等間。分恥キ~乎，半，糾うちひと叫3に
する o s3は，この 5点のうち，f(x)<払を満たし，しかもできるだけ小さいものにする。

(図 2) 

以下同様に，区間〔α，sJを2n-1等分し，得られる 2n -1+ 1偲の分点の中からsnを選ぶ

のだが， s nは，f( X)<snであって，しかもできるだけ小さいものにする。(関 2)この操作

を限りなく続ける。

く
〔α，sJ 

〉

α 。2
E1 

j(X) 

α 。2
+ E1 

j(Xl 

α 。3
+--1 E1 

j(X) 

α 。n
トー--4 E1 

j(Xl 

図2

得られた数列 lsn Iは明らかに単謂減少であって
α~…主~ßn~…~ß3~ß2主唱1

を満たす。よって連続性の公理(下に有界な単識減少数列は収束する)により，極眼値lims n 

が存在する。これを M とおく :Zimsn=M

すべてのpEXについて f( ρ )~Mが成り立つことを証明しよう。
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数列 lsn 1は，f(X)<sn(Y匁)であるように構成された。とくにρをXの勝手な点とす
ると，f(p)<sn (Yn)であるo したがってf(p)は数列 lsn 1のひとつの下界であり，

f(p)-:alim sn=Mが成り立つ。

最後に Xの少なくともひとつの点Plについてf(PI)口 Mとなることを証明しよう。
snは，125:閤〔α，sJの2n-1等分点のひとつであった。それはf(X)<snを満たすものの

うちなるべく小さいものをとったから， s nよりも小さな隣の 2n-l等分点。nはもはや，f( X 
) <sn'を満たさない。いいかえれば，小区関 (sn'，sn)の中に，少なくともひとつ，f( X) 

の点がある。 Xの点 qnで，f( qn) E (持n ，手J となるようなものが少なくともひとつある
わけであるoMは，f ( qn) -:a M -:as nを満たす。よって Mもf(qn )と問じく小区間 (sn' 

， s n)に属するから，
1 M -f ( qn ) l-:a ((s n'， s n Jの長さ)z(÷)nIi吋|

が成り立つ。

n=l， 2， 3…と動かすと，上で選んだ点qnはXの点列 1qn 1をなす。 Xはコンパクトと

仮定しであるから，点列 1qn 1から収束する部分点列 1qn ( i)1が選びだせる。 Pl口 lim

qn(;)とおく。 ρ1はXの点である。 fの連続性によって，

1 M -f ( p 1) 1 = lim 1 M -f ( qn ( i )) 1 
話lim(1/2) n ( il-11α-sI口 O

ゆえに，f( P1)= M。

上の最大{誌の定理は実数の連続性という性質に基づいて証明されることを注意しよう。

最大値の定理の応用併を示す。

19世紀末，イタリアの数学者G.Peano (ペアノ)は不思議な撒線を発見した。彼の発見した

曲線はペアノ曲線とよばれている。ペアノ曲線は，正方形 (0，1) X (0，りをすきまなく

堤めつくす連続曲線である。すなわち連続な全射午 (0，1)→ (0， 1) X (0，りで

ある。

この発見は，次元や連続性についての素朴な観念に深刻な皮省をうながし，今日の位相幾何学

が成立するひとつのきっかけになった。

円 ロ
関3 ペアノ曲線

正方形を J2とする:J2= (0， 1) X (0， 1)，ペアノ戯線は J2を埋めつくす連続曲線であっ

たが J2に1点Poを定め，Poだけは通らずにρ。以外の J2の点をすべて通過するような連続曲

線は構成できるだろうか。すなわち全射 ψ:(0， 1)→ (J2- 1 ρ。1)は存在するだろうか。

この開題の答は杏である。最大値の定理を使ってこれを証明してみよう。連続な全射 ψ(0，

1 )吋 (J2- lPol)があると仮定して矛盾を出せばよい。 tE (0， 1)に対応する点ψ(t)
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は決して ρ。に一致しない。よってψ(t)とPoとの距離 d(ψ(t)， polは常に正である。したがっ

てその逆数の関数1/d(cp( t)， ρ。)は tを変数とする (0，1)上の連続関数になる。

ところが， cp( t 1は[2- jpolのすべての点を通過するから，とくにPoにいくらでも近い点
を通過する。いいかえれば，距離 d(ψ(t l， polはいくらでも Oに近くなる o これはその逆数

の関数1/d (ψ( t)， polがいくらでも大きい値をとることを意味するから，最大値の定理に矛

題する。

実数上の連続関数について最大値を求める問題を解くとき，最大値の存在を仮定しておいて，

微分によって求めてよいことは最大値の定理に根拠をおいている o ところが18世紀に発展した変

分問題，すなわち関数を変数とする最大値問題にあっては，関数空間では最大舗の定理が一般に

成立しないので，それが成立するような集合を考えねばならない。そのために， 19世紀には関数

族の理論が追求されて， 20世紀における関数解析の萌芽となった。

最大備の定理の根拠は，ボルツアノーワイエルシュトラスの定理にあり，無限次元の場合に収

束列を選出するために対角線論法が開発された。

ところが対角線論法という表現法は関数列に限定されていて，一般的な定式になりにくい。そ

こで20世紀になると，一般的な収束の性質として， i位相空間」を定式化して論じようとするこ

とが，フレシェの「一般解析学Jとして始まる。ここでボルツァノーワイエルシュトラスの定理
の成立を意味するのがコンパクト概念なのである。

~ 7 中間値の定理と連結性

閉区間で定義された実数値の連続関数については 2つの定理が有名である o それは最大値の

定理と中閉鎖の定程である。前節で、最大値の定理について述べたので，ここでは中間舗の定理と

その芯用について述べよう。

定理23(中間僚の定理)fを簡区間〔α，s) (α<持)上の連続関数とし，f(α)キf(戸)であ

るとする。このとき，f(α)とf(戸)の間の任意の値c，すなわち，f(α) <f(持)であるか

f(α) >f(戸)であるかに芯じてそれぞれf(α)< c<f(戸)またはf(α)> c> f(担)である
ような任意の実数 Cについて，c=f(y)となるyE (~， s)が少なくともひとつ存症する。

f((3) 

f(α)1-一一一一i

α 

11114 
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中間{直の定理の証明はどの解析学の教科書にも出ているので，証明をここに述べることはしな

いが，実数の連続性と〔α，s)のコンパクト性が重要な役割を演ずる。

中間値の定理の応用として，ユークリッド空間 E1 (数直線)の連結性を証明してみよう。

連結性はコンパクト性とならんで位相不変な性震であるから， トポロジーなどには基本的な性

質になる。連続性は空間が全体としてひとつながりかどうかに関する性質と去える。

定義24 (i) 位相空間Xが連結でないとは Xが空でなくしかも互いに重なり合わない (X

の)開集合 u， vに分かれていることである。正確に述べると，
Xが連結でないとは，次の3条件(aXbXc)を満たすXの開集合u，vが存在することである。
(a) Uキφ vキや，
(b) un v=φ， 
(c) uu V=X 
(ii) 上の条件(a)，(b)， (c)を満たすXの開集合 u， vが存在しないとさ，Xは連結であるとい
つ。

次の補題はなかなか便利で、ある。

補題25 位相空間Xが連結でないための必要十分条件は，次の(iXii)を満たすX上の連続関数

f:X→E1が存在することである。
(i) fはOまたは1の{践しかとらない。

(ii) 適当な点ρoEXとれ百三 Xがあって，f(ρ。)=O，f(pIl=l。一

中間値の定理の応用として E1が連結なことを証明しよう。

定理26 E1は連結である。

証明 E1が連結でないと仮定して矛盾をだす。 E
1が連結でなければ E

1上の連続関数f:

E1→ E1でその像が 10，11であるようなものが存在する(補題25)0f(α) = 0， f(手)エエ 1で
あるようなα，sE E1がある。 α<sまたはα>sという 2つの可能性が考えられるが，ここでは
α<戸と仮定しよう。(α>戸の場合も，以下の議論は全く同じ。)上の連続関数fをE1の間区間〔α，s) 
に制限すると，関区間〔α，向上の連続関数を得る。これを再びfと審こう。

f(α) =0， f(戸)= 1であり，しかも〔α，向上で，fはOまたは 1の値しかとらない。閉
区間〔α，向上にこのような連続関数が存在するということは，明らかに，中間値の定理に矛

属する。

~ 8 連続関教の空間④

実変数 tのある区間で連続な関統な関数 u(t)を考える。 u(t)の鐙は擾素数としておく。

複素数値関数の連続性の定義は，実数{直関数と同様にできる。 u( t)が t= toで、連続で、あると

いうのは，どんな正数Eを与えても，適当な正数δをとれば， 1 t -tolくるで、あるかぎり

lu(t) -u(to)I<Eが成立するということである。 u(t)が tのある区間で連続であるという

のは，この区関の各点で連続であることである。この定義は実数値関数の連続性の定義と形式上
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はまったく同じである。したがって実数値荷数に対して成立する諸定理が，複素数億関数にも悶

じ方法で証明することができることが多い。(但し微分学の平均値の定甥のように例外もある。)

今後は (a， b Jという閉区間で連続な関数のみを考えることにするou(t)， v(t)が

(a， b Jで連続なとき， αu( t)十台 v (tl (α， sは複素数)という関数も (a， b Jで連続
である。つまり (a，b Jで連続な関数の全体はベクトル空間を作るのである。このベクトル空

間を C (a， bJあるいは僑単に Cと書く。くわしく云えば次のようになる。

定義1(線形空間またはベクトル空間)要素x， y， Z，…の(空でない)集合Lがつぎの

条件をみたすとき Lは線形空間またはベクトjレ空間といわれる。

1.任意の二要素x，yE Lに対して，それらの和とよばれる第三の要素z=x十gが一意

的にきまる。ただし和はつぎのJ性質をもつものとする。

1) x十 y=y十 x (交換法則)

2) x十(y十z) (x 十y)+ z (結合法郎)
3) Lには，すべての要素xELに対して x+0 xを満たす一定の要素Oが存在する 0

4 )すべての要素xELに対して x+(-x)=Oなる嬰素 (-x)ELが存在する。

ll.任意の複素数αおよび任意の xELに対して要素αxEL (要素 Zと数αとの積)がきまり，

これについてつぎ、の関係が成立する。

1 )α(sx) = (α戸)x，2) l' x=x， 

3) (α+詳)xロ αx+sx，4)α( x十 y)=αz十αy。

間監問 (a， b J上の連続関数 u(t)， v(t)に和 u( t)十v( t)と，複素数との積の

αu (t)を次のように定義する。 tl-+U ( t )， tl-+ V ( t )によってこつの関数 u， vが与えられ

たとき tl→ u(t)十 v(t)， tl→αu ( t)で定義される関数をそれぞれ U十v，αUと定義す

るのである O この和と積に対して上の定義のI.llの諸性費をみたすことがすぐわかるのである。

ベクトル空間Lの空でない部分集合L'が Lで定義されている和および数との積によってベ

クトル空間となる場合に L〆を Lの部分空間といい，L'CLと書く。連続関数にさらに制限を

加えると，ベクトル空間 C [a， bJ に含まれるベクトル空間，すなわちその部分空間が作ら

れる。

倒 2 u(a) u(b)を満足するような uEC (a， bJの全体は部分空間を作る。これ

をCP(a， bJと書くことにしよう。さらに u(a) u(b)=Oを満足する Uの全体も部分

空間を作る。これをC (a， bJ と書く。 (CCCp)。また a， bの近くで担等的に Oになる関

数 uEOの全体を e[a， bJと書く。つまり uEeなら
ヨる>0 a~芸 t :;2 a十台または b-δ:;2t:;2 bならば u(t)=Oである o

Ul 

a 

UlεC. 的乞CP

Z勾EC.，ωεC 
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例 3 連続な導関数 U'をもっ uEC(a， b)の全体を C' (a， b) と記す。これも C

(a， b)の部分空間である。連続的な第 m轄までの導関数 U(m)をもっ uEC(a，b)の

全体を c(m) (a， b)と書く。 C(2)，C(3)の代りに C"， C"~ などとも書く。すべての C(m)

の共通部分すなわち任意階数の連続な導関数をもっ Uの全体を C∞ (a， b)と書く。

また (a， b) で解析的な関数，すなわち d 三 to~ bのような任意の toの近くで収束する t- to 

の巾級教に展開できる関数の全体を A (a， b) と書く。これらはすべて Cの部分空間で次の

関{系がある。

CコC'コC"コ…コ C(m)コC(m+l)コ…コ C∞コA

Cの要素である関数(ベクトル) U]，… Unに対して，(ここで nは自然数とする)α]U]十

…十αnUn (αzは複素数)の形に表わされる関数を Uj， … Unの一次結合という O 定まった U]，

・，Unの一次結合の全体はひとつの部分空間を作る。これを U]，…， Unの張る部分空間とよぷ。

より一般に有限個または無眼自のベクトルの集まり SCCが与えられたとき sに属する有限
個の関数を任意にとって一次結合を作るとき，えられる関数の全体Mは部分空間を作る。これ

をSの張る部分空間という。

倒4 区間 (a，b)でuo(t)=1， U](t)=t，…， Un ( t)口 fとすれば Uo， U]， 

的の張る部分空間は次数が nをこえない多項式の全体である o これを Pη (a，b)ある

いは簡単に凡と書く U0， U j，… の張る部分空間は多項式の全体である。これを P (a， 

b)あるいはPと書く。これらの部分空間の閤には

PoC p]C …C PnC Pn刊に…CA

という関係がある。

関数 U]，… Unに対し

α] U]+…十αnUn= 0 

が，すべてはOでない複素数の組問，…， αnによって成立すれば Uj， … Unは一次従属であ

るという。 Uj， … Unが一次従属でないとき，一次独立で、あるという。無限集合Sに対しては，

その中に一次従属な有隈個の関数が一組でもあれば sは一次従属であるといい，そうでなけ
れば一次独立であるという O 例4の関数 Uo， U]，… Un，…は一次独立である。

一般にベクトル空間Xが n備の一次独立なベクトルを少くとも一組合むが，その任意の n

十11闘のベクトルは一次従属である，というとき xはn次元であるという。このような非負
の整数 ηが存在しないとき Xは無限次元(∞次元)という。関数空間 C (a， b)をはじめ，

例2，例3の部分空間はすべて無限次元である。 Pnはn十I次元である。

有眼次元のベクトjレ空間Xにおいて，その次元を nとすれば n偲の一次独立なベクトjレU]，

Unをとれば，任意の uEXは

U =1;1 U 1十…十1;nUn 

の形に一意的に表わされる。このとき U]，… UnをXの基底，と]，…， 1; nをUの(基麗 U]，…，

Unに関する)成分という。

無限次元の空間Xでも同様の基底を考えることができる。その方法にはニ通りの考え方があ

る。第一に代数的な方法は，可算倒あるいはそれ以上の一次独立なベクトjレの集まり U]， U2， 
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…を考えて，その一次結合(有隈個の一次結合しか考えられない)によって任意の uEXを表

わすことを試みる。第二の方法は解析的な方法で，任意の uEXがこのような一次結合で直接

表わされなくても，その極限として表わされればよいと考える。応用上はこの第二の方法のほう

が便利であるが，極限というのはこの場合何かということを明らかにして考えなければならない。

これは単なるベクトル空間には含まれない概念であって，ベクトル空間で極限を考える道を導入

する必要がある。これを空間に位椙を入れるという言葉で表現している。われわれの扱っている

関数空間では，自然な方法で位指を入れることができる。そのことを次節に述べよう。

~ 9 連続関数の…様ノルム

一般にベクトル空間を Xとし Xの任意の要素 u，vに対して非負の実数11ull， 11 vllが定義
されYていて次の(1)-(3)を満たすとき Xをノルム空間， 11 11をノルムという。
(1) 11 u 11さOで11ull= 0となるのは u=Oのときそのときに罷る。

(2) 11αu 11=10:111 u 11 
(3) 11 u 十 vll~ 1I ull+1I vll (三角不等式)

(3)式において Uの代りに Uーー Uとおいた式を考えれば

(4) 11 u -vll三111ull-II vlll 
を得る。これらの性費によって， 11 u 11をベクトルの長さと考えていいことがわかる。そして
11 u-vllを二点u，vの距離と考えることもできる。 (3)より

11 u- ωII~II u -vll+11 v-wll 
を得るから，三角形のこ辺の和には第三辺より小さくない。

さて我々の考察の対象であるベクト jレ空間 C (a， b)につぎのようなノルムを考える。 U

EC  (a， b)ならば1u ( t) 1もtの連続関数であるから，実数値連続関数に関する最大舗の定

理によって1u (t) 1が最大値を (a，b)内のある点でとる。その最大値を11u 11の{[直と定義する。

11 u 11 = max 1 u ( t) 1 
である。定義によって11u 11は決して負にならない実数である。 11ull= 0となるのは1u (t)1の最
大値がOになる場合，すなわち穏等的に u(t)=0， u=Oの場合にかぎる。また U十 Uのノ

ルムは

I( u十 v)(t)I=lu(t)十 v( t)1三1u ( tll什v( t)1 
歪剖判11ull+11 v 

が任意の tに対して成り立つカか〉ら，左辺の最大値も右辺をこえない。故に11u 十 vll三11ull十
11 vllである。最後に1u ( t)1が t= toで、最大値11u 11をとれば， I(αu) ( t )1=1αu ( t )1=1α11 u ( t 
)1も同じ toで、最大値|α111u 11をとることがわかる。従って11u 11は(1)-(3)の性質をみたしているこ
とがわかった。このノルムのことを Cの一様ノルムといって，関数空間 Cを考えるときは，特

にことわらないかぎりこのノルムを前提としていることが多いのである。

ベクトル空間 Cにおいてノルムを上のように定義すると，二点関の距離という概念が定義さ

れる。これをもとにして，形式的にふつうのユークリッド空間と向じように，いろいろな位相幾

何学的概念を導入することができる。定点的に対し，不等式11u -uoll<ρ(p> 0)を満足す
る点 Uの全体を関球といい Uoをその中心， ρを半径とよぷ。陪様に11u - uoll~pによって閉

球， 11 u-uoll=pによって球商が定義される。開球と閉球とを総称して球という。点 uoを中心



46 教予苦学部紀要 第50号

とする球を含むような点集合を Uoの近傍ということがある。点集合Sがある球の中に入って

いれば sは有界であるという。点集合Sがあって sの各点 Uに対して Sが近傍になってい
るとき，いいかえればSの各点 U1こ対して Uを中心とする十分小さい球がSIこ含まれるとき S

は開集合であるといわれる o

点J1JU 1， U 2，…(これを略して jUn Iと書く)と点 Uとがあって Uを中心とするどんな

球をとっても，有眼{闘の例外を除いて Unが全部その球の中に入っているとき，いいかえれば

lim 11 Un - U 11ロ O

であるとき， j Un IはUに(強)収束する，あるいは jUn Iの(強)極眼が Uであるといい，
記号で，

lim Un = U (強)， lim Un = U， Un→ U 

などと表わす。 limUnは存在すれば，ただ一通りにきまる。

点集合Sの点からなる点列の極限に等しいような点の全体を Sの閉包とよび Sと書く U

ESの時 Ui=U (i=l， 2， 3，…)なる点列 ju;IはUに収束するから UE Sである。

故に SC8である o U E Sであるためには Uの任意の近傍にSの点が少なくとも一つあるこ

とが必要で、あり，また十分である。 S=Sのとき Sは閉集合であるという。任意のSに対し

てSは閉集合である(すなわち8=8)。特に部分空間が閉集合ならば，これを関部分空間とい

う。前節例2で定義した部分空間 CP，CはCの閉集合である。 Cおよび例 3のC'，Cグは閉

集合でない。

Un→ Uすなわち11Un - ull→ Oということは， 1 Un U 1の最大値がOに収束することであるか

ら，任意の正数Eに対して，適当な正の整数Nをとれば， η?;'Nならば tが何であっても，

1 Un ( t ) - U ( tll;;aeが成立するということである。すなわち Un→ Uは関数列 junl が区間

(a， b)において Uに一様収束することに他ならない。

一様収束についてよく知られた Cauchyの条件によると，関数列 jUn Iがある関数に一様収

束するために

limlum(t)-un(tll=oが一様に成立することが必要かつ十分である。

この結果 jUn Iがある Uに強収束するためには， lim 11 Um - Un 11= 0が必要かつ十分である。

この条件が必要であることは不等式

11 Um - Um 1I;;a1l Um - U 11 + 11 Un - U 11 
からすぐわかる。しかし条件が十分であることは，このように簡単に証明することができない。

実際その証明には関数空間 Cの特別の性質が罵いられるのであって，収束の定義とノルム空間

の性質だけを用いたのでは決して証明できないのである。

このような Cの特性を表わすのに完備という言葉が用いられる。一般にノルム空間Xの点列

juη|がCauchyの条件11Un - Um 11→Oを満足するとき，これを Cauchy列または基本列という。

Xの任意の Cauchy列がXの点に強収束するならば，空間Xは完備であるといわれる。完備な

ノルムの空簡を Banach空間という。この定義によると，われわれの関数空間 C (a， b) は

完備なノルム空間である o

完備なノルム空間の間部分空関 X1は，完備なノルム空間である。この証明は容易である。詞

様にして次の定理が証明できる:ノルム空間(完備でなくてもよい)Xの部分空間 X1が完備な

らば，Xlは爵集合である。例2の CP，Cは(Cと問じノルム受用いて)完備なノルム空間で

ある。
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空間Rが完備できないとき，ある一定の方法によってこれを完備な空間R本の中に埋めこむこ

とができる。これを完鏑化という。これは有理数の全体は尭備でないが，有理数のCauchy列を

新しい数とみなして実数を作る方法と同じである。このようにして作られた実数の全体は完備に

なる。

~10 ノルムの空簡の幾何学

1.有限次元部分空間 ノルム空間 Xの有限n次元部分空間 Xnのもつ諸性質を考察する。

定理5 ノルム空間Xの n次元部分空間 Xnは完備なノルム空間であり， したがって間部分空

間である(これはXが完備であるか苔かには関係しない。)

証明 数学的帰納法を用いる。 O次元部分空間はOベクトルだけしか含まないから，完備であ

ることは明らかである。 n次元部分空間 Xnが完備であると仮定して n+ 1次元部分空間
Xn+1が完備で‘あることを示す。

Xη+1は1次元部分空間と n次元部分空間との直和として表わされる。つまり Xn刊の適当な

1次元部分空間 X1と n次元空間 Xnに対して Xn+1の任意の元は X1の元と Xnの元との和

として表わされ，しかもその表わし方はただ一通りである。このような X1，Xnをみつけるには，

L刊の基底 U1，… Un+1をとり U1の張る一次元部分空間 X1とUz，…Un+1の張る n次元

部分空間 Xnをとればよい。

仮定によっては Xnは完備であるから，結局われわれの定理は次の定理に帰着する。ノルム空

間Xにおいて，完備な部分空間Mと，任意の定元 uoEXとの張る部分空間 Mlは完備である。

もし uoEM であれば M 1=Mとなるから結果は明らかである。よって UoがMに含まれない

場合を取り扱えばよい。またMは完備であるから開集合である。さて M]の元からなる Cauchy

列 1Un Iを考える。これに対して Un→ Uのような UεM1があることを示せばよい。

Unは次の形に表わされる:

Uη = Vn+αnUO， Vn E M (1) 

ここで複素数の列 |α nIは有界である。もし有界でないとすれば，その適当な部分列が∞に

発散するから，改めてこの部分列に相当する 1Un Iの部分列をとったものとすれば， 1 Uη| が

Cauchy 71Jであるという

られる式

1 1 

はそのままで，はじめからiαnl→∞と考えてよい。すると(1)からえ

UO=てア-Un--:::了一Vn
.....n ......n 

において， 111 Un 111は有界であるから(収束する実数列は有界)， (1/αn) Un→Oである。したがっ

て

uo= lim (ーか)
となるが，一(1/αn)vnEMでしかも Mが閉集合であるから uoEM という矛属が生ずるこ

とになる。

iαnlが有界であることがわかったから Bolzano-W eIerstrassの定理によって， 1αn 1の

適当な部分列をとり出して，ある複素数αlこ収束させることができる。上に行ったように， 1 Un I 

を部分列でおきかえることによって，はじめからαn→αで、あったと考えて差支えない。 (1)によっ
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て lvη| もCauchy列でなければならない。 Mは完備という仮定であるから Vn→ Uのような

vEMカfある。したカfって(1)によって

Un = Vn十αnU0→ U 十αUoEM1 
となる。

偶6 n次以下の多項式の全体乃は Cのn+l次元部分空間であるから完備でありしたがっ

て閤である。故に n次以下の多項式が (a， b)で一様収束ならば，その極限はやはり n次以

下の多項式である。

2. コンパクト性 上に問いたように，車線あるいは王子閣の上では，有界な点列は収束する部

分列を含む，という Boω1z悶anoぬO

いは王平子面は局所コンパクトでで、あるという。一般にノ jルレム2空E開の点集合Sがあつて sの点から
なる任意の点列が，必ずSの点に収束する部分列を含むならば sはコンパクトであるという。
直線あるいは平面上では任意の簡球(あるいは一般に有界な開集合)はコンパクトである。これ

が局所コンパクトという名のもとである。

一般に有眼次元のノルム空間は局所コンパクトである。これを証明するのに，第一項で、行った

のと向様にして，次元数による数学的帰納法を用いる O その論法をふり返ってみると，結局次の

定理を証明すればよいことがわかる:ノルム空間の部分空間Mが局所コンパクトならば，定ベ

クトル UoとMとの張る部分空間 M1も館所コンパクトである。

これを証明しよう o 前と同様に UoがMに含まれない場合を考えれば十分である。 M1の点か

らなる有界な点列 lu

|同αnl が有界であることがわかるから， 1 Un Iの適当な部分列をとることによって，はじめか

らαn→αが成立するとしてさしっかえない。すると 1Un Iも iαnuol も共に有界であるから

1 Vn Iも有界となる。 Mが局所コンパクトという仮定によって， 1 Vn Iの適当な部分列をとれ

ば，Mのある点 Uに収束させることができる。これに相当する

1 Un Iの部分列をとれば，これは V トαuoEM1に収束する。故に M1においても Bolzano-

Weierstrassの定理の成立することがわかった。

集合のコンパクトという性質が緩めて重要であることは， S 6でも述べたが，微積分学，関
数論などで Bolzano-W eierstrassの定理が演じる役割を考えれば明らかであろう。いま有限次元

のノルム空間は局所コンパクトであることを説明したが，実はノルム空間が局所コンパクトであ

るのは有限次元のものに限られるのである。

a 11 一様近似⑤
解析学では，いろいろな関数を扱うが，これらの関数を性質のよく知られた関数，すなわち多

項式や三角関数など，で近似することは，実舟上からも理論を展開するよからも，非常に大切で

ある。

与えられた関数j(x)を他の関数で近叙するというのは，j(x)に「近いJ関数を求めるこ

とである。「近いJということはどういう意味で近いのか，その意味を解明する必要がまずある。
そしてそのような関数を求める方法等の問題が考えられる o

j( x)は閉区間 (a， b)で定義された関数とする。隠じ区間で定義された別の関数g(x)



関数指導体系に関する議礎的研究 49 

カfあって

すべての xE (a， b)について If(x) -g (x) I~f 

ということが成立するとき，g (x)はf(x)を一様近似するという o

特にf，gがC(a， b)に属する連続関数なら上の条件は

IIf-g II~f 
と表わすことができる。

次の定理は近似問題を論ずるとき，最も基本になる定理である。

定理7(ワイエjレストラスの多項式近似定理)

関区間 (a，b)で定義された連続関数f(x)に対して，これを任意の近さで一様近il21.する

多項式が存在する。

この定瑳の証明法はいろいろある。ここではベルンシュタインによる証明を与える。まず毘関

(a， b)は (0，けにとっておいてよいことを住意しよう。それは， xE  (a， b)， tE (0， 

1)に対して，変換

x=a十 (b-a)t，
x-a 
t=一一一一b-a )

 

唱

E
i(
 

を考え，h(t) =f(a十(b-a)t)に対して， (0， 1)でIIh一ρ111妥Eで、あるような多項
x-a 

式PI(t)をとって， ρ(x)=ρ1(百ごa とすれば，p( x)もれ(t)と同じ次数の多項式で，

(a， b)で11f-P II~fを満たすことになるからである。

補題8 O~p~l ， nは自然数とする。

いま，pk = nCkl ( 1 -P ) n -k (k = 0， 1， 2，…， n) 

とすれば，

hpohII (2) 

(3) 

(4) 

三。仇 nρ

三。(k -np )2 pk = np ( 1 -ρ) 
π!π n(n-l) 

証明 ηCb=一一一一一=-，.-1 Cb -1 =一一一一一 日Cb 
k k!(n-k)! k" -1  '--'k -1  k(k-l) nー乙 k 

であることに注意すれば，

20phIhE n CJ(1-p)n K11p十(1 -p)! n = 1 

20kh=えんCkPk( 1 -ρ) n k出品nn-1 Ck -1戸(l_p)n-k

口48;η1CkPk (1 p) n -1-k口ゆ Ip+(l-ρ)!n-1 
= np 

1: k ( i: 1)h=n (n-1)P220n-zCJ(l-ρ) n -2-k 

= n(克一 1)ρ2 

したカfって，また



うO 教育学部紀望書 第50号

三。(k-rψ)2hfok(h … 1 )九十三ohh-2nmokh+nzpiU

=n(n-1)p2十 np-2 n 2 p2十 n2ρ2=nρ(1 -ρ) 

機題9(チェピシェフの不等式)

h主o(k=O， 1， 2，…， n )， hpophZ1 

n
 

h
r
 

'
h
k
 

npμ
開

き
一
一

シ」

m

るあで

σ2→。(k -m)2 pk 
とおけば，在意の c>Oに対して， 1 k-mlii;:;c σを満たす hについての九の和をとると，次の
不等式が成立する。

~I k -ml日併合
証明 σ24j h-m)2九割Ik -m山 (k -m)2 pk 

(5) 

> _2 ~2ゃ
=c σ1..1 k m I迄 C σh 

この再辺を c2σ2で製って(5)を得る。

定理の証明 いま近似の近さをEとする。そして，自然数 ηに対して，次の多項式 qn(x)を

考える。

qn (x)→onCd(;)d(1-z)n h 
qn ( x)はたかだか n次の多項式である。ここで nが十分大きいとき，これが， f(x)のε以

下の近{Jd式を与えることを示そう。 f(x)は有界関区間 [0，1)で連続な関数であるから，

有界であり，かっこの夜間内で一様連続である。したがって， o> 0を適当にとれば，

x， :t E [0， 1)， 1 x -:t l;aδのとき

If( x) -f(ど)
E 

2 
(6) 

であるようにすることができる。

さで， xE [0， 1)に対して.(2)より

If( x)ーら(z)izif(z)2onCJ(1-z)n-k-U4)nC山 1-x)n kl 

213jf(z)… f(J))nGd(I-z)nh什i 

妥唱》泣o戸i
k.~^ k 

であるが，ここで右辺の和を. 1 x -: l;aδの部分と.Ix-:1>δの部分に別けて評価しよう。
n' n'L 

iz-4i討が成立する部分では.(6)によってIf(x)一f(す)1三÷であるから，

~ k: I x 仇 l;:iolf(x) -f引
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寸し Ixー仇|卦んx"(l-x)一
gfAEonCJ(1-z)n~? 

h 
また， i Z-7Ji>δが成立する部分で、は， 11( x)I~ 1I 111 ， 11(一)1三11111，および補題9を用

n 

いて，この場合σ2=nx (1 -x)であるから cσ=nOすなわち，

〉五σ
C 

ととれば

E k: I x -k/n I i:1;ol 1 ( x)ーイ)Incd(l-x)η k 
歪 211111 E klnx-kl認 nönCk~(l-x)n k 

x( 1 -x) < 11111 
三211111一一τ 一一τ

nOZ 乙nる

>JJLlL 1--::l--h t...f' '7 ...-T'\iI.rl~-+. ro / t) l-111 ，1， L. -1';- z. 1'11 l- l-111 ._ >M したがって， η出っすとすれは，この部分もE/ 2より小となる。以上より， nEZ-zγならば，
EO" EO" 

(7)1こよって， 111-qn II~Eとなることがわかる。

~12 三角多項式による一様近似

ワイエルストラスの証明したもう一つの一様近似に関する定理は，三角多項式を用いるもので

ある。

三角多項式とは，

ao十 a1cost 十 a2 COS 2 tト…十 ancosnt

十 b1 sint十 b2 sin 2 t十…十 bnsinnt (1) 

という 1，cost， cos 2 t，… cosnt， sint， sin 2 t，… sinntという形の三角関数の

一次結合になっているものをいう。

(1)の関数を Sn( t)と書くと，これは周期2πの周期間数だから，これによって近似される関

数も，当然2おを周期にもつ関数でなければならない。

しかし，たとえば匹開(-:n:， :n:Jで定義された関数 u(t)は，もし，

u (一流 u(沈 (2)

を満たしていれば，任意の定数 tに対して， (2 k 1)沈<τ~ (2 k十 1):n:であるような整数k

があるわけだから，これに対し

窃(t)=u(t-2 kπ) 

として定義を拡張してやれば，これによって 2認を周期とする局期周数 u( tlが得られる。こ

れを周期的に拡張された関数という。もとの u(t)が連続関数ならば，この周期的に拡張され

た関数も，連続関数である。したがって次の定理で 2流を周期とする連続関数の中には， (2)を

満たすような(-:n:， π〕で定義された連続関数も，同時に含まれて考えられていることになる。

定理10(ワイエルストラスの三角多項式近{J)定理)02認を周期とする連続関数以 t)に対して，

これを任意の近さで一様近似する三角多項式が存在する。

いま u(t)は， (一π，:n:Jで定義され， (2)を瀧たしている関数である，と考えてよい。 {E(一流，ぉ〕
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に対して(cost， sint)は2次元王子面R2の単位円周上の点を表している。 t(一流<tan)は

この点と一対ーの対応をなし，したがって，u (t)は，この単位円賂上で定義された関数と思っ

てよいo R 2上の点(ム y)を極座擦を使って

x = rcost y TSmt (3) 

と書けば，u ( t)は，平面全体に

f(x， t}=ru(t) (4) 

と定義を拡張して R2全体で定義された連続開数と見ることができる。

そこでこの定理を証明する方針は，このf(x， y)をワイエルストラスの多項式近松定理と

同様に x，yの多項式によって一様近似し，ついでそれを(3)によって r， の式に議き誼し，

r=lとして，さらに cost，sintの多項式の形で得られた式出1)の形に産す，ということになる。

捕潤11 R 2上の開区間 [a ， b J x [c， d)で定義された連続関数f(x， y)に対して，

これを任意の近さで一様近似する x，yの多項式が存在する。

証明は前節定理とほとんど開じであるから改めて述べない。

補題12 n， mは正の整数，またはOとする。 co♂tsin刊は mが偶数ならば，

cos ( n + m ) t， cos ( n十 m-2) t，…の一次結合で表され mが奇数ならば，
sin ( n + m ) t， sin ( n十 m-2) t，…の一次結合で表される。
nが偶数のとき cosntはし cos 2 t，…cosntの一次結合で sinntはsint，sin 3 t， 

sinn -1の一次結合Xcostで表される。

nが奇数のとき cosntはcost，CoS 3 t，… cosntの一次結合で sinntはsint， sin 3 t， 

.. sinntの一次結合で表される。

証明 mが偶数なら，m=  2 kとして cosnぉinmt= cosnt ( sin 2 t) k = 

cosnt ( 1 -COS 2 t ) kこれは cosn十2t，… cosn十 mtの一次結合になる。

tt十e-'t e，t_e-，t 
cost=--~-一一 smt=一一一一z Z t 

を用いると，

cos1t = 2 1 (♂+e-it)I=2-1 l(i1t 十 e-ilt)十 IC1(i( 1-2) t十 e-i( 1-2) t)十・・i

= 2 -1 +1 I coslt十 IC1 COS ( 1 -2 ) t十…|

であるから，結局 mが偶数のときは cosηtsinmtはcos( n十 m)t， cos ( n十 m-2)t，

…の一次結合になる。

mが奇数のときは，まず cosntsinm -1 tをcosltの一次結合に表しておいて cosltsint= 

2 -1 I sin ( 1十 1) t -sin ( 1 -1 ) t fを用いればよい。

ド・モワブルの公式を渇いて

cosnt十 1・sinnt= int = (it) n = ( cost 十ぉint)nココ cosnt-nC 2 COSn -2 t sin 2 t十 nC4

cosn -4 t sin 4 t -…十 i( nC1 COSn -1 t sint一πC3 COSn -3 t sin 3 tト…)

から，実部と虚部を分け，さらに sin2 t = 1 -COS 2 tを使えば，補題が証明される。



関数指導体系に関する基礎的研究 う3

定理の証明 いま(4)のようにf(ム y)という関数を定義すれば，これはR2で連続な関数

であるから，特に〔ーしり X(-1，1)という閉区間上の関数として連続である。したがっ

ていま近似の近さをEとするとき，補題1によって，f(x， y)はこの区間上でx，yのある多

項式qn(ム引によって近似される :llf qnll<:E 
これは(3)より r， で書けば

1 ru ( t) -qn ( rcost， rsint)悼E (5) 

ということである。単位円周 r=lは，いま考えている区間内に含まれるから，単位円庖上で(5)

は成立する。したがって(5)でr=lとおくと

1 u (t) qn ( cost， sint) I~E (-Jt~ t~知) (6) 

ここで qn( cost， sint)はcost，sintのたかだか 2n次の多項式，したがって coshtsinkt (h 

+k 壬2n)の一次結合であるから，補題2によって，これは 1，cost， sint， cos 2 t， 

…の一次結合，すなわち三角多項式 s(t)として表わされる。故に(6)より，u ( t)に対して三

角多項式 s(t)があって， (-Jt， JtJ上で，あるいはR全体で

11 u-sll~E 

となる。

この定理の系として閉症間 (a，b Jで定義されたf(a) 之江f( b)を満足する連続関数は

2おt 2 hrt 
COSE±7Jt， SIRE=77t (k z O ， I， 2，…)の一次結合(三角多項式)で一様

近似されることがわかる。

~13 最良近似多項式

Weierstrassの定理によると，任意の連続関数が多頃式によって任意に一様近似されるが，近

~度を高めようとすれば，多項式の次数はさき然高くなる。もし次数を制限して， π次またはそ

れ以下の多項式しか許されないとすれば，任意の関数をいくらでも精密に近製するわけにはいか

ない。

いま関数を一様近似するために，ある穣の近似方式，たとえばたかだか n次の多項式で近制

するとか，またはし cost，… cosnt， sint ， … sinnt の一次結合で近~するとか，そのよ

うに近似方式をきめて，いろいろ近似式を考えたとき，その近似の近さが最も小さくなる近似式，

いいかえると，いちばん近似のよい式があれば，それをミニマックス近似という o 次の定理を証

明なしに述べよう。

定理13 陽区間 (a，b Jで定義された連続関数f(x)に対して，自然数 nを翻定して，

f( x)をZのたかだか n次の多項式で近似する問題を考えるとき， ミニマックス近似を与える
ものが存在する。

この定理で保証される，f(x)に対して，そのミニマックス近似を与える多項式を，f( x) 

の最長近似多項式という o 最良近似多項式の存在はよの定理に保証されるが，これを求めること

は一般に容易でない。一般論として求め得ることはほとんどなく，試行錯誤的に実用となるもの

を見いだすのである。このことを例によって解説してみよう。
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例14 sinx (0 ~ x 系列/2)の近似多項式を考えるのに，すぐ思いつくのは，テイラー級数を

途中で打ち切った多項式である。

inx= x-土 x3十一LZ5--LZ7十一」-d
6 -
. 
120 - 5040 - 362880 
n: 

しかし，これは，この区間 (0 一一〕の中で考えて，最良近似多項式というには程遠い。
2 

テイラー展開よりも，チェピシェフ展開を用いるほうが，一般によい近似を与えるといわれる。

slllaxの場合，チェピシェフ展開は

sinax = L( -1 ) k -12 J 2 k -1 ( a) J 2 k -1 ( x) ( 0 ~ x~ 1 ) 

となる。ここでみはベッセル関数である。 a=n:/ 2として 5演自までで打ち切った場合，た

しかに最良近似が得られることがわかっている。

a14 数学論的まとめ

高等学校の微分積分と大学初年級の微分穣分学の相異はいろいろあるが，高等数学に登場しな

い抽象的概念として「位相Jの概念がある。ここでいう位相とは topologiegeneralの意味で用

いている。実際位相の概念は解析学での極限，連続， J丘傍などの直観的概念に数学的意味を与え

るために生れた。位相の基本概念としては三つの Cということがよくいわれる。すなわち連続性

( continuity )，コンパクト性(compactness )，連結性(connectedness )がそれである。本

稿では連続関数を主題に，連続性が連結性，コンパクト性とどのように関っているかを整理して

みた (95，96，97)。
古典的な微分積分学の発展として現代の解析学では関数解析学がある。関数解析学とは微分積

分学を無眼次元の空間で行うものと去えよう。

解析学において無限次元の線形空間が自然にあらわれるのは，ある性質をもった関数の全体が

作る集合を考えるときである。 98においてわれわれは C(a， b)という線形空間を考察した。
これには 1，t， t2，…f'，…という無限個の一次独立な元が含まれるので無限次元となる。

C (a， b)で最大値ノルム11U 11 = max 1 U ( t ) 1を導入すると，dis (f， CJ) = 11 f -CJ 11を定

義することによりこの空間に距離が導入され，また

Un→ U c:> 11 Un -U 11→ O 

により点列の収束が定義される。この収束の定義は微分積分学における (a，b)上の連続関数

列の一様収束を現代嵐にいい換えたものであり， C (a， b)は完備性をもつことがわかる。

いま !Un(t)f をC (a， b)の一つの基本列とする。これはE>0をとると n，m>N 
なるすべての n，mに対して

1 Un ( tl-Um (tll<E 

が a~ t~ b なるすべての ttこ対して成立するような Nが存在することである。したがって，

! Un ( tllは一様に収束し，その極限は連続関数で C (a， b) tこ属する o これを U( tlとす

れば，すべての tおよびNより大きいすべての nに対して

IUn(t)-u(t)I~E 

となる。ところがこれは !Un(t)fがC (a， b)において U( tlに収束することにほかなら

ない。
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関数解析において空間の完備性は大変重要で，何かある問題の答として C (a， bJの元を

得たいとき，その近似解の列でコーシー列となるもの(すなわち近似解どうしの差のノルムがど

んどん小さくなってゆくようなもの)を作りさえすれば，その極限として必然的に真の解が得ら

れることを意味している。これは実数の集会Rの完備性を仮定して eや沈などの超越数を定義す

るのと伺じ発想法であり，関数解析におけるあらゆる論法も結局のところこの近似の原理に帰着

するといえよう。

内容をもった解析学を一つの考え方の筋で要約するのはもとより正しくないが，敢てこ

こで一つの筋をクローズアップすれば，それはここに述べた近似の問題である。微分積分法は，

だいたい数列の収束が話の主体となって組み立てられる。この収束問題が関数列にもちこまれた

のが，次の段階で近似の問題である。フーリエ麗関や，パナッハ空間論，ヒルベルト空間論，常

微分方軽式論，偏微分方寝式論をつらぬく一つのテーマ，方法論が近似の問題といえよう O

実数全体の空間の中で，有理数の全体の集合は重要な役割をはたしている。それは実数は有理

数で任意に近似することができるという意味においてである。このことを有理数の集合は笑数の

集合において樹密であるといい表わす。河様のことが C (a， bJにおいて，多項式の作る集

合Pにおいてみられる。多項式の全体は C (a， bJで栂密であった(911)。これと同様なこ

とが，三角関数系についてもいえた(9 12)。このことは，多項式と三角関数の重要性を示して

いる。(これは91において述バた問題にたいする-'--:Jの解答である0)
' 有限次元の線形空間は完備であり Rnとほぼ同様の構造をもっている。それは n次以下の多

項式の全体の集合Pnや，有眼次元のノルム空間が局所コンパクトであることを示したことでわ

かる。古典的な微積分学が個別的に関数を扱ったのに対し，近代的な解析学は総括的方法をもっ

ていることがこの例からもわかる。

そして近似の問題は，解析性(テイラー麗開)をもって代替は出来ないことをミニマックス近

似は語っているのである。

〔注〕

① ア・デ・アレクサンドロフ， r数学とはどのような学問かj 遠山啓編「数学のt世界j，大月護活，
国民文庫810.

②選択公穫が微分積分学において，このような基本的なところに用いられることは，通常の微分積分

学の教科書にふれられていない。ここでは通常は無意識的に選択公理が用いられている。

@ 95-97の記述には次の本を参照引用した。松本幸夫 fトポロジ一入門j，岩波書属。

④ 9 8 -910の記述には次の本を参照引用した。加藤敏夫 f佼相解析j，共立出版。

(この節以降は関数空間の話になるので，定理や例の番号を新しくする。)

① 9 11-913の記述には次の本を参照引用した。竹之内僑「フーリエ展開j，秀潤社。
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