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確率の基礎としての

問様な確からしさの原理の指導について

高橋哲男

The Teaching of the Principle of Equal Probability 
as the Foundation of Probability Theory 

Tetsuo TAKAHASHI 
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第1軍はじめに

73 

本稿の課題は、確率の指導においてどのような確率概念モデルが用いられるべきかについて考

察することである。これは、確率さらには統計に関する教育内容を構成するというより大きな課

題のなかの、最も基礎的かっ重要な課題である O

現代では、確率論といえば、コルモゴロフが1933年の論文 f確率論の基礎概念Jによって体系
化した、浪.IJ度論的公理的確率論を指すのが一般的である。しかし、確率論はその誕生さ当初からこ

のように公理化されたわけではない。人類が素朴な確率概念を獲得したのがいつ頃であるのかは

わからないが、確率が学問として研究され始めたのは、 17世紀のパスカルとフェルマーの往復審

筒からであるとされる九このときからコルモゴロフに至るまで、多くの哲学者や篠率論者が、

確率論の体系化に向けて様々な確率論(確率観)を麗関した。すべての確率論を検討することは

できないが、これらはおおよそ、古典的確率論、主観的確率論、頻度的確率論の 3穏類に分類さ

れると考える。むろん、このような分類がかなり雑なものであることは認めざるを得ない。しか

も、これら 3種類もそれぞれが強聞な一枚岩であるわけでもない。しかし、確率の教育内容・教

材構成について考察するよでは、これで十分である。確率の授業フランは、古典的確率論、主観

的確率論、頻度的確率論のいずれかを教脊内容とし、また、それに立脚して構成されていると考
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えるからである2)。

そこで、第2章では、確率指導の既存の授業プランのなかから、 (1)古典的確率論に基づいた教

科書、 (2)主観的確率論に基づいた東京地区数学教育協議会プラン、 (3)頻度的確率論に基づいた矢

島昭予の授業プラン f確率入門』を検討する。

第 3]きでは、まず、第2箪での検討在受けて、確率指導の際には同様な確からしさの原理を教

えることが不可欠であることを主張する。その上で、量と幾何学的直観に基づく数学教育の立場

から、調積と確率の類似性に着目し、幾拘学的確率論について検討する。これまで、幾何学的確

率論は、ベルトランの逆説とよばれる問題を例にあげて、確率の概念モデルとしては不適切であ

ると評価されてきた。しかし、本稿ではそのような見解をとらず、確率の基礎としての向様な確

からしさの原理を教える際に、ベルトランの逆説がいかなる役割を果たし得るか、その可能性を

示す。

話

1 )アイザック・トドハンタ- r確~論史ーパスカルからラプラスの時代までの数学史の一新樹 -J 現

代数学社、 1975年、 9頁を参照。

2 )およそどのような算数・数学の授業プランであっても、対応する分野の数学的理論を教育内容として

含んでいる。数学的なものの見方や数学のありがたみを教えようとしても、数学的理論を教えること

なしにそれが可能というわけではない。

第2章確率指導の既存プランの検討

第1錨古典的確率論と教科書

古典的確率は、ラプラス流の確率ともいわれる。 P.ラプラスによれば、確率とは、 f分子が好

都合な場合の数で、分母が可能な場合の総数である一つの分数にほかならないj1)。確率をこの

ように定義する背景には、 f三つまたはそれ以上の事象があるとき、その一つだけが起こるはず

だと知ってはいるものの、それがほかのものではなくて、ある特定のものだと信ずべき持らの理

由もないJ2)という認識がある。そして、「このように決定できぬ状態では、われわれはそれらの

生起について確定的に述べることはできないJ3)。したがって、われわれは、「同ーのジャンルの

すべての事象を、同じ程度に可能ないくつかの場合、すなわち、その存在についてわれわれが決

定を下しかねる度合いが同じ程度であるいくつかの場合にまとめなおし、確率を求めている事象

に好都合な場合の数を決定するJ4)。そして、その数をすべての場合の数で製った値が確率であ

ると、ラプラスはいうのである。

次に、教科書を検討する。高等学校において確率の基本的な性質が教えられる科目は、 1994年

産から施行された高等学校学習指導要領によって必修となった f数学IJであり、多くの教科書
が確率をラプラス流に定義している。

数研出版の「数学IJの教科書5)の確率を扱った章の第2節「確率の意味Jでは、 30個の
と20個の黒玉の入った袋から 1倒の玉を取り出す試行を倒として、確率の意味を多角的に理解さ

せようとしている。ここで翠くも確率の「意味jを越えて、定義らしきものが登場している。「あ

る1つの試行において特定の事象に着目し、その事象の超こることが期待される割合を数値で表

したとき、この数値をその事象の起こる確率というj。すなわち、 fこの試行では、玉の取り出し

方は50通りの場合があり、その各場合がこの試行の椴元事象であるo その中で自玉が取り出され
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る場合は30通りある。よくかき混ぜて取り出すので、 50儲の玉のうちどの玉か取り出されるかは、

同じ軽度に期待される。したがって、自主を取り出すという事象は、自玉を取り出す場合の数30
30 

を、起こりうるすべての場合の数50で割っ?値一ー すなわち 0.6の判合で起こることが期待さ
一 ~I""- 50、、.口

れるJ。また、吉典的確率を語るときに欠かせない f毘様に確からしいjという概念については、

次のように述べられている。「穣率の備を定めるには、上のように、ある試行によって起こる根

元事象がいずれも同じ程度に期待されることに基づいて行うことが多い。これを同様な確からし

さの原理というJ。
続く第3節「確率の定義Jでは、縫率が次のように定義されている。
一般に、試行の根元事象のうち、どれが起こることも同様に確からしいとき、その試

行における任意の事象Aについて、 Aの起こる確率P(A)を次の式で定める。

事象Aの根元事象の個数 n(A) 
P (A)= ，; 

爪拙叫 n(U) 

以上に、教科警における確率の意味と定義について見てきた。教科書の開題点は、古典的確率

論の問題点と詞一視できる。それは、いい古されたことであるが、古典的確率の定義のなかに合

まれる同様な確からしさの原理の不透明さである。一般的には、開様な確からしさの原理は、経

験的直観やさいころの対称性などから裏づけられていると考えられる。しかし、同様な確からし

さの原理をもちだす根拠は、「一つだけが起こるはずだと知ってはいるものの、それがほかのも

のではなくて、ある特定のものだと信ずべき冊らの理由もないjという、主観的な判断なのであ

るo これは、「同様に確からしぐないJと判断するべき十分な理由がないということであって、
理由不十分の原理といわれる。しかし、これでは、陪様な確からしさの原理が成り立つための客

観的条件にはならない。この原理を舟いて確率論の理論的構築を試みたラプラス自身も、出生数

の性別比が1: 1ではないことを発見したこともあり、その点に関しては微妙な問題であると考

えていたといわれる6)0 r確率についての哲学的試論Jにおいても、「等しいと考えられている機
会の聞に存在するかもしれない不均等についてJという章を設け、できる限りこの問題を解決し
ようと考察を加えている。しかし、まったく解決されていなし)7)。そのため、同様な確からしさ

の原理の不合理な適用により、 n火援に人がいる篠率jも f明日死ぬ確率』も、それぞれ、 fい
るかいないかJ、『死ぬか死なないかiの2通りのいずれかが起こるのであるから、十であるJ
とする、直観に反する解答がしばしばなされるのである。

第2節 主観的確率論と東京地区数学教育協議会プラン

主観的確率論は、古典的確率論の問様な確からしさの原理に含まれる問題点を克報しようとし

て生まれたものである。主観的確率論は、時様な確からしさの原理を使えるか否かを偶人の判断

にまかせ、ある個人の、その人のもつ f情報Jのもとでの、その事象が起きると信じている「信
頼度jを実数区間 [0，1]に対応させようとする理論である。主観的確率論には、確率と賂と

の関係によって説明される実践的側語、すなわち、確率を、不確かな状況下における「行為決定

のためのひとつの指針(みちびきは8)として利用しようという意閣が含まれている。

主観的確率論を最初に提唱したのはRラムゼーであり、この後、 deフィネッティーを経て

L. J.サヴェジが大成したとされる9)。サヴェジは、「確率は、特定の個人が、例えば、明臼閣が

降るというような特定の命題の真実性に対してもつ信頼度を測定するものである。この見解は、

当の個人が何らかの形で 1合理的jであることを要求するが、開じ情報に霞面している 2人の合
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理的な個人が向じ命題の真実性に対して異なった信頼度をもち得ることを、否定しないj10)と述

べている。ここでいう f合理的jということを賭に関連させて、確率の定め方をわかりやすい例

で述べているのがD.v. 1)ンドレーである。それによると、確率は、以下の手続きによって定め
られるo

まず、壷のなかに100個のボールが入っており、ボールは必ず黒または自に塗られており、し

かも、同時に両方の色が塗られていることはないとする。ここで、この議から I個のボールを取

り出す試符を考え、「取り出したボールが黒である」という事象をBとする。このとき、どのボー

ルも等質であり、平等に取り出されるチャンスをもっと考えられる。一方、われわれが確率を知

りたいと関心をもっ事象として、例えば、「明日ロンドンに雨が降るjを考え、これをEとする。

このとき、事象Bが起こればある一定の賞金を受け取り、起こらなければ何ももらえないとい

う賭と、事象Eが起こればそれと同額の賞金を受け取り、起こらなければ同じく何ももらえな

いという賭を考える。どちらの賂についても参加料が不要である場合、 fあなたがどちらか一方

の賭に参加するとすれば、あなたはどちらを選ぶだろうか。〔この選択は〕黒いボールの数bに

かかっているだろう。もし黒いボールがまったくなければ、雨〔事象E)に関する賭を選ぶの

がよいであろうし、すべてが黒いボーjレであるというもう一方の極端な例の場合は、壷〔に関す

る賭〕を選ぶ方がよいであろう。一般に、黒いボールが多ければ多いほど、壷に関する賭を選ぶ

方が有利である。次のことが容易にしたがう。W2つの婚のどちらを選んでもよいような、黒いボー

ルの数が一意に存在する10この数を bとおこう o もし、(b十 1)個の〔黒い〕ボールが蜜のな
かにあるならば、壷に関する賂は有利になり関に関する賂〔を選ぶ〕より優るであろう。また、

〔壷に入っている篤いボーjレが)(b-1)伺ならば、壷に関する賭は不平せになる。事象Bの確

率は、 b一、または、 b%である。いま、 2つの賂は、すべての点に関して無差別であるから、
100 

事象Eの確率、すなわち、明日ロンドンに雨が降る確率もまた、 b%であるj11)。

さて、 1)ンドレーが主観的確率を賭との関係で述べたのと同様に、賭の要素を取り入れて確率

の指導を行う授業プランがある。「数学教育の現代化Jのスローガンのもとに学習指導要領が改

訂され、「集合j、「論理jとともに f確率」が新教材として小学校に登場することになった1970

年頃、数学教育協議会では、確率の指導目標・内容・方法が、小学校、中学校、高等学校のそれ

ぞれの段階について盛んに議論された。その様子は、数学教育協議会が編集する雑誌『数学教室』

から知ることができる。そこからわかる、当時の、特に東京地区数学教育協議会における確率指

導の考え方は、クジこそが確率概念理解のシェーマで、あり、確率とは、クジの 1本あたりの「あ

たりやすさJを表現した内包量であるというものであった。そして、この考え方に基づいた確率

指導の実践とその報告が行われている。

確率を内包霊として導入する実践はいくつか符われているが、ここでは、理論的な枠組みと実

践の概要の両方が述べられている、松弁幹夫の「確率の導入についてJ12)を検討する。それによ

れば、クジを引いてあたる確率とは「“あたりやすさ"という予測の最jである。そして、「予測

の量としての“あたりやすさ"を撃として(数億イとされ得るものとして)確立するためには、ク

ジAならAの中では、どのクジもクジ 1本について、あたりやすさが均等分布していることを

確認しなければならないj則。この確認を行うことによって、例えば10本中あたりが6本あるク

ジAにおいて、 6本分のあたりを10本のクジに均等に分配する割り算として、 6-:-10= _6ーの計
10 

算ができるのである。以上が、確率与を内包霊としてとらえ、その数値化を行う筋道である。

しかし、内包震としての確率の指導には、“あたり"の均等分布ということをいかに理解させ
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るかという摺題がある。内包量が考えられるためには、その性質から考えて均等分布という大前

提は必要不可欠である14)。“あたり"が均等分布していることを教えることなくして、確率を「ク

ジ1本あたりの“あたりやすさ"を表す内包量Jとしてとらえさせることはできない。したがっ
て、“あたり"が均等分布をしていることを教える部分が授業のヤマ場であって、様々な笑践の

なかから、苦心の跡をうかがい知ることができる。しかし、そもそも、“あたり"が均等分布し

ていることを教えることができるのであろうか。

確率の理論を知らないことからくる誤った直観にはいくつかあるが、そのなかに、 fクジを引

いてあてるのが得意な入がいるjというものがある。このような誤った直観を廃し、理論の正し

さを認識させようという「目標Jをもって構成される確率の授業プランは多い。松井も、確率の
授業を行う前に子どもの確率概念に関する予備調査を行っているが、そのなかに、 fみなさんの

中に、うたのじようずな人や、計算のとくいな人などがいます。では、クジを引くのに、うまい

人がいますかJという質問項目がある。調査の結果、小学校6年生の約3分の lが、「いるjと

答えているのである。この調査結巣は、子どもが必ずしも“あたり"の均等分布の概念をもって

いるとはいえないことを示している。したがって、この場合には内包量を考える必然性はなく、

当然の帰結として、内告震としての確率を認識することはできないのである。

第3節頼度的確率論と矢島昭予の授業プラン f確率入門』

頻度的確率は、統計的確率、もしくは経験的確率ともいわれる。頻度的確率論は、例えばコイ

ン投げで、表の出る確率が 1であるとする理由を、コイン投げの反復試行あるいは大量試行の結
2 1 

果、表の出る相対的頻度がーーに近づいてゆくという統計的・経験的判断に求める理論である。
2 

頻度的確率論もまた、確率論をできるだけ純粋に数学的な形式に近づける試みから生まれた。

その代表的なものの lつに、 R.v.ミーゼスの理論がある。ミーゼスの理論は、日本にも早くに

紹介され、ミーゼスの確率の定義を採用した授業も行われている。ここでは、まず、ミーゼスの

確率の瑳論を、末端恕-r確率論jから紹介しておく 15)。
ミーゼスの確率論の基礎をなすものは集団(Kollektiv )なる概念である。最初は簡

単のために標識が唯二つの場合を考え、その一つの標識を例えばOで表わし他の方を l

で表わす。例えば普通の錦貨を投げ上げ表が出るのを Oとし、裏が出るのを Iとする。

掘貨を繰返し繰返し投げ上げてみることにし、その第一臨・第二田…を夫夫e1'e2'…で

表わせば

el' eZ，・・・

なる無限の系列が出来る筈で、その各項はOかIかの標識をもつのである。ここでn

回のうち Oなる標識のものが向、 1なる標識のものがmあるとし

no nl 

n n 

なる分数を作れば、 nが限りなく大きくなるとき二つの分数は相等しくなる。数学的

に言表わすには極限概念を用いなければならない。即ち

lim~- 1 1mωー一，
n→∞ n L， 

l n11 un-=ー士-
n→∞ n L， 

集屈とはかくの如く各標識に関して極眼健が存在する無限の系列である。しかし単に極

限値があるばかりではまだ確率論の対象にはならない。例えば或る長い線路に沿って
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100m毎に小さい石を、 1000m毎に大きい石を霞くとき、前者を Oで表わし後者を lで

表わせば

.. no 9 
llm-=一一、
;→∞ n 10' 

nl 1 
lim--= 
日曲 n 10 

なる極担値が存症する。しかし石を一つずつ飛ばして数えるならば、 n 田のうち Iな

る標識をもつものの数を nl'とするとき、もし奇数番目の小石から始めるならば

n， 
limーモ-=0 
飽→∞ n

で、偶数番目の小石から始めるならば

2 
10 

となる。却ちこの場合にはもとの系列から適当な部分系列を取出すと、同ーの標識に関

する極限値が違って来る。これでは確率論は出来ないので、銅鐸を投げ上げる場合の如

きはその何回目を取出すかを予め規定して、限りなく続けるうち表の方を裏よりも必ず

度度現れるようにすることはできない。今或る系列から部分系列を取出すに、 n番自

の項enを取るか取らないかはら自身の標識には無関係にただら -1までの結果によって

定まる場合に、これを特に項位選出(Stellenauswahl )と呼ぶことにする。

定義1.唯ニつの襟識 0，1をもっ無限系列があって、次の二つの条件を満足すると

きこれを単純集団という:

1 )最初のn項のうち 0，1なる標識をもっ項の数を

なる極限値が存在する。

no 
limプケzρ，
.-∞開

r n1 
lm-'-. = q 
"“ゆ∞四

no， n1とするならば

2 )その系列から或る項位選出によって部分系列を作るとき、その中でもとと同じ綴

眼値が存在する。即ちその部分系列に於て最初ダ項のうち 0，1なる標識をもっ項の数

を夫夫no'， nl'とすれば

1.no'O lm-，-=p， 
.'吟∞ n

1.nl'O lm-.-=a 
.'→∞ n 

この様限値p，qをこの集団に於て夫夫標識 0，1の現れる確率という o

単に平均値を問題にするのであれば2)なる条件は必要がないけれども、確率という

ためにはこれがなければならないのである。

ミーゼスのコレクティフ(単純集団)は、縫率を考えるための条件をうまく表現している。条

件の第1は、不規制な現象も大量に観察した場合には規出性が現れるという直観を、数学的な表

現である極限値の停在でいいかえている。また、条件の第2は、いわゆるランダム性であり、系

列ゅの各項がある標識をもつかどうかはそれ以前の項によらないことを述べている。

次に、頻度的確率論に基づいた矢島招予の授業プラン f確率入門J16)の検討を行う。この授業

プランは、ペテル君とマルサさんが、「自然にまかせ偶然に従うJという捉があるjレーレッタブ

ルグの町のなかで、ドスト博士に助けられながら、確率の知識を身につけてゆくというストーリー

になっている。 f確率入門jでは、確率は次のように定義されている17)。

コインを投げると、その結果として「表Jか「裏Jかが出ます。(当たり前ですが)。
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このように、結果が得られる過程を《試行》といって、試行の結果のことを《事象》

といいます。

例えば、コイン投げでは、「表が出る事象jと f裏が出る事象jがあります。

文、何回も試行をくり返したとき、その毘数を nとし、その内、事象Aが、 r毘起
r 

きたとすればrのことを事象Aの起る《震数》といい、ーのことを、事象Aの起る《相
n 

対度数》といいます。
r 

実験の結果からわかるように、相対度数ーは、 nの大きさが、うーんと大きくなると、
n 

安定した値(aとする)をとることがあります。

このような時、事象Aの起る確率はaであるといって

P(A)=a と書きます。
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サチコフは、 f確率は事象の頻度を通じてのみ、現実と関連づけられうるj1SJと述べている。

確かに、相対的頻度の綴限値として確率が定義されるとき、確率はその物質的基礎を得たかに見

える。しかし、頻度的確率論と『磯率入門』における確率の定義には、観測j値と寵観儀の遠いを

どうするかという問題がある。すなわち、コイン投げの実験を多数回行っても、表の出る相対的
l 

頻度がちょうどーーになるわけではない。一ーにならない可能性の方が決定的に大きい。しかし、
25005-

10000鴎コイン投げの結果例えば表が5005回出たとき、表の出る確率を一一一ーとすることは、妥10000-/ --_.-.， ~、

当的とは考えられなし1。また、ミーゼスの理論に思実になろうとしても、コイン投げの実験を無
r 

限回行うこともできないのである。「棺対度数ーは、 nの大きさが、うーんと大きくなると、安
n 

定した値(aとする)をとるjと説明してみても、生徒は、本当に安定した値をとるのか、その

備がなぜaであるとわかるのかと、疑賭lこ思うかもしれない。そこで、教師が、寸に近づいて

ゆくことが知られているJなどと説明してみても、結論の搾しつけになりかねない。生徒の側か

ら見れば、有限回の実験データから無限回の実験の結果を、予想することも許されずに、教え込

まれることになるのである。
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2 )向上。

3 )同上。

4 )同上。

5 )井川満・伊関兼四部・伊藤清三・大島宗j雄・加藤)1慎二・塩田徹治・慶澱縫・渡辺信三 f高等学校是正編

数学IJ数研出版、 1994年。なお、この教科書から引用する場合、いちいち註を付すことはしない。

6 )武限良一「古典的媛率論の纂縫J、小樽商科大学人文科学研究室 f人文研究j第2集、 1951年、 30頁

を参照。

7 )ラプラスは、次のように述べている。 fどちらかの蛮が他方よりも出やすくなるような不均等がこの

貨幣にあるとしても、この不均等のために出現しやすくなったのがどちらの簡であるかをわれわれが

知らない限り、一回目に表が出る確率は依然として」ーとなるであろう。それはこの不均等がどちら
2 

の函に便笈を与えるかを知らないという状況では、もしそれが f表Jに好都合ならばこの単純事象の

確率は繕えるのであるが、もし逆に f表jに好都合でないならば、その分だけこの確率は減るからで

あるJ(前掲ラプラス「確率についての哲学的試論J180-181頁)。

8 )内弁惣七 f賭・確率・帰納法-3':観主義確率論のまま礎-J、京都大学人文科学研究所 f人文学報j



80 教育学部紀要第72号

第37号、 1974年、 4頁。

9 )伊藤陽一「確率に関する諸見解についてー縫率主義批判のために-J、経済統計研究会 f統計学j

第14号、競業統計研究社、 1965年、 52資を参照。

10) Leonard Jimmy Savage， The Foundations 01 Statistics， Dover， 1972， page 3. 

11) Dennis Victor Lindley， Maki:昭 Decisions，Wiley， 1985， page 18. 

12)松井幹夫「確率の導入についてJ、数学教育協議会 f数学教室j第197号、関土社、 1970年。

13)河上 44賞。

14)須田勝彦は、次のように述べている。「内包f設を考えることができるのは、なんらかのー綾な世界、

素朴な比例感覚の成り立つ妓界、 l当りが一定の世界が前提となります。 1当りがどこもばらばらで、

定まっていない世界では内包援を考えることはできませんJ(須田勝彦 f内包量指導の課題j、北海道

大学教育学部教育方法学研究家『教授学の探究j第11号、 1993年、 49頁)ο

15)末綱恕ー『確率論j岩波警底、 1941年、 175-177頁。なお、引用の際、旧字体を新字体に、 1日仮名遣

いを現代仮名遣いに改めている。
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第3章 同様な確からしさの原理の指導

第1節確率の基礎としての同様な確からしさの原理

前章での検討を整理しておく。古典的確率論においては、同様な確からしさの原埋が成立する

ことは、確率が定義されることの必要条件である。しかし、同様な確からしさの藤環が成立する

条件については、理由不十分の掠理の成立ということ以外にはなにも述べられていない。主観的

確率論に基礎をおいた東京地区数学教育協議会プランでは、確からしさをクジの“あたりやすさ"

に還元している。そして、「どのクジもクジ1本について、“あたりやすさ"が均等分布している

ことを確認Jさせて、時様な緩からしさの原理を認識させようとしたが、成功していない。一方、
頻度的確率論と矢島昭予の授業プラン『確率入門』では、反復試行あるいは大量試行におけるあ

るメルクマールの相対的頻度の安定値を確率と定義している。これは、河様な確からしさの原理

の成立条件を物質的側面から示したともいえる。しかし、有限回の実験の結果からいかに無限回

の実験の結果を予測するかという、数学教育上きわめて題難な問題を生じている。以上から、 3

つのプランいずれも、間様な確からしさの麗理をいかに認識させるかという点で、開題を含んで

いることがわかる。

ところで、確率は、長さや面積と同じく現実世界から抽象され すなわち、あるものの嚢

であるといえる。そして、ものの震である確率を定めようとしているならば、そのものに対して

何らかの一様な世界、均等な世界を描いているはずである。なぜなら、そのような世界を想定し

なければ、最を測定することはできないからである。長さを測定するとき、 fある単位線分で区

切られたどの区間も同じ長さを有しているJということそ承認しなければ、長さを測定すること

はできない。また、承認していなければ、そもそも長さを測定しようという行為は起こらないは

ずである。同様に、確率を測定しようとする場合にも、なんらかの均等な世界の存在を承認して

いなければならない。検討した3種類の授業フランがいずれも、同様な確からしさの原理をどう
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認識させるかという問題を抱えていた理自は、ここにある。同様な確からしさの原理が確率存在

の必要条件となるのは、古典的確率論に限ったことではなく、確率論一般についていえることで

ある。その意味で、問様な確からしさの原理は確率の基礎である。

まとめると、同様な確からしさの療を里とは、決して物理学的諸法具IJから導かれるようなもので、

はなく、均等な世界の存在の承認という主体的な行為のことなのである。そして、この行為がな

ければ、確率を測定することはできないのである。このことは、確率の定義に関する様々な問題

を解決した、コルモゴロフの測度論的公理的確率論からも理解することができる。コルモゴロフ

の定めた確率論の公理系は、以下の通りである1)。

Qを要素ωの集合とし、 FをQの部分集合を要素とする集会族とする。このとき、 ω

を根元事象といい、 Fの要素を確率事象(または単に事象)、 Qを標本空間という。

1. Fは集合体である2)。

II. Fの各集合Aに、非負の実数P(A)が定められている。この数P(A)を事象A

の確率という。

副.P(.n)=l 
N. AとBとが共通の要素をもたないとき

P(A十 β )=P(A)+P(β)

が成り立つ。

V. Fの減少事象列

A1 ;;;;?A2;;;;?…二2An;;;;?… 

において

nAn = o 
ならば、次の等式が成り立つ。

limP(An)=O 

コルモゴロフは、第2の公理で、 iFの各集会Aに、非負の実数P(A)が定められている。こ

の数P(A)を事象Aの確率というjと述べている。これによると、「同様な確からしさの原理J
も「“あたりやすさ"の均等分布jも「桔対的頻度の安定値jも、確率を定めるためには必要の

ないものである九したがって、制度論的公理的確率論の定理は、標本空間Q上の集合体に対し

て公理を満たすように確率P(A)を定めた場合、いかなる帰結が得られるかを述べたものであ

るといえる。すなわち、定務は、「もし確率がρであれば、次のことが成り立つ」というように、

確率ρの値を佼定した上での命題にすぎない。確率論が賭や運まかせのゲームだけではなく、科

学の様々な分野で応用されるようになった理由は、ここにある。確率の値は確率論を利用する傑

が定めればよい。コjレモゴロフの確率論は、確率の具体的な定め方については伺も述べないで、

ただ、豊かな理論を提供しているだけなのである。

第2鱒量と幾何学的醸観に基づく数学教育

前節までに、確率を定めるための「正しいJ手続きが存在しないこと、確率を定めるためには

まず同様な確からしさの原理を承認しなければならないことが明らかになった。したがって、数

学教育の立場からは、同様な確からしさの原理をごく自然に承認できるような場面をいかに設定

するかという課題に答えなければならない。この課題に答えるために、以下では、面積の理論を

検討する。
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数学教育協議会は、「量に基づく数学教育Jを提唱してきたが、それは、「図形に基づく数学教
育Jと置き換え可能なものであった。なぜなら、タイルによる数指導においては、黒板に描かれ
た正方形がタイルの代りをする。分配法則や麗開・臨数分解の指導では、面積閣の力が借りられ

る。さらに、「量に基づくj関数の教育でさえも、グラフを用いない指導は考えられないからで

ある。そして、以上のような、数学教育が依拠してきた幾何学的要素のなかでも、とりわけ面積

の果たす役割は大きい。「面積という重量は、その寵観性によって数学的認識の形成に決定的な役

割をもっているJ4)ということを示す事実は、枚挙にいとまがなし可。したがって、確率指導の場

にも面積を登場させようとすることは、自然な発想であるといえる。

しかし、そのような発想の根拠は、単に、数学教育の多くの場面での成功に見習おうというこ

とだけではない。より大きな根拠は、閣積と確率がいくつかの共通性を有することである。とい

うのは、捕積と確率は、ともに、ルベーグの測度空間を前提として存在しているのである。

ルベーグの測度空間は、以下のように定義される5)。

定義1 5は任意の集合を表すとする。このとき、

ZS口 lxlXC51

定義Z FC ZSである色き、 FをS上の部分集合の族という。

定義3 5上の部分集合の族Fが、

10 5 E F、および<tEF

Z 0 M1' M2 E Fならば、 M1U M2 ， M1 n M2 E F 
30 ME  Fならば、 MC(=5¥M)EF 

を満たすとき、 FをS上の集合体という。

定義4 5上のきち分集合の族Mが、

10 MはS上の集合体である。

Z 0 M1' M;ゎ…EMならば、

Uj14n e M ，f1jL4n e M 
を満たすとき、 MをS上のσ集合体という o

定義 5 5上のσ集合体Mのlつを特出して考えているとき、 (5，M)を可潔IJ空間

という。

定義6 可浪1]空間 (5，M)が与えられているとき、 Mの各集合に対して 1つずつ

値を対応させる次のような関数μをM上の浪IJ度という。

10 ME  Mに対し、 μ(M)は、非負の実数、または∞で、ある。

Z 0μ(手)口 O

3
0 M1' M2，"・EM， Mj n Mk = <t (j乎 k)ならば、

μ C~fWn トト (Mn )
定義7 測度の導入された空間 (5，M，μ)を測虚空鵠という。

ルベーグの潔IJ度論におけるSは、面積論では平面にあたる o Mは、王子面の可決リな部分集合で

ある6)。一方、確率論では、 Sは標本空間とよばれ、 μ(5)=1を満たす。コルモゴロフは、 f確

率論は空間全体の測度がIであるような側虚空間の理論である」として、確率論の公理化を行っ

たのである7)。

実際に面積の性質を考えてみると、穣率との共通性はより明らかになる。それでは、そもそも
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面積のもつ性質とはどのようなものであるのか。ー松信は、次のように述べている8)。

部積とは王子園圏形の WLよさJを表す最といった漠然とした感覚を、もう少し精密にす
る必要がある。すなわちそれは平面図形Aiこ対して定まるある実数量μ(A)であり、

次のような性質をもつものと了解してよいだろう。

1 0μ(A)ど O

20 AとBと["?"?)合同ならばμ(A)=μ(B) 

30 A と B とに共通告~分がなければ、 A と B との合併(和集合) cについて
μ(C)おお μ(A)十 μ(B) 加法性 (1)

40 一辺が長さ 1の正方形Qについてはμ(Q)=1 

実用上では 30 をさらに強くして

30' AとBとの共通部分が有限偲の線または点のみならば、 AとBとの合併C

について(1)が成立する。

としてよいだろう。面積とはこのような性質をもっ関形の「拡がりJを示す量である。
これからAがBの部分集会なら μ(A)主主μ(B)といった性賓が導かれる。
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1 0 は、コルモゴロフの第 2の公理のなかの、「集合Aに、非負の実数P(A)が定められてい

る」に対応する。面積も確率も非負の実数で表されるのである。 30は面積の加法性であり、確

率の加法定理とよばれる第4の公理に対応している。

上に見てきたように、面積と確率は、いずれも、いくつかの条件を満たす集合に対して与えら

れた弼震である。この事実は、面積を考える世界と確率を考える世界を同一視する可能性を示し

ている。確率指導の際に、面積的な要素を利用する可能性である。そこで、面積を中心とする幾

何学的麗観に依拠した、幾舟学的確率論について検討する。

第3節 幾何学的確率論とベルトランの遊説の積様的意義

幾何学的確率は、事象をある留形に対応させて、その澱度を、全事象に対fuする関形の測度で

割うて得られるものである o このような確率が考えられたのは、「確率の古典的定義をなんとか

変形して、考えられる試行の結果(事象の超こり方)が無眼の多様性をもっ場合にも使えるよう

な確率の概念をつくりあげる必要l)に迫られてのことであった。古典的確率論における事象の
有限性を、無限の場合に拡張した理論であるともいえる。

幾侍学的確率は、次のように定義される10)。

平面上にある可測な領域Gがあり、その中に領域gが含まれているとするo領域G

の中へ lつの点が無作為に投げこまれるとき、その点が領域gの中へおちる確率はいく

らか、という問題が考えられる。ここで、“1つの点が領域Gの中へ無作為に投げこま

れる"という言葉の意味は、投げこまれる点は領域G内の任意の点へおちることができ、

それがG内のある部分の中へおちる磯率はその部分の測度だけに比例し、その部分の

位置や形には依存しないということである。

したがって、この定義によれば、領域Gの中へ無作為に投げこまれた Iつの点が領

域gの中へおちる確率は

ρコロ旦竺旦
mesG 

で与えられる。ただし、 mesgはgの測度という意味である。
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このように、事象を図形に対応させる幾何学的確率論の考え方は、大変自然で便利なものであ

るo rmesgはgの測度という意味である」とはいうものの、実用上は、 mesgとして、慣れ親

しんでいる gの長さや面積を考えれば十分だからである。

しかし、測度論的公理的確率論を教えるテキストに幾何学的確率について脅かれている場合は、

意外に少ないようであるo また、「吉くから幾何学的確率の問題が考えられたが確率論の主要な

研究の対象にならなかったj11)といわれている。「幾何学的確率の理論は、事象のとらえ方に任

意性があるために幾たびも批判のまとになったj12)のである。その批判を鮮明に行ったのが、フ

ランスの数学者ベルトランであった。ベルトランは、 r1つの円において無作為lこ弦を引くとき、
その長さが内接正三角形の l辺の長さよりも大きくなる確率はいくらかjという問題を出して、

「常識が同様に承認しなければならないと思われたこつの規約を次々に採用して、その一方
1 ..，.. J..L. ~ ，..... r::;. 11 '.:! ¥ 

からは1…、もう一方からはっーといっ結果を見いだしたJ山。この開題は fベルトランの
ム 。 1. 1 

逆説jとよばれている。ここでは、一ーとーーという 2つの解答を示しておく 14)。
2 - 3 

解答1

A 

B 

弦は水平に引くとして一般牲を失わない。そして、その水平弦がま震直な直窪ABと交わる点P

の位量によって、弦の長さは決まる。留のように点C，Dをとると点Pが線分CD上にあると

き条件を満たす。直窪ABの長さを 1とすると、線分ωの長さは明らかにιで、あるから、直
径AB上に任意に点Pをとり、それが線分CD上にある確率は土である。ょ二て、求める確率

2 
は÷である。

解答2

A 

弦は円周上の 2点によって決まるが、最初の点Aはどこにとっても悶じである。第2の点P

の相対的な位龍によって弦の長さが決まる。そこで、点Aを1項点とした内接正三角形ABCを

考えると、第2の点Pが劣弧BC上にあるとき、条件を満たす。劣弧BCの長さは金円庖のふ

であるから、金円周上に任意に点Pをとるとき、それが劣弧BC上にある確率は÷である。ι
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て、求める確率は÷で、針。

すでに述べたように、確率を定めようとする場合には何らかの均等な世界、すなわち、 f同様

な確からしさJの存在を承認しなけれればならない。そして、幾持学的確率論における「同様な
確からしさjは、点の一様分布性として呉体化される。解答1においては、直控AB上に点が「河

様に確からしくj存在していることを仮定して解答を進めている。 解答2においては、与

えられた円の燭上に点が「同様に確からしくJ存在していることを仮定しているのである。いず

れの仮定も、問題のなかにある i1つの円において無作為に弦を引くjという条件を、幾何学的

直観に反しない形で具体化したものである。しかし、このように、ベルトランの逆説に対して幾

伺学的直観に反しない複数の仮定が許され、そのため、矛盾なく複数の解答が導かれるのである。

幾何学的確率論批判の根拠は、この点にある。

これを難点とみて、頻度的確率論へ移行する方法もあるだろう 15)。しかし、われわれは、ベ

ルトランの逆説に象徴される幾何学的確率論の厳密性の欠如を難点とする見解をとりたくはな

い。「穣率はただ 1つに定まらなければ臨るjということには、賛成できないのである。

i[弦の引き方に関する一引用者]仮定はすべて認められるもので、いずれが正しくいずれが

誤りということはない。弦のランダムなひき方が明示されていないので、いろいろなひき方が考

えられ、そのために異なる解答が生じたわけであるj16)いう武隈良一の見解に同意する。このよ

うな見解は、小針硯宏も述べている。「この例[ベルトランの逆説一引用者]は、吋可をもって

同等とするか'の前提を明確にすることなしに、確率を論ずることはできない、という教訓を与

えている。‘確率とは、仮定することと覚えたり'というわけである。先験的な確率というもの

がどこかにあって、ただ無知な入閣がそれを知らないだけだ。求めた答は正しいか正しくないか

のいずれかだ、と思っている人は、この例をよく噛みしめて蒙を啓いてほしいj17l。

あるもの(事象)の確率を測定しようとするためには、そのものに対して何らかの均等分布を

仮定するという主体的行為が必要である。しかし、現行の教科書を用いた確率指導の場面で考え

てみれば、古典的確率の現実説明のモデルとしての単純さは、逆に確率概念の認識を困難にして

いる。根元事象に等しい確率を与えるのが唯一の方法であって、同様な確からしさの原理が成り

立たない場合には確率は求められない、あるいは存在さえしないという考えが広まっているので

はないだろうか。そうではなく、同様な確からしさの原理は、積極的に選び取らなければならな

いものなのである。その意味で、ベルトランの逆説に接して、様々な飯定が可能であると知るこ

とには意義があるといえる o たとえ幾何学的確率論が純粋に数学的には未熟であるとしても、数

学教育上有効ならば、確率の概念モデルとして用いてもよいであろう。

註

1 )コルモゴロフ『確率論の基礎概念』東京図著書、 1991年、 2-20頁を参照。

2) [原註ー引用者]集合Qの部分集合族Fは、 OEFで、それに含まれる 2つの集会の和、積、なら

びに差がまたその族に含まれるとき集合体という。

3 )コルモゴロフは、「現実に経験される世界の事象に、確率論を適用するために必要な前援を与えるに

当って、著者は、ミーゼスの著作によることが大であるJ(前掲コルモゴロフ f確率論の基礎概念j

4頁)と述べている。しかし、純粋に数学的な理論のなかの確率は、公理系を満たす非負の実数であ

れば十分なのである。

4 )須a勝彦「わかったつもりの量・面積j、『教育科学算数教育』第256号、司尾治図書、 1979年、 82賞。
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5 )竹之内僑 r)レベーグ積分j培風館、 1980年、および、梅垣蓄李春・大矢雅則・塚田真 f測度・積分・確
率j共立出版、 1987年を参照。

6 )王子面のあらゆる部分集合(図形)に、 liii績のような測度を定義することはできないことが知られてい

る。しかし、普通によく使う部分集合(図形)だけを考えるならば、測度を定義することができる。

7)前掲竹之内精 fルベーグ積分J25資を参照。

8 )一松信『微分積分学入門第一諜』近代科学社、 1989年、 4頁。

9 )グネジ、エンコ『確率論教程IJ森北出版、 1971年、 34頁。

10)向上 34ω35頁。

11)丸山儀問郎『確率および統計j共立出版、 1956年、 29真。

12)前掲グネジ、エンコ『確率論教程IJ36賞。

13)ポアンカレ『科学と仮説i岩波警版、 1938年、 215賞。

14)ベルトランの逆説には、他lこ、 r--.!一」、 rOJ、「不定jという答えも考えられている。詳しくは、武線
4 

良一『確率j培風館、 1978年、 101叩 102頁、および、小針畷宏 f確率・統計入門j岩波警脂、 1973年、

十 8頁を参照。

15)例えば、梅沢敏夫 f確率と統計j森北出版、 1970年、 24賞。

16)前掲武隈良-r確率J102真。
17)前掲小針目見宏 f確率・統計入門J9賞。

第4章おわりに

本稿では、 3種類の確率指導の既存プランの検討から、いずれのプランも、同様な確からしさ

の原理を教えることに苦心を払っていることを見てきた。これは単なる偶然ではない。現実のあ

るものから抽象される量を測定するためには、そのものに対して伺らかの均等な世界を想定する

ことが必要である。そして、確率論において何らかの均等な世界を想定することは、同様な確か

らしさの原理を承認するという主体的行為に他ならないからである。同様な確からしさの原理は

確率の基礎であるから、それを教えることなしに確率の指導はできないのである。

検討した授業プランでは、同様な確からしさの原理の指導に成功していたとはいえない。それ

では、どのような概念モデルで同様な確からしさの原理を指導すればよいのかを提起しなければ

ならない。本稿では、謝積と確率とがともにjレペーグの測度空間を前提として存在し、いくつか

の共通の性質を有することに着目し、商槙概念に依拠した幾何学的確率論を積極的に意義づけた。

これは、幾何学的直観による量の認識という数学教育の基本原瑳を、確率指導の場に応用するこ

とにもなっている。平面における点の均等分布という幾何学的直観を、同様な確からしさの原理

を承認する手動けとするのである。無論、ベルトランの逆説に象徴される、幾何学的確率論に対

する批判の存在も承知している。しかし、ベルトランの逆説は、「数学はある使定から始まるが、

その仕方は決して 1通りではないjということを教えてくれる貴重な教材なのである。最終的に

最も f常識的なJ仮定が選ばれたとしても、それは決して無駄なことではなし)1)。複数考えられ

る仮定から最もよいものを自ら選び取る過程で、集合論のカントールの言葉「数学の本質はその

自由さのなかに存するjを実感できるのである。

今後の課題としては、幾何学的確率論に基づいた同様な確からしさの原理の指導プランの作成

が残っている。これについては、哲学者や確率論者間の確率観に関する論争を資料として確率と

はなにかを考えること、ベルトランの逆説を通して同様な確からしさの原理里が唯一絶対のもので
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はないと知ること、という 2部構成になるだろうと考える。問題は、幾何学的確率論に基づいて

同様な確からしさの原理を指導したとしても、確率さらには統計の指導が終わるわけではないこ

とである。確率・統計の指導では大数の法則や中心緩限定理が欠かせないであろう。しかし、幾

何学的確率論に基づけば、確率の正値性や加法定理・乗法定理までしか教えられないという眼界

があると考えられる2)。面積との共通性に収まりきらない、確率論に特有の面自い性質のうち何

をどう教えてゆくかということも、残された課題である。

註

1 )先に 7進記数法を学んだ後、記数法を10進にするように約束し直すという小数の授業プランがある。

北海道数学教育協議会・算数プリント編集委員会 r3年 算数たのしい学習プ1)ントj共同文化社、
1992年、 89叩110頁を参照。

2 )総稿「確率指導の教育内容論的研究」、北海道大学大学院教育学研究科修士学位論文、 1996年を参照。


