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第1章 序論

一様な媒質中を伝播する微小振幅音波のふるまいは，流体のもつ粘性と熱伝導性によるエネ

ルギー散逸が無視できるならば，線形の波動方程式によって記述できることが知られている．

たとえば，無限にひろがった２枚の平行平板間に満たされた流体中に励起される１次元音波

を考えるならば，この流体の流速を記述する支配方程式は次のように書くことができる [1]．

∂2u

∂x2
− 1

c2
0

∂2u

∂t2
= 0 (1.1)

ここで，c0は静止一様状態における流体中の音速である．方程式 (1.1)は，

u(x, t) = f(x − c0t) + g(x + c0t) (1.2)

という一般解 (d’Alembertの解)をもつことが知られている．解 (1.2)の右辺第１項は x軸の

正の方向に速度 c0で伝播する音波を表し，第２項は負の方向に進行する音波を表している．

いま，一方の平板が x = 0を中心として u = u0 sin ωtという速度で振動するとき，この平板

から x軸の正の方向へ振幅 u0，角振動数 ωの正弦音波 u = u0 sin ω(t − x/c0)が放射される．

この正弦音波が x = Lで静止しているもう一方の平板 (剛体壁)で反射されることにより振

幅と波長が同じで x軸の負の方向に伝播する正弦音波が発生する．これら音源から放射され

る進行波と剛体壁において反射された後退波の重ね合わせの結果，２つの平板間には空間的

に特定の方向に進行しない定在波が励起される:

u = u0 sin ωt
sin

ω

c0
(L − x)

sin
ω

c0
L

(1.3)

式 (1.3)によって表される定在波解は，ωL/c0 = nπとなるとき，すなわち平板間の距離Lが

音波の波長の半分の値 (半波長:πc0/ω)の整数倍となるとき発散し，その意味を失う．実際に

L = nπc0/ωを満たす条件の近傍では，定在波の振幅が極めて大きくなるということは古く
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第 1章 序論

から知られている．このように，音源から放射される音波によって定在波が形成されるよう

な系において，特定の周波数およびその近傍で音波の振幅が急激に大きくなる現象を (音の)

共鳴現象という．

音波の共鳴現象の最大の特徴は，その振幅が極めて大きいということにある．これは，音

源の振幅が微小であったとしても，共鳴によって有限振幅の音波が励起され得ることを意味

する．線形の波動方程式は，音波の振幅が微小であることを仮定して導かれているため，共

鳴によって励起される大振幅の音波のふるまいを記述することはできない．事実，有限振幅

音波の伝播は本質的に非線形な現象であり，そこには波形の歪みや衝撃波の形成，音響流の

発生といった多くの非線形現象が現れる [1]．本研究は，音波の大振幅共鳴とそこに現れる

特徴的な非線形現象の詳細を明らかにするために，円筒音波と球面音波という基本的な幾何

学形状をもった音波の共鳴現象を対象とし，同軸および偏心二重円筒，同心二重球殻内に励

起される共鳴音波のふるまいを解析することを目的としている．本研究では，理論的な解析

手法と数値的な手法を駆使してこれらの問題に取り組む．

閉じられた管内の気体中における平面音波の共鳴現象は，音波の共鳴現象の典型的な例と

してこれまでに数多くの実験的および理論的な研究がなされている [2–10] ．これらの研究

によって，気体のもつ粘性と熱伝導性によるエネルギーの散逸が小さい場合，平面音波の共

鳴では必ず衝撃波が形成されることおよび衝撃波面における強い散逸効果のために共鳴波の

振幅の成長がO(
√

M)に抑えられてしまうことが明らかにされた1．この衝撃波の形成と振

幅の増幅の抑制効果は，理論的な面だけでなく後述する共鳴音波の工学的応用の面からも極

めて重要な意味をもつ．

音波の応用としては，超音波による画像診断や体内結石破砕といった医療に関連するもの

や魚群探知機やソナーに代表される海洋音響観測・通信技術などがよく知られているが，近

年，超音波の非線形効果による自己復調現象を利用した骨伝導ヘッドホン [11]や超音波の照

射によるキャビテーションを利用した有機物の分解技術 [12]，ドップラー効果を利用した流

速分布計測法 [13]など数多くの新しい技術が開発・利用されてきている．これらの応用技術

は比較的振幅の小さな音波を利用したものであるが，大振幅の音波を利用した技術として，

1M は音源における音響Mach数である．我々が日常経験する音波のMach数は，たかだか数千から数万分
の一程度の大きさである．詳細は第２章参照．
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第 1章 序論

熱エネルギーと音響エネルギーの直接的な変換を行う熱音響エンジン・冷凍機 [14–16]や音波

の大振幅共鳴現象を利用した音響圧縮機 [17]，さらに，大振幅音場における音響放射圧 [18]

による音響浮揚現象 [19]を利用した物体の位置制御技術や円管内の集塵技術 [20] などが挙

げられる．これらの技術の実用化にあたっては，装置の高出力化・高効率化の観点からそこ

で利用する音波の振幅を少しでも大きくすることが望まれる．その方法のひとつとして，音

波の共鳴現象を利用した振幅の増幅が注目されている．

すでに述べたように平面音波の共鳴現象においては，非線形効果によって衝撃波が形成さ

れるために，それによる振幅の増幅はO(
√

M)で限界に達する．これに対して円筒音波や球

面音波の弱非線形共鳴現象では，エネルギー散逸を考慮しなかったとしても音響Mach数M

がある程度に小さければ衝撃波の形成が起こらないことが Chester [21]，Ellermeier [22, 23]

によって示された．これは，円筒波や球面波の定在波において，高次の共鳴モードの振動数

が系の基本共鳴振動数の整数倍に一致しないということによる2．そのために衝撃波の形成

に本質的な役割を果たす基本波から高調波へのエネルギー輸送が阻害され，その結果として

衝撃波の形成が抑制される．円筒波や球面波の共鳴において，高次の共鳴振動数が基本共鳴

振動数の整数倍に一致しないという現象を dissonant(不調和)と呼ぶ [24]．衝撃波の形成が

抑制されることにより，円筒音波と球面音波の共鳴現象においてその振幅は最大でO(M1/3)

に達する [21–23,25]．このことは，一般に弱非線形問題ではM � 1であることを考慮すれ

ば，円筒波や球面波の共鳴現象では平面波の共鳴に比較して極めて大きな振幅の増幅が可能

であることを意味する [17]．

Chester [21]およびEllermeier [22,23] によってそれぞれ中空の球殻内に励起される球面音

波と軸方向に無限の長さを持った円筒内に励起される円筒音波に対して，衝撃波をともなわ

ない定常な共鳴振動の理論解が求められた．彼らの研究では，いずれも定常振動解を仮定し

た上で解析が行われており，振幅の時間的な発展については考慮されていない．これに対し

て，同軸二重円筒内の理想気体中に励起される円筒音波の共鳴現象に対する Navier-Stokes

方程式およびEuler方程式の直接数値計算によって，衝撃波をともなわない円筒音波の共鳴

には，共鳴音波の振幅と位相の周期的な変調が現れること，この変調の周期はM−2/3に比例

することがあきらかにされた [25–27]．また，衝撃波が形成される臨界のMach数が数値的

2平面音波の共鳴では，n次の高調波の振動数は基本振動数の n倍となる．
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第 1章 序論

0 500 1000 1500 2000

-2

0

2

cycles

p − p0
M 1 / 3

図 1.1: 同軸ニ重円筒内に励起された共鳴音波の圧力振幅の時間発展．横軸は音源の脈動の
周期，縦軸はM1/3によって正規化された圧力振幅．

に求められた [25]．これらの問題は，本論文の第３章および第４章において議論される．ま

た，多重尺度法 [28, 29]による同軸円筒と同心球殻内の気体中に励起される弱非線形共鳴振

動の解析により，円筒音波や球面音波の共鳴現象に現れる振幅の変調に対して，内円柱 (球)

と外円筒 (球殻)の半径の比によって定義される音場の幾何学的な性質と音波の非線形性が本

質的な役割をはたしていることが明らかにされた [30, 31]．これは，平面音波の共鳴現象に

おいて観測される振幅の変調が，detuningとよばれる系の固有振動数と音源での加振振動数

の差による線形現象であること [32, 33]とは対照的である．弱非線形問題における振幅変調

については，第３章でその詳細を述べる．また，偏心した二重円筒内に励起される共鳴音波

に対する線形解析と数値シミュレーションによって，空間に関する独立変数として動径 rと

角度 θに依存する音場に見られる境界面での波面の非一様な反射や２つの異なる特徴をもっ

た共鳴振動モードの存在が示された [34]．

以下に，本論文のおおまかな構成を述べる．まず，第２章では，二重円筒および球殻内部

の気体中に励起される非線形共鳴音波のふるまいを支配する方程式，境界条件，初期条件の

7



第 1章 序論

導出および無次元化と，それにともなって現れるいくつかの無次元パラメータが定義される．

第３章では，同軸円筒と同心球殻内の理想気体中に励起される衝撃波を含まない弱非線形共

鳴振動についての理論解析がなされる．ここでは，第２章で導出された非線形の波動方程式

について，微小なパラメータ ε = M1/3による漸近展開 (多重尺度法)を適用し，音源である外

部円筒および外部球殻の脈動の周期に対してゆっくりとした時間的変調を含む振幅方程式を

導出する．この振幅方程式によって振幅の変調を含んだ共鳴音波のふるまいが，内円柱 (球)

と外円筒 (球殻)の半径の比で定義される幾何学パラメータと前述の detuningに強く依存す

ることが示される．また本研究によって得られた結果は，内円柱 (球)と外円筒 (球殻)の半径

の比が０および１となるふたつの極限として，Chester [21]やEllermeier [22,23]によって得

られた中空の球殻や円筒内の気体の共鳴問題に対する解と１次元平面音波の共鳴問題に対す

る解を含んでいる．第４章では，同軸二重円筒内部の理想気体中に励起される大振幅の共鳴

音波を Navier-Stokes方程式および Euler方程式を数値的に解くことによって衝撃波の形成

を含んだ共鳴音波の非線形発展に対する解析がなされる．さらに，衝撃波形成の臨界Mach

数や衝撃波面におけるエネルギー散逸をともなった準定常振動状態についての詳細な議論が

なされる．第５章は，内円柱と外円筒の中心軸がずれた偏心円筒内の気体中に励起される音

波の共鳴問題を扱う．ここでは第３章ならびに第４章で得られた結果に加えて，共鳴波のふ

るまいに対する音場の角度依存性の影響についての考察を行う．本論文の主要な部分は，上

記の第３章から第５章によって構成される．最後に，第６章において，結論として本論文全

体の総括を行う．
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第2章 問題の定式化

この章では，二重円筒および球殻内部の気体中に励起される非線形共鳴音波のふるまいを支

配する方程式，境界条件，および初期条件の導出とそれにともなって現れるいくつかの無次

元パラメータのもつ物理的な意味についての解説がなされる．本章から第４章までは同軸円

筒および同心球殻内に励起される共鳴波 (１次元問題)を取り扱い，第５章では偏心した円筒

内に励起される共鳴波の問題 (２次元問題)を扱う．本章では主として第３章と第４章を対象

とした１次元問題の定式化を行ない，２次元問題については第５章で改めて定式化を行なう．

2.1 二重円筒および二重球殻の概念図

まず初めに，本論文で取り扱われる二重円筒 (球殻)のモデルを図 2.1に示す．ふたつの円

筒 (球殻)は中心軸 (中心)Oを共有しており内側の剛体円柱 (球)の半径を ra，外側の円筒 (球

殻)の初期半径を rbとする．また，円筒は，軸方向に無限の長さをもっているものとする．ふ

たつの円筒 (球殻) に挟まれた環状領域には理想気体1が満たされており，初期時刻 (t∗ = 0)

には静止一様状態にある2．いま，時刻 t∗ = 0から外部円筒 (球殻)の半径が初期半径 rbから

平均半径 r̄bを中心に，振幅A0，角振動数 ωで正弦的に変化することを考える．半径の変動

は角度方向に対して一様であり，とくに円筒については軸方向にも一様であるとする．以上

の対称性の仮定により，二重円筒および二重球殻内に励起される音場を空間１次元 (空間に

関する独立変数は半径 r∗のみ)の問題として取り扱うことが可能となる．本論文では以後こ

のような半径の変動をともなう円筒や球殻を，脈動する円筒または球殻と呼ぶ．また，脈動

の振幅A0は外部円筒と内部円筒の間隙 r̄b − raと比較して十分に小さいものとする．

1理想気体とは，気体の状態方程式 pv = RT にしたがい，比熱が温度によらず一定であるような気体として
定義される．ここで，p, v, R, T はそれぞれ気体の圧力，比体積，気体定数，温度である．

2tに付してある “ * ”(アスタリスク)の記号は，その量が次元をもった量であることを表している．以下，他
の変数についても同様であるとする．
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br

br

arO

*tcosA ω− 0

図 2.1: 同軸二重円筒 (二重球殻)の概念図．

この外部円筒 (球殻)の脈動により，その内部の気体中に音波が放射される．音源である外

部円筒 (外部球殻)から放射された音波は内部の剛体円柱 (球)表面で反射され，この反射波

と音源からの進行波の ‘重ね合わせ’によって内部の気体中に ‘定在波’が励起される．ここで

述べている重ね合わせとは，一般にいわれる線形の微分方程式の解の重ね合わせという意味

ではなく，ある方向に進行する音波とそれとは逆方向に進む音波との相互作用の結果，音波

が空間的に移動しないように見えるという意味で用いられている．実際，有限振幅音波の非

線形共鳴現象は，音波の自己相互作用による高調波の励起や異なった波数の波の間の相互作

用のために線形解とは大きく異なったふるまいをする [35]．
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2.2 現象を特徴づける重要なパラメータ

流体中に励起される非線形音波のふるまいは，いくつかの無次元パラメータによって特徴

づけられる．本論文で取り扱う音響共鳴現象を特徴づける重要な無次元パラメータは，音響

マッハ数M，レイノルズ数Re，内部円柱 (球)と外部円筒 (球殻)の半径の比 α，および無次

元化された外部円柱 (球殻)の半径 rsである．これらに加えて，第５章で取り扱われる偏心

した二重円筒内の気体中に励起される音響共鳴現象の問題では，偏心率 δも共鳴音波のふる

まいを決定する上で重要な役割をはたす．

2.2.1 音響マッハ数: M

音響マッハ数M は，音波の伝播によって引き起こされる流れの代表的な速さ u0と基準と

なる静止一様状態における気体中の音速 c0との比の形で表される．本論文では，流れの代表

速さとして音源 (外部円筒や外部球殻)の脈動の速度振幅A0ωを選び，

M ≡ A0ω

c0
(2.1)

と定義する．

いま，気体の流速を u∗ = u0 sin(ωt∗ − kx∗)と表すと，音響マッハ数M は気体の運動方程

式の慣性項の中の局所的な加速度の項 (∂u∗/∂t∗)と非線形項 (u∗∂u∗/∂t∗)の比として表現さ

れる [36]. このことから，M は非線形効果の大きさの程度を表すパラメータであるといえ

る．したがって，音波の振幅が無限小 (M → 0)極限では非線形効果を無視することができ，

音波の伝播に関する支配方程式は線形の波動方程式に帰着される (第３章参照)．しかし，M

が小さくても有限であるならば，その非線形効果を無視できない状況が生じうる [1,37]．た

とえば，長距離を伝播する音波では，音波の伝播距離が波長程度ではその非線形効果は無視

できる程小さかったとしても長い距離を伝播する間に非線形効果が蓄積し顕著な波形の歪み

や衝撃波を形成しうる [38, 39]．音波の共鳴現象では，音源の振幅が極めて小さかったとし

ても気体のもつ散逸性が無視できるならば長い時間を経た後には有限振幅の共鳴波が励起さ

れる [21–23,40]．これらのことから，音波の共鳴は本質的に非線形な現象であるといえる．

0 < M � 1であるような問題を弱非線形問題といい，非線形音響学では主にこの領域の
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問題を取り扱う．これに対して，M = O(1)の問題を強非線形問題という．本論文では第３

章において弱非線形問題に対する理論的な解析がなされ，続いて第４章において強非線形問

題に対する数値解析が行なわれる．

2.2.2 レイノルズ数: Re

本論文においてレイノルズ数Reは次のように定義される．

Re ≡ c2
0

δω
(2.2)

ここで，δは音の拡散率と呼ばれ，

δ = ν

[
4

3
+

ζ

µ
+

(γ − 1)

Pr

]
(2.3)

と表される [41]．ただし，µは粘性係数，ζは体積粘性率，ν = µ/ρ0は動粘性係数，Pr = µcp/κ

(cpは定圧比熱，κは熱伝導率)はプラントル数であり，いずれも定数であるとする．式 (2.2)

で定義されるReをとくに音響レイノルズ数と呼ぶ．

レイノルズ数Reは，後述する速度ポテンシャルに関する弱非線形の支配方程式において，

非線形効果と気体のもつ粘性および熱伝導性による散逸効果との比を表しているパラメータ

である．したがって，Reが十分に大きい場合には非線形効果が卓越し，散逸効果はそれに比

べて十分に小さいとみなすことができる．このようなとき，共鳴音波は振幅の成長とともに

その波形を歪ませ，ついには衝撃波を形成するにいたる．これに対してRe � 1の場合には，

音源から入力されるエネルギーに対して散逸効果によるエネルギー損失が大きいために波形

歪みを生じさせるような大振幅の共鳴波は励起されず，衝撃波も形成されることはない．上

で述べたように，Re → ∞であれば衝撃波面を除いて散逸効果を無視することができるが，
一方で衝撃波面においては強い散逸が生じており，このような場合では円筒 (球殻)内の気体

中にエントロピーが生成される (第４章参照)．また，衝撃波が形成されない場合であっても，

極めて長時間 (たとえば，音源の振動周期に対して数千から数万周期以上の時間)にわたる共

鳴現象では，微小な散逸効果が累積して有限の大きさのエネルギー散逸を生じさせる可能性

がある．しかし，本論文では音源の振動の周期に対してたかだか数百周期程度の時間につい
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ての共鳴波のふるまいを取り上げる．したがって，Reが極めて大きな場合におけるエネル

ギー散逸は (衝撃波面を除いて)考慮しない．

本論文で取り扱われる問題に対するレイノルズ数を概算すると，円筒内に含まれる気体を

空気 (15℃ 1 atmにおいて ν = 1.5×10−5[m2/s])とし外部円筒の平均半径を r̄b = 1[m]，とし

たとき，Re = 9× 106と極めて大きな値となる (基本共鳴振動数での値)．実際に，第４章で

なされるNavier–Stokes方程式系に対する数値計算からも気体の散逸性によるエントロピー

生成量は極めて小さく，エネルギーの散逸のほとんどが衝撃波面での散逸過程によるもので

あることが示される．

2.2.3 無次元化された外部円筒 (球殻)の半径: rs

外部円筒の平均半径 r̄bと静止一様状態での音速 c0，および音源の角振動数 ωから無次元

化された外部円筒 (球殻)の半径 rsを

rs =
r̄bω

c0

(2.4)

と定義する．式 (2.4)より，rsは r̄b/c0によって無次元化された音源の角振動数と見ることも

できる．たとえば，rsが大きなときは音源の振動数が高い場合に相当し，円筒 (球殻)内部に

は高次のモードの定在音波が励起される．

線形の波動方程式の定在波解において，rsがある値 (具体的には円筒内の気体中に励起さ

れた定在波の速度振幅がつねにゼロとなる位置)に近付くとき，励起される音波の振幅が極

めて大きく成長する3．この現象を共鳴と呼び，共鳴が起こる際の rsを共鳴半径と呼んで，

rs = r0 で表すこととする．とくに，共鳴半径のなかで最も小さいものを基本モードの共鳴

半径と呼ぶ．共鳴半径 r0は次項で定義されるパラメータ αの関数である．本論文では，主

な解析の対象を基本モードの共鳴半径 r0に選び，その近傍における共鳴音波のふるまいの

詳細を明らかにする．

3もちろんこのような場合には線形解は円筒内に励起される音響現象を正しく記述することはできない．詳
細は第 3章を参照のこと．
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2.2.4 内部円柱 (球)と外部円筒 (球殻)の半径の比: α

つづいて，以下のように内部円柱 (球)の半径 raと外部円筒 (球殻)の平均半径 r̄bの比αを

定義する．

α ≡ ra

r̄b
(0 ≤ α < 1) (2.5)

αは，音場の幾何学的な形状を指定するパラメータである．たとえば，α = 0の場合は内

部円柱 (球)の半径がゼロ，すなわち内部に円柱や球をもたない単純な円筒および球殻内に励

起される音波の問題を取り扱うことに相当する．反対にα → 1の極限では円筒波，球面波の

問題ともに平面波に対する問題に帰着する．ただし，外部円筒 (球殻)と内部円柱 (球)の間の

隙間 (r̄b − ra)と外部円筒 (球殻)の脈動の振幅の関係については，図 3.1に示されている共鳴

条件を満たす曲線群 (詳細は第３章を参照)を大雑把に双曲線と見なして (1 − α)rs = const.

とすれば，式 (2.1)より

M =
A0ω

c0
=

A0rs

r̄b
∼ A0

r̄b(1 − α)
=

A0

r̄b − ra
� 1 (2.6)

となる．式 (2.6)は音源の振幅A0と外部円筒 (球殻)–内部円柱 (球)間の隙間の大きさの比が

式 (2.1)によって定義される音響Mach数M 程度であることを意味している．つまりM が

小さいという条件のもとで，音源の振幅A0が外部円筒 (球殻)と内部円柱 (球)との隙間に比

べて十分に小さいということがいえる．本論文において，α → 1の極限を考える際にもこの

関係が成り立っているものと仮定する．

上で述べたように，幾何学的な形状を指定するパラメータα(以後，幾何学パラメータと表

記する)の値を変化させることによって，純粋な円筒波 (球面波) の共鳴現象から平面波の共

鳴現象までを，その中間の性質をもつ場合を含めて，二重円筒 (二重球殻)内に励起される共

鳴音波というひとつの枠組の中で取り扱うことができる．

2.2.5 非線形パラメータ: B/A

気体中のエントロピー sが流れに沿って一定に保たれるとき，圧力 pと密度 ρの間の関係

式 p = p(ρ)は初期の一様状態における密度 ρ0のまわりにテイラー展開することができる．

p = p0 + A

(
ρ − ρ0

ρ0

)
+

1

2
B

(
ρ − ρ0

ρ0

)2

+ · · · (2.7)
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ただし，

p0 = p(ρ0), A = ρ0

(
∂p

∂ρ

)
s,ρ=ρ0

, B = ρ2
0

(
∂2p

∂ρ2

)
s,ρ=ρ0

(2.8)

である．ここで，展開係数 AとBの比B/A，または 1 + B/(2A)を非線形パラメータと呼

ぶ [37,42]．とくに本論文において，気体は理想気体であるとしているため，断熱関係式は，

p/p0 = (ρ/ρ0)
γと表される (γは比熱比)．このとき，

B

A
= γ − 1, 1 +

B

2A
=

γ + 1

2
(2.9)

となる．式 (2.9)で表される係数は，非線形波動のふるまいを支配する方程式の右辺の非線

形項に現れている．圧力と密度の間の非線形関係を表すパラメータ (2.8)，(2.9)は物質定数

であり，何らかの方法によってこれらの値を知ることができれば，逆に物質を同定すること

ができる [35]．

2.3 流体の運動を支配する方程式

流体中における音波の伝播は，主として，流体の圧縮性と慣性とのつり合いによって支配

される．このような流体の運動の詳細を調べるために，本論文では圧縮性を考慮した流体力

学の基礎方程式系をもとにして解析を行なう．流体の粘性や熱伝導性を考慮した圧縮性流体

の運動は，次のNavier–Stokes方程式によって記述される4．

Dρ∗

Dt∗
+ ρ∗grad∗u∗ = 0 (質量保存則) (2.10)

ρ∗Du∗

Dt∗
+ grad∗p∗ = µ∆∗u∗

+

(
ζ +

1

3
µ

)
grad∗(div∗u∗) (運動量保存則) (2.11)

ρ∗T ∗Ds∗

Dt∗
= κ∆∗T ∗ + ζ(div∗u∗)2

+
1

2
µ

(
∂u∗

i

∂x∗
j

+
∂u∗

j

∂x∗
i

− 2

3
δij

∂u∗
k

∂x∗
k

)2

(エネルギー保存則) (2.12)

ここで，ρ∗は密度，u∗は流速ベクトル，p∗は圧力，s∗は単位体積あたりの気体のエントロ

ピー，T ∗は温度である．式 (2.10)–(2.12)において “ * ”の記号の付された物理量，微分演算
4ここでは，直交 (Cartesian)座標系を採用している．
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子は，それらが次元をもった物理量もしくは微分演算子であることを示している．ただし，

本論文では µ, ζ, κなどの物理定数には次元の有無を区別するためのアスタリスクの記号は

付けないものとする．式 (2.10)–(2.12)で，D/Dt∗は

D

Dt∗
=

∂

∂t∗
+ u∗ · grad∗ (2.13)

によって定義されるLagrange微分である．また，式 (2.12)の右辺において，u∗
i は x∗

i 方向の

速度成分 (i = 1, 2, 3)，δij はクロネッカーのデルタであり，ひとつの項に同じ添字が２回現

れるときはその添字について 1から 3までの和をとるものとする (総和規約)．

方程式系 (2.10)–(2.12)には ρ∗, u∗, p∗, s∗, T ∗ の７つの未知関数が含まれている．これに

対して方程式の数は５本となっており方程式は閉じていない．そこで，方程式の数の不足を

補うために理想気体に対する次の２つの熱力学の関係式を導入する．

p∗

p0

=

(
ρ∗

ρ0

)γ

exp

(
s∗ − s0

cv

)
(2.14)

p∗ = ρ∗RT ∗ (2.15)

ここに，p0, ρ0, s0は，それぞれ基準状態における気体の圧力，密度，単位体積あたりの気

体のエントロピーを表す．また，cvは単位体積あたりの気体の定積比熱，Rは気体定数であ

る．エネルギー散逸を含む圧縮性流体の運動は，方程式系 (2.10)–(2.15)を適切な初期条件お

よび境界条件のもとで解くことによって決定される．
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軸対称および球対称問題に対する支配方程式

全ての物理量が空間に関して動径 rにのみ依存するとき，方程式系 (2.10)–(2.12)はそれぞ

れ次のように書くことができる．

∂ρ∗

∂t∗
+

∂(ρ∗u∗
r)

∂r∗
+

m

r∗
ρ∗u∗

r = 0 (2.16)

∂u∗
r

∂t∗
+ u∗

r

∂u∗
r

∂r∗
= − 1

ρ∗
∂p∗

∂r∗
+ ν

∂

∂r∗

(
∂u∗

r

∂r∗
+

m

r∗
u∗

r

)

+
ζ + 1

3
µ

ρ∗

(
∂2u∗

r

∂r∗2
+

m

r∗
∂u∗

r

∂r∗
− m

r∗2
u∗

r

)
(2.17)

ρ∗T ∗
(

∂s∗

∂t∗
+ u∗∂s∗

∂r∗

)
= κ

(
∂2T ∗

∂r∗2
+

m

r∗
∂T ∗

∂r∗

)

+ ζ

(
∂u∗

r

∂r∗

)2

+
1

2
µ

(
4

3

∂u∗
r

∂r∗

)2

(2.18)

ここで，mは座標系を指定するパラメータであり方程式 (2.16)–(2.18)はそれぞれ，m = 0の

ときCartesian座標系における１次元流れを，m = 1のとき円筒座標系における軸対称流れ

を，m = 2のとき球座標系における球対称流れを記述する．また，これらの式に現れる u∗
r

は各座標系における流速ベクトルu∗ の r∗方向成分を示す．第３章において，これらの１次

元問題に対する解析がなされる．

散逸効果が無視できる場合の支配方程式

すでに述べたように，本論文では主として音響レイノルズ数Reが大きな問題を取り扱う．

とくにRe → ∞の極限では，衝撃波面を除いて気体の粘性や熱伝導性による散逸を無視する
ことができる．このとき，方程式系 (2.10)–(2.12)は以下に示される保存形で表された Euler

方程式系に帰着する．

∂ρ∗

∂t∗
+

∂(ρ∗u∗
j)

∂x∗
j

= 0 (2.19)

∂(ρ∗u∗
i )

∂t∗
+

∂(ρ∗u∗
i u

∗
j)

∂x∗
j

+
∂p∗

∂x∗
i

= 0 (2.20)

∂E∗
t

∂t∗
+

∂[(E∗
t + p∗)u∗

j ]

∂x∗
j

= 0 (2.21)
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ここで，E∗
t は単位体積あたりの気体がもつ運動エネルギー (1/2)ρ∗u∗

ju
∗
jと内部エネルギー e∗

の和であり，単位体積あたりの気体の全エネルギーとよばれ，気体が理想気体の場合には，

E∗
t =

1

2
ρ∗u∗

ju
∗
j + ρ∗cvT

∗ =
1

2
ρ∗u∗

ju
∗
j +

p∗

γ − 1
(2.22)

で表される．

一般に，非線形音波の伝播過程には衝撃波が現れ得る．衝撃波とはそれをはさんで流体の

密度や圧力等が急激に変化するような極めて薄い層のことを指すが，この衝撃波層は内部構

造をもち，そこでは流体の粘性と熱伝導性による強い散逸過程が存在している．衝撃波の内

部構造に関して，弱い衝撃波の伝播を含む散逸効果をもつ波動現象を記述するバーガース方

程式に対する研究により，音波の波長で無次元化された衝撃波の厚さは 1/Reに比例するこ

とが知られている [37]．したがって，Re → ∞の極限において，衝撃波は内部構造をもたな
い一つの不連続面となる．このとき，衝撃波面を含む流体の運動をEuler方程式の弱い解 (微

分方程式の解として区分的に連続な関数を許すように拡張された解)によって記述すること

ができる．第４章と第５章では，Euler方程式 (2.19)–(2.21)の弱い解を高次精度の風上差分

法を用いて数値的に求める5．

2.4 境界条件および初期条件

本論文では，外部円柱と内部円筒の間の環状領域または外部球殻と内部球の間の球殻状の

領域という有限な空間内に励起される非線形音波のふるまいをその時間発展も含めて解析

する．流体の運動を記述する偏微分方程式 (2.16)–(2.18)，または (2.19)–(2.21)を解くことに

よって音波のふるまいを調べるためには，これらの方程式を適切な境界条件と初期条件のも

とで解かなくてはならない．そこで，本節では本研究で扱われる問題に対する境界条件と初

期条件について説明する．

5ただし，第４章では散逸性の影響が弱いことを確かめるために，Navier-Stokes方程式に対する数値計算も
あわせて行なわれる．
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第 2章 問題の定式化

境界条件

本研究で扱われるモデルでは以下のような境界を考える．内部円柱および内部球は剛体で

あり，その境界面を通して気体中に流体が湧き出す，あるいはしみこむことは無い．外部円

筒および外部球殻についてはその半径を時間的に変動させるものの，やはり境界面を通して

の質量のやりとりは無いものとする．また，境界面の温度変動によって，温度境界層から外

側の気体中に音波が放射されることが知られているが [43,44]，散逸効果が十分に弱い場合，

流体の運動に関する速度境界層，温度境界層からの寄与を以下のように３つの異なるモード

の線形結合として考えることができる [37]．

u∗ = u∗
ac + u∗

vor + u∗
ent (2.23)

ここで，u∗
ac, u∗

vor, u∗
entはそれぞれ，境界に入射する音波による速度場への寄与，粘性によ

る速度境界層からの寄与，温度境界層からの寄与を表している．式 (2.23)の第 1項に対する

第 2，第 3項の大きさのオーダーは次のように評価される．∣∣∣∣u∗
vor

u∗
ac

∣∣∣∣ ∼ e−x/lvor ,

∣∣∣∣u∗
ent

u∗
ac

∣∣∣∣ ∼
[

γ − 1

(Re · Pr)1/2

]
e−x/lent (2.24)

ここで，xは境界からの距離，lvor, lentはそれぞれ速度および温度境界層の厚さであり，次

のように定義される．

klvor =

(
2

Re

)1/2

, klent =

(
2

Re · Pr

)1/2

(2.25)

ただし，k = ω/c0は波数である．本研究ではRe 	 1であるような問題を考えているため，

波長に対する境界層の厚さは十分に薄く，式 (2.24)から音場に対するそれらの寄与も極めて

小さいことがわかる．したがって，本論文においては内側と外側の両境界では運動学的境界

条件 (個体表面での境界条件)を考えれば十分であるといえる．

運動学的境界条件は，境界上の任意の点x∗
wにおける単位法線ベクトルをn(x∗

w)，境界の速

度をu∗
w(x∗

w)，点x∗
wにおける流体粒子の速度をu∗(x∗

w)としたとき，次の形で表される [45]．

[u∗(x∗
w) − u∗

w(x∗
w)] · n(x∗

w) = 0 (2.26)

この式は，流体と境界面の相対速度の境界面に対する法線方向成分がゼロであることを示し

ている．
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境界面が時間とともに変形するような場合，境界面の形は一般に

f(x∗
w, t∗) = 0 (2.27)

で与えられる．すでに述べたように，運動学的境界条件においては流体の境界面に対する

相対速度の法線成分はゼロとなり，相対速度は境界面の接平面の方向成分のみをもつ．した

がって，ある瞬間に境界面上にあった流体粒子は，微小な時間∆t∗内では境界面に沿って動

くので，∆t∗後にあっても境界面上に存在する．時刻 t∗における流体粒子の位置を x∗
w，流

速をu∗とすれば，時刻 t∗ + ∆t∗にはx∗
w + u∗δt∗なる位置に移動する．さらに，その点は境

界面上に存在するので，(2.27)より

f(x∗
w + u∗∆t∗, t∗ + ∆t∗) = 0 (2.28)

が成り立つ．式 (2.28)から (2.27)を引いて両辺を∆t∗ で割り，∆t∗ → 0の極限を考えると，

Lagrange微分の定義から次の式が得られる．

Df

Dt∗
=

∂f

∂t∗
+ (u∗ · grad∗)f = 0 (2.29)

結果として，式 (2.27)が成り立つ境界面上で式 (2.29)を満足するという条件が境界条件とし

て得られた [46]．

具体的な問題として，この結果を脈動する円筒 (球殻)の境界に対して適用する．図 2.1よ

り，時刻 t∗における外部円筒の半径 r∗Bは次のように表される．

r∗B = r̄b − A0 cos ωt∗ (2.30)

したがって，境界面を表す関数 f(r∗, t∗) = 0を

f(r∗, t∗) = r∗ − (r̄b − A0 cos ωt∗) (2.31)

とおいて，式 (2.29)に代入すれば，ただちに以下の境界条件を得る．

r∗ = r∗B = r̄b − A0 cos ωt∗ において， u∗
r = A0ω sin ωt∗ (2.32)

ここで，u∗
rは円筒座標系における動径方向の速度成分である．球座標系に対しても式 (2.32)

と全く同様の表式を得る．
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初期条件

第４章および第５章でなされる数値計算に対して，本研究では円筒内の気体は初期時刻

t∗ = 0に静止一様状態にあると仮定する．このとき初期条件は次のように表される．

t∗ = 0 において u∗ = 0, ρ∗ = ρ0, p∗ = p0, T ∗ = T0, c∗ = c0, e∗ =
p0

γ − 1
(2.33)

理想気体では，初期の音速 c0に対して

c2
0 = γ

p0

ρ0
(2.34)

の関係が成り立つ．したがって p0を

p0 =
ρ0c

2
0

γ
(2.35)

とあらわすことができる．

また，これ以降の各章では無次元化された基礎方程式と境界条件について議論がなされ

るが，無次元化を行なう際の基準の量としてこれら静止一様状態における物理量が用いら

れる．
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第3章 同軸円筒および同心球殻内に励起
される弱非線形共鳴音波

この章では，同軸円筒および同心球殻内の理想気体中に励起される１次元の軸対称 (あるい

は球対称な)音波の音響共鳴現象に対する理論的な解析が行なわれる．ここで扱われるのは

弱い散逸を含んだ弱非線形音波の共鳴現象である．一般に弱非線形音波とは，音響 Mach 数

M が 0 < M � 1 であるような音波を指すが，本研究では特に，非線形効果による音波の

波形の歪みと音場の幾何学的な性質による分散の効果が同程度となり，衝撃波の形成が抑制

されるような共鳴波を指して弱非線形共鳴音波と呼ぶこととする．1

はじめに，3.1節において弱い散逸を含む円筒波や球面波の弱非線形伝播過程を記述する

速度ポテンシャルに関する支配方程式が導入される．3.2節では，この支配方程式に対して

多重尺度法を用いた解析を行ない，共鳴波の振幅のふるまいを支配する関係式が導かれる．

続いて 3.3節では，M や α に対する振幅の応答をはじめとする共鳴波のふるまいの詳細が

明らかにされる．さらに，平面音波の共鳴現象には見られない円筒波や球面波の共鳴現象に

特有の現象についての考察がなされる．

3.1 支配方程式と境界条件

はじめに，第２章で導入された初期の静止一様状態を基準として以下に示すように変数の

無次元化を行う．2

r =
ω

c0
r∗, t = ωt∗, u =

u∗
r

c0
, Φ =

ω

c2
0

Φ∗ (3.1)

1もちろんこの場合にも 0 < M � 1 の条件を満足していなくてはならない．また，平面波の共鳴現象や円
筒波・球面波であっても進行波を扱う場合にはこの章で示されるような分散の効果は現れないため，ここで述
べられているような弱非線形の定義は意味をなさない．

2この章で扱われる問題は，その対称性から動径 r∗ に対して空間１次元の問題となるため，とくに断らない
限り座標系として円筒波に対しては円筒座標系，球面波に対しては球極座標系を採用して解析を行う．
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ここで，Φ∗は，渦なし流れに対して

u∗ = grad∗Φ∗ (3.2)

によって定義される速度ポテンシャルである．もちろんここでは，空間１次元の流れを考え

ているため流れは渦なしであり，Φ∗は次のようにあらわされる．

u∗
r(r

∗, t∗) =
∂Φ∗(r∗, t∗)

∂r∗
(3.3)

(3.1)のように無次元変数を定義したとき，同様にして無次元化された外部円筒 (球殻)の平

均半径 r̄bと内部円柱 (球)の半径 raをそれぞれ次のように定義する．

外部円柱 (球殻)の平均半径 : rs =
ω

c0
r̄b (3.4)

内部円柱 (球)の半径 : αrs =
ω

c0

ra (3.5)

式 (3.5)に現れるαは，2.2節で導入された幾何学形状を指定するパラメータである．本研究

において，rsは無次元化された外部円筒の平均半径というだけではなく，無次元化された音

源 (脈動する円筒および球殻)の角振動数という役割をもつ重要なパラメータである．

支配方程式

気体の粘性および熱伝導性によるエネルギーの散逸が共鳴波のもつエネルギーに対して

十分に小さな場合 (Re � 1)，第２章で示された流体の運動を記述する基礎方程式系 (2.16)–

(2.18)から，速度ポテンシャルΦ(r, t)に関する単一の支配方程式が導かれる (実際の導出過

程は付録Aを参照のこと)．

∆Φ − ∂2Φ

∂t2
=

∂

∂t

(
∂Φ

∂r

)2

+
1

2

∂Φ

∂r

∂

∂r

(
∂Φ

∂r

)2

+ (γ − 1)∆Φ

{
∂Φ

∂t
+

1

2

(
∂Φ

∂r

)2
}

− 1

Re

∂

∂t
∆Φ (3.6)

方程式 (3.6)の左辺は線形の波動方程式となっており，右辺第 1から 3項は速度ポテンシャル

Φに関する非線形項からなっている．また，右辺第４項は，気体の散逸性を表す項である．
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式 (3.6)において，∆はラプラスの演算子であり，円筒波，球面波に対してそれぞれ次のよ

うに定義される．

∆ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

1

r

∂

∂r

(
r

∂

∂r

)
円筒波

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
球面波

(3.7)

境界条件

境界条件は，式 (2.32)より，外部円筒 (球殻)表面では

r = rs − M cos t において， u =
∂Φ

∂r
= M sin t (3.8)

となる．ただし，M = A0ω/c0は音源 (脈動する境界面)における音響Mach数である．また，

内部円柱 (球)表面では

r = αrs において，
∂Φ

∂r
= 0 (3.9)

となる．次節では，多重尺度法を用いた解析により，境界条件 (3.8),(3.9) のもとでの支配方

程式 (3.6)の弱非線形解析による近似解を求める．

3.2 多重尺度法による解析

弱い散逸効果を含む非線形の波動方程式 (3.6)の解を求めるために，1に比較して十分に小

さいパラメータ εを用いて速度ポテンシャルΦ を以下に示されるような形に展開する (摂動

展開)．

Φ(r, t) = εΦ1(r, t, T ) + ε2Φ2(r, t, T ) + ε3Φ3(r, t, T ) + O(ε4) (3.10)

展開のパラメータ εは音響Mach数M に対して次のように関係づけられる．

ε3 = M � 1 (3.11)

式 (3.11)は，εに関する 3次のオーダーの境界条件から得られる関係式である．展開のパラ

メータ εをこのように定義した具体的な理由は後の節において説明される．また，式 (3.10)
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において導入された変数 T は

T = ε2t (3.12)

と定義され，tに対してゆっくりとした時間変化を表す変数である．円筒音波や球面音波の

非線形共鳴現象では，音源のMach数M の 2/3乗程度の周期をもつ，音源の振動数にくら

べてゆっくりとした振幅の変調が起こることが知られている [25, 27]．そのため，本研究で

は式 (3.12)で定義される時間変数を導入し，ゆっくりとした共鳴波の振幅の変調現象の解析

を行う．このように，単一の時間尺度 tのみによって現象を記述するのではなく，複数の時

間尺度 (本論文の場合は tと T )を導入した摂動展開による微分方程式の近似解法を多重尺度

法 (Method of multiple scales)とよぶ3 [28]．

ここで，さらに次のパラメータを導入する．

rs = r0 + ε2δ (3.13)

1

Re
= ε2η (3.14)

r0は，線形解析 (O(ε)の項を参照)によって定められる共鳴振動数に対応する “共鳴半径”で

あり，δは線形解によって定められるの共鳴半径からのわずかな “ずれ”を表すパラメータで

ある (δは detuning とよばれる)．また，ηは散逸効果の強さを表すパラメータである．この

章では，δと ηはともにO(1)であるものとする．

εについての級数の形に展開された速度ポテンシャルΦ(3.10)を支配方程式 (3.6)と境界条

件 (3.8)，(3.9)に代入し，εのオーダーごとに整理された方程式と境界条件を得る．以下で

は，これらの方程式についての解析を行う．

O(ε)の問題

εに関する１次 (第 1近似)の方程式と境界条件は，次のように与えられる．

∆Φ1 − ∂Φ1

∂t
= 0 (3.15)

3もちろん，複数の尺度を導入するのは時間変数に限定されない．空間やその他の変数についても同様の扱
いが可能である．
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および

∂Φ1

∂r
= 0 (t = αr0 において) (3.16)

∂Φ1

∂r
= 0 (t = r0 において) (3.17)

ここに，方程式 (3.15)はよく知られている線形の波動方程式にほかならない．

波動方程式 (3.15)の解を求めるために以下のような変数分離形の解を仮定する．

Φ1(r, t) = A(T )exp(it)φ1(r) + c.c. (3.18)

ここで，A(T )は共鳴波の振幅 (複素振幅)を表しており，ゆっくりとした時間変数 T に依存

するものとする．φ1(r)は第 1近似における共鳴波の空間分布を表す関数である．また，c.c.

は式 (3.18)の右辺第 1項目の複素共役 (Complex Conjugate)を示している．

式 (3.15)に式 (3.18)を代入すれば，内部円柱および球表面における境界条件 (3.16)を満足

する空間波形を示す関数 φ1(r)は円筒波，球面波それぞれについてただちに以下のように求

まる．

円筒波: φ1 = −J0(r)N1(αr0) − J1(αr0)N0(r)

Z(αr0)
(3.19)

球面波: φ1 = (αr0)
2 [S(r)C ′(αr0) − S ′(αr0)C(r)] (3.20)

JnおよびNn (n = 0, 1)はそれぞれ n階の Bessel関数およびNeumann関数であり，Z(αr0)

は

Z(αr0) =
√

J2
1 (αr0) + N2

1 (αr0) (3.21)

と定義される．また，SおよびCはそれぞれ

S(r) =
sin r

r
, C(r) =

cos r

r
(3.22)

によって定義される関数である．S ′，C ′は S，Cの引数による微分を示している．式 (3.19)，

(3.20)における Z(αr0)と (αr0)
2は，α → 0かつ r → 0の場合における φ1(r)の特異性を除

去するために導入された係数である．

式 (3.19)，(3.20)によって表される関数 φ1(r)は線形の定在波の空間波形を示しており，

M → 0の極限では共鳴波のふるまいは式 (3.19)–(3.20)によって記述される．これらの線形

解の導出とそのふるまいの詳細については付録Bを参照のこと．
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さらに，境界条件 (3.17)より，円筒波，球面波それぞれについての共鳴条件が以下のよう

に求まる．

円筒波:

J1(r0)N1(αr0) − J1(αr0)N1(r0) = 0 (3.23)

球面波:

S ′(r0)C
′(αr0) − S ′(αr0)C

′(r0) = 0 (3.24)

式 (3.23)および (3.24)を満足するような r0を (線形の)共鳴半径と呼ぶ．とくに，α → 0の

極限において共鳴条件は

円筒波:

J1(r0) = 0 (3.25)

球面波:

S ′(r0) = 0, すなわち tan r0 = r0 (3.26)

と表される．上の２式からわかるように，円筒波や球面波の共鳴現象では高調波の振動数が

基本波 (共鳴条件を満足する最も低い振動数の共鳴波)の整数倍に一致しない．これは，円

筒波および球面波の共鳴現象が平面波の共鳴現象とは本質的に異なる性質を有していること

を示す．このように高調波の振動数が基本波の振動数の整数倍と一致しないという性質のた

め，円筒波 (球面波)の共鳴現象においては，非線形効果による低次の波から高次の波へのエ

ネルギーの輸送が起こりにくく，その結果，円筒波 (球面波)の共鳴現象では共鳴波の衝撃波

ヘの遷移が抑制される．これを本論文では音場の幾何学的な性質による衝撃波形成の抑制効

果と呼ぶ．衝撃波形成の抑制については第４章において詳しく述べられる．

共鳴半径 r0の αに対する依存性を図 3.1に示す．図中の実線で示された曲線群は円筒波，

破線は球面波に対する共鳴半径を表している．図中の曲線群は任意のαに対して，下から順

に，基本振動 (n = 1)，２倍振動 (n = 2)，３倍振動 (n = 3),. . .の共鳴半径を与える．内部円

柱 (球)が存在しないとき，すなわち α → 0における共鳴半径は既に述べたように式 (3.25)，

(3.26)の根として与えられる．図 3.1 の曲線群が α = 0と交わる点は確かにこれらの式を満

足する．
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図 3.1: 線形解析によって得られた共鳴半径 r0の α依存性．図中の実線は円筒波，破線は球
面波に対する共鳴半径を示す．

円筒波や球面波の共鳴現象では高調波の振動数は基本波の振動数の整数倍に一致しないと

述べたが，r0 	 1の場合，Bessel関数の漸近展開 [47] によって近似的に三角関数を用いて

J1(r0)を表すことができる．したがって，高次の振動モードにおいては円筒波の共鳴波に特

有の性質が弱くなり，平面波の共鳴現象に近い性質をもつ．同様のことが球面波の場合にも

いえる．また，第２章で述べたように，αは系の幾何学的な形状を指定するパラメータであ

り，αが１に近づくと共鳴波のふるまいは平面波のそれに近づく．図 3.1において，αが比

較的１に近い領域では実線と破線がほぼ同じ値をとっていることがわかる．これは，αが大

きくなることによって，円筒波の共鳴振動数 (半径)と球面波の共鳴振動数 (半径)がともに

対応するモードの平面波の共鳴振動数に近づいているからである．この傾向は高次のモード

の共鳴波ではより顕著に現れる．これは式 (2.4)からわかるように，r0 	 1とすると (有次

元の)外部円筒の半径に比べて波長が極めて短くなり，音波のふるまいが平面波問題に近づ
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くことによる．本研究では，音場の幾何学的な形状による非線形共鳴波のふるまいを解明す

ることを目的としているため，円筒波や球面波の性質が強く現れる r0 = O(1)の場合 (基本

モードまたは低次のモード)を中心にとりあつかう．

O(ε2)の問題

εに関する 2次のオーダーの方程式は右辺にΦ1に関する高次の項をもつ非同次の波動方程

式として表される．

∆Φ2 − ∂2Φ2

∂t2
=

∂

∂t

(
∂Φ1

∂r

)2

+ (γ − 1)
∂2Φ1

∂t2
∂Φ1

∂t
(3.27)

また，境界条件は

r = αr0, r0 において
∂Φ2

∂r
= 0 (3.28)

となる．ここでもO(ε)の場合と同様に，未知関数Φ2(r, t, T )を変数分離の形で表現する．

Φ2 = A2exp(2it)φ2(r) + c.c. (3.29)

方程式 (3.27)の右辺の非同次項はすべてΦ1の２次の項からなっている．そのため，(3.29)に

おける時間 tの依存性は式 (3.18)より exp(2it)と表される．ここで，Φ2の空間分布を表す関

数 φ2(r)は，次の同次解 φh
2 を含むものとする．

φh
2 =

⎧⎨
⎩

c1J0(2r) + c2N0(2r) :円筒波

c3
sin 2r

2r
+ c4

cos 2r

2r
:球面波

(3.30)

これにより式 (3.29)で表される解 Φ2は，ふたつの任意定数 c1, c2(あるいは c3, c4)を含む方

程式 (3.27)の一般解を表す．これらの任意定数 c1 − c4は，境界条件 (3.28)によって決定さ

れる．方程式 (3.27)に (3.18)，(3.29)およびO(ε)の解 (3.19)または (3.20)を代入し，境界条

件 (3.28)を考慮すれば，εの２次のオーダーの解が得られる．

ここで扱われる問題では，式 (3.27)の右辺の項が全て tに関する１階の微分を含むことか

ら，２次の高調波の空間分布を示す関数 φ2(r)は純虚数となる．そこで表記の簡単のために

rに関する実関数 ϕ(r)を導入し，φ2(r)を

φ2(r) = iϕ2(r) (3.31)
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とする．方程式 (3.27)を満足するϕ2は以下のように求まる．

円筒波に対して：

ϕ2 =π
J0(2r)N1(2αr0) − J1(2αr0)N0(2r)

J1(2r0)N1(2αr0) − J1(2αr0)N1(2r0)

×
∫ r0

αr0

ξ[J1(2r0)N0(2ξ) − J0(2ξ)N1(2r0)]R2C(ξ) dξ

− π

∫ r

αr0

ξ[J0(2r0)N0(2ξ) − J0(2ξ)N0(2r0)]R2C(ξ) dξ (3.32)

ただし，

R2C(ξ) = [J1(ξ)N1(αr0) − J1(αr0)N1(ξ)]
2

− γ − 1

2
[J0(ξ)N1(αr0) − J1(αr0)N0(ξ)]

2 (3.33)

球面波に対して：

ϕ2 =

∫ r

αr0

sin 2(r − ξ)

2r
ξR2S(ξ) dξ

− S(2r)C ′(2αr0) − S ′(2αr0)C(2r)

S ′(2r0)C ′(2αr0) − S ′(2αr0)C ′(2r0)

×
∫ r0

αr0

2r0 cos 2(r0 − ξ) − sin 2(r0 − ξ)

4r2
0

ξR2S(ξ) dξ (3.34)

ただし，

R2S(ξ) =2[S ′(ξ)C ′(αr0) − S ′(αr0)C
′(ξ)]2

− (γ − 1)[S(ξ)C ′(αr0) − S ′(αr0)C(ξ)]2 (3.35)

これらの解 (3.32)，(3.34)が境界条件 (3.28)を満足することは実際に r = αr0, r0を代入する

ことで容易に確かめることができる．

30



第 3章 同軸円筒および同心球殻内に励起される弱非線形共鳴音波

O(ε3)の問題

最後に，εについての３次のオーダーの方程式および境界条件は

∆Φ3 − ∂2Φ3

∂t2
=2

∂2Φ1

∂t∂T
− η

∂3Φ1

∂t3

+ 2
∂

∂t

(
∂Φ1

∂r

∂Φ2

∂r

)
+

(
∂Φ1

∂r

)2

+ (γ − 1)

{
∂2Φ1

∂t2

[
∂Φ2

∂t
+

1

2

(
∂Φ1

∂r

)2
]

+ ∆Φ2
∂Φ1

∂t

}
(3.36)

∂Φ3

∂r
= 0 r = αr0 において (3.37)

∂Φ3

∂r
= sin t − δ

∂2Φ1

∂r2
r = r0 において (3.38)

となる．散逸効果を表すパラメータ ηや共鳴半径からのずれを表すパラメータ (detuning)δ

は，この段階ではじめて現れる．また，２次のオーダーの解と同様に方程式 (3.36)の右辺の

非同次項から類推すると，Φ3の時刻 tに関する依存性は exp(it)および exp(3it)によって表

されることがわかる．ここで解に exp(it)に比例する項が含まれることは本解析において極

めて重要である．なぜならば，音源である外部円筒 (球殻)は exp(it)で脈動しており，この

境界条件 (3.8)を満足するのは，３次の解Φ3の他にはあり得ないからである．これが展開の

パラメータ εを (3.11)によって定義した理由である．

続いて，これまでと同様にΦ3を変数分離形で表現する．

Φ3 = φ3(r)exp(it) + F (3r)exp(3it) + c.c. (3.39)

ところで，この章における目的は共鳴波の複素振幅Aの挙動を知ることであった．したがっ

て，以下では式 (3.36)の解を完全な形で求めることはせず，ゆっくりとした時間変数 T に対

するAのふるまいを記述する方程式を求めるにとどめる．4なお，α → 0における球面波の共

鳴現象に対する解 (3.39)の具体的な表現が Chester [21]によって与えられている．式 (3.39)

を (3.36)–(3.38)に代入し式を整理すれば，次の φ3に関する非同次の境界値問題に帰着する．

d

dr

(
rndφ3

dr

)
+ rnφ3 = rnR3(r) + c.c. (3.40)

4式 (3.39)の φ3(3)や F (3r)の詳細を求めることは Aのふるまいを決定する上で本質的ではない．とくに，
F (3r)を含む項は，境界条件 (3.38)になんら寄与しないため，ここでは，exp(it)に関する項 (すなわち φ3 に
関する項)を含む方程式についての解析が行われる．
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ただし，

R3(r) =2iA′φ1 + A2Ā

{
−2

dφ1

dr

dψ2

dr
+ 3

(
dφ1

dr

)2
d2φ1

dr2

+(γ − 1)

[
−2φ1ψ2 +

1

2
φ1

(
dφ1

dr

)2
]
− (γ − 1)2φ3

1

}
(3.41)

であり，A′は A(T )の T による微分，Āは Aの複素共役をあらわしている．また，境界条

件は，

dφ3

dr
= 0 r = αr0 において (3.42)

dφ3

dr
= Aδφ1 − i

2
r = r0 において (3.43)

となる．方程式 (3.40)において，n = 1の場合は円筒波，n = 2の場合は球面波に関する問

題に対応する．ここで，(3.40)–(3.43)より複素振幅Aに関する支配方程式を導出するにあた

り，方程式系 (3.40)–(3.43)が自明でない解を持つために満たすべき関係式 (Fredholmの交代

定理)を導出しておく．

Fredholmの交代定理

非同次境界値問題
d2Ψ

dr2
+

n

r

dΨ

dr
+ Ψ = R(r) (3.44)

dΨ

dr

∣∣∣∣
r=αr0

= 0 (3.45)

dΨ

dr

∣∣∣∣
r=r0

= Λ (3.46)

に付随する同次境界値問題
d2ψ

dr2
+

n

r

dψ

dr
+ ψ = 0 (3.47)

dψ

dr

∣∣∣∣
r=αr0

= 0 (3.48)

dψ

dr

∣∣∣∣
r=r0

= 0 (3.49)
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は，自明でない解 ψ0をもつとする．いま，方程式 (3.44)を自己随伴形 [48]で書き直す．

d

dr

(
rndΨ

dr

)
+ rnΨ = rnR(r) (3.50)

(3.50)の両辺に ψ0を掛けて αr0から r0まで積分する．∫ r0

αr0

ψ0
d

dr

(
rn dΨ

dr

)
dr =

[
rnψ0

dψ

dr

]r0

αr0

−
∫ r0

αr0

rn dψ0

dr

dΨ

dr
dr

=

[
rnψ0

dΨ

dr

]r0

αr0

−
[
rn dψ0

dr
Ψ

]r0

αr0

+

∫ r0

αr0

d

dr

(
rndψ0

dr

)
Ψdr (3.51)

(3.51)の右辺第２項は境界条件 (3.48)，(3.49)よりゼロとなるので，[
rnψ0

dΨ

dr

]r0

αr0

+

∫ r0

αr0

{
d

dr

(
rndψ0

dr

)
+ rnψ0

}
Ψdr =

∫ r0

αr0

rnψ0Rdr (3.52)

が得られる．ここで，同次方程式 (3.47)を考慮すれば (3.52)の左辺の披積分関数はゼロとな

る．さらに境界条件 (3.45)，(3.46)より，(3.44)の非同次項と付随する同次境界値問題の自

明でない解 ψ0が満たすべき関係式

rn
0 ψ0Λ =

∫ r0

αr0

rnψ0R(r)dr (3.53)

を得る5．非同次境界値問題 (3.44)–(3.46)は，非同次項R(r)が関係式 (3.53)を満足するとき

そのときにのみ解をもつ．これを Fredholmの交代定理 [49]と呼ぶ． ■

いま，非同次境界値問題 (3.44)–(3.46)のΨを φ3で，R(r)をR3(r)で置き換え，同次境界

値問題 (3.47)–(3.49)の解ψ0を１次のオーダーの解 (3.19)，(3.20)で置き換えれば，Fredholm

の交代定理 (3.53)よりAに関する次の関係式を得る．

iP̂ (2A′ + ηA) + Q̂A2Ā + R̂δA =
i

2
Ŝ (3.54)

5式 (3.53)は，R(r)と φ0(r)の直交性を示している．
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ここで，P̂ , Q̂, R̂, Ŝ は以下によって定義される係数である．

P̂ =

∫ r0

αr0

rnφ2
1 dr (3.55)

Q̂ =

∫ r0

αr0

rnφ1

{
−2

dφ1

dr

dψ2

dr
+ 3

(
dφ1

dr

)2
d2φ1

dr2

+(γ − 1)

[
−2φ1ψ2 +

1

2
φ1

(
dφ1

dr

)2
]
− (γ − 1)2φ3

1

}
dr (3.56)

R̂ = − rn
0 φ2

1(r0) (3.57)

Ŝ = − rn
0 φ1(r0) (3.58)

これらの係数は全て共鳴半径 r0に依存する．また，r0は (3.23)，(3.24)より，内部円柱 (球)

と外部円筒 (球殻)の半径の比 αおよび共鳴モードに依存するため，P̂ , Q̂, R̂, Ŝも同様に α

と共鳴モードに依存することになる．さらに (3.56)より Q̂は気体の比熱比 γの関数であるこ

ともわかる．

ゆっくりとした時間変数 T に対する共鳴波の複素振幅Aの応答は (3.54)によって記述さ

れる．これ以降，方程式 (3.54)を振幅方程式と呼ぶこととする．振幅方程式 (3.54)および

Q̂の定義式 (3.56)より，Q̂は共鳴波のもつ非線形効果の影響に依存するパラメータである

といえる．同様に P̂ , R̂，および Ŝはそれぞれ，散逸効果，音源の振動数の共鳴振動数から

のずれ，音源の脈動による音波の放射の影響を表すパラメータとなる．音場の幾何学形状は

(3.55)–(3.58)に含まれる rの指数 nによって指定され，n = 1のとき円筒波，n = 2のとき

球面波となる．

αがゼロとなる極限において，振幅方程式 (3.54)は，Chesterによって導出された球面波

の共鳴解 [21](n = 2の場合)および Ellermeier によって得られた円筒波の共鳴解 [23](n = 1

の場合)に一致する．また，振幅方程式 (3.54)は，３次の非線形項をもつ１自由度の強制振

動子 (Duffing oscillator)の振幅応答の方程式と類似した形となっており [29, 50, 51]，実際に

次節において複素振幅AのふるまいがDuffing oscillator の振幅の応答とよく一致すること

が示される．
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3.3 共鳴波の振幅の非線形応答とその変調

この節では，二重円筒 (球殻)内に励起される共鳴音波の振幅方程式 (3.54)のふるまいの詳

細を解析し，幾何学パラメータ α，散逸パラメータ η，および detuning δに対する共鳴波の

振幅や位相の応答を調べる．

複素振幅Aの時間変数 T に対する非線形応答を調べるために，Aを以下のような極形式

で表現する．

A(T ) = a(T )exp(iθ(T )) (3.59)

ここで，a(T )および θ(T )は実関数である．(3.59)を振幅方程式 (3.54)に代入し，実部と虚

部をそれぞれまとめれば aと θに関する非線形の連立常微分方程式が得られる．

a
dθ

dT
= σa3 − β sin θ + Γδa (3.60)

da

dT
= β cos θ − 1

2
ηa (3.61)

ただし，(3.60)，(3.61)に現れる係数 σ, β, Γは

σ =
Q̂

2P̂
, β =

Ŝ

4P̂
, Γ =

R̂

2P̂
(3.62)

によって定義される．σ, β, Γの αに対する依存性を図 3.2に示す．図 3.2(a)は円筒波，図

3.2(b)は球面波におけるグラフである．それぞれの図について，実線はσ，点線はβ，破線は

Γの αに対する関係を示している．これらの係数の定義 (3.62)より，σは共鳴波の非線形性

にかかわるパラメータであり，βと Γはそれぞれ detuning と音源における音波の励起の効

果にかかわるパラメータであるといえる．図から βとΓについては円筒波と球面波の間で大

きな違いは見られないが，αについては現象の幾何学的な性質6の違いにより，(α → 1にお

ける)その特異性が大きく異なっていることがわかる．また，円筒波，球面波ともに σ > 0，

かつ β, Γ < 0となっている．このことは，後に振幅方程式 (3.54)あるいは (3.60)，(3.61) の

解のふるまいを決定する上で極めて重要な役割を果たす．

6大雑把にいうと，r → ∞に対して円筒波の場合には振幅が 1/r1/2に比例し，球面波では 1/rに比例する．
また，図 3.2における係数 σ, β, Γの α → 1に対する特異性を含む αに対する依存性は，線形解 (3.19)，(3.20)
の正規化の方法によって異なってくる．
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図 3.2: σ, β, Γの α依存性．(a):円筒波，(b):球面波．図中の実線は σ，点線は β，破線は Γ

をあらわす．
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3.3.1 散逸が無いケース

はじめに非散逸性の気体に対する問題について考える．気体の粘性や熱伝導性によるエネ

ルギー散逸の効果が，共鳴波の非線形効果や幾何学的な効果に比較して十分に小さいとみな

せるとき，振幅方程式 (3.61) の右辺の散逸項を無視することができる (つまり，η = 0とお

くことができる)．

図 3.3(a)に α = 0.1, δ = 0の円筒波に対する複素振幅A(T ) = a(T )exp(iθ(T ))の相平面上

での軌道を示す．一般に (力学の問題において)，相平面は，振幅 aとその時間微分 da/dT か

らなる平面として描かれる．しかし本論文では便宜上，図 3.3のように実振幅 aと位相 θに

よって構成される平面を相平面と呼ぶこととする．図 3.3(a)に示された曲線群は，大きく分

けて２種類に分類される．一つは a–θ平面において閉じている軌道 (closed trajectories)であ

り，もう一つは開いた軌道 (open trajectories)である．閉じた軌道は振幅 aと位相 θがとも

に周期的な変動を繰り返す様子を表している．これに対し開いた軌道の場合，振幅 aは閉じ

た軌道の場合と同様に周期的な変動を繰り返すが，位相 θは時刻 T の進行とともに際限なく

増加または減少していく．さらにこの図から，開いた軌道・閉じた軌道ともに θに関して 2π

の周期性をもっていることが見て取れる．共鳴波の振幅Aは，初期条件として実振幅 aと位

相 θを指定することにより図に示されているような軌道に沿って変動することがわかる．ま

た，図中の矢印は T が増加したときに図に示されている軌道上にとられた点が移動する方向

を示している．

このような現象は，単振り子の運動と比較するとよく理解できる [50]．たとえば，長さ l

の棒の先に質量mの質点をつけた単振り子を考える．鉛直下方の面に投影された質点の位

置を a，棒のふれ角を θとすれば，振り子のエネルギーが小さいとき質点は往復運動を行い，

このとき aと θは周期的に変動 (振動)する (これは図 3.3における閉じた軌道に相当する)．

しかし，振り子のもつエネルギーがポテンシャルの山 (重力加速度を gとしたとき 2mglと表

される)を越えると振り子は周期的な往復運動をせずに回転をはじめる．振り子が回転運動

するとき，射影された質点の位置 aは周期的な振動を繰り返すが，ふれ角 θは時間とともに

単調に増加または減少する (開いた軌道に相当)．

図中の×で表されている点は閉じた軌道の特別な場合であり，位相 θと振幅 aはともに時
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図 3.3: 相平面における複素振幅Aの挙動 (α = 0.1, η = 0，円筒波)．(a):δ = 0，(b):δ = 5．
図中の×で示された点は安定な特異点 (渦心点)を示している．また，図 (b)の P2で示され
た点 (およびそれに対応する各点)は不安定な特異点 (鞍部点)を示す．

間に依存せず，つねに一定の値をとる (つまり，
da

dt
=

dθ

dT
= 0となる)．本論文では，このよ

うな点を特異点と呼ぶ．いま，ある特異点の座標を (as, θs)としたとき，この点に与えられ

た擾乱が時間 T の経過にともなって大きくなるような場合 (T の経過とともに as, θsから離

れてゆく軌道を描く)を不安定な特異点，そうでない場合を安定な特異点と呼ぶ．簡単のた
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めに δ = η = 0とすると，式 (3.60)と (3.61)は

da

dT
= β cos θ = g(a, θ) (3.63)

dθ

dT
= σa2 − β

sin θ

a
= h(a, θ) (3.64)

と書くことができる．ここで，特異点近傍における g, hの変化率を

c11 =
∂g

∂a

∣∣∣∣
as,θs

= 0, c12 =
∂g

∂θ

∣∣∣∣
as,θs

= −β sin θs

c21 =
∂h

∂a

∣∣∣∣
as,θs

= 2σas + β
sin θs

a2
s

, c22 =
∂h

∂θ

∣∣∣∣
as,θs

= −β
cos θs

as

とすれば，ξ = a − as, ζ = θ − θsに対して線形近似された (3.63)と (3.64)は

dξ

dT
= c11ξ + c12ζ

dζ

dT
= c21ξ + c22ζ

と表される．この連立方程式の係数行列の固有値を λとしたとき，次の行列式∣∣∣∣∣ c11 − λ c12

c21 c22 − λ

∣∣∣∣∣ = 0 ∴ λ2 + pλ + q = 0 (3.65)

ただし，

p = −(c11 + c22), q = c11c22 − c12c21

の根を λ1, λ2とすると，λ1 
= λ2ならば

ξ = Aexp(λ1T ) + Bexp(λ2T ) (3.66)

となる．また，λ1 = λ2(重根)のとき，すなわち p2 = 4qのときは

ξ = (A + BT )exp(λ1T ) (3.67)

となる．ただし，A, Bは任意定数である．式 (3.66)，(3.67)より，特性根 λ1, λ2の値によっ

て特異点の性質 (安定性)が決定されることがわかる．実際に定常解 (3.88)を代入することに

より，図 3.3(a)の特異点は安定な特異点 (渦心点;center)であることがわかる (特異点の種類

の分類やその安定性に関しての詳細は [29, 51]等を参照)．
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以下では，ひきつづき複素振幅Aのふるまいの詳細を調べて行く．η = 0のとき，(3.60)に

cos θを掛けたものと (3.61)に sin θを掛けたものとの和をとることにより次の方程式を得る．

d(a sin θ)

dT
= (σa3 + Γδa) cos θ (3.68)

この式の両辺を (3.61)で η = 0とおいた式でそれぞれ割ると，

d(a sin θ)

da
=

σa3 + Γδa

β
(3.69)

となる．(3.69)の両辺を積分することにより，ただちに以下の式が求まる．

a sin θ − a0 sin θ0 =
1

β

[
σ

4
(a4 − a4

0) +
Γδ

2
(a2 − a2

0)

]
(3.70)

ここで，(a0, θ0)は任意の初期条件における共鳴波の振幅と位相を表す．散逸が無い場合の相

平面におけるAの軌道は式 (3.69)によって与えられる．また，変調の周期は

T =

∫
da

β cos θ
(3.71)

から求めることができる．とくに (3.70)で (a0, θ0) = (0, 0)，δ = 0と選べば，図 3.3(a)にお

いて原点を通る軌道を

sin θ =
σ

4β
a3 (3.72)

と求めることができる．

相平面における θ軸 (a = 0)の近傍での振幅Aの挙動を調べるため，式 (3.60)に a = 0を

代入すれば，

β sin θ = 0 (3.73)

を得る．この式から，Aの軌道は ηや δの値に関わらず，相平面上の θ軸 (a = 0の直線)と

θ = nπ (n = 0,±1,±2, . . .)の点で交わることがわかる．図 3.3(a)において，閉じた軌道と

開いた軌道は相平面の原点 (a0, θ0) = (0, 0)を通る曲線によって境される．それゆえ，本論文

ではこの軌道をセパラトリクス (separatrix)と呼ぶ7.

7一般の力学の問題においてセパラトリクスは鞍部点を通る曲線であるが [29]，本論文では単に閉じた軌道
と開いた軌道のふたつを分ける軌道という意味でこの用語を用いる．なお，図 3.3(b)にはここで定義したセパ
ラトリクスのほかに鞍部点を通過するセパラトリクスが存在するが，本論文ではとくにこのふたつを区別しな
い．
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二重円筒 (球殻)内部の気体が初期時刻に静止一様状態にあったと考えると，これは初期条

件として (a0, θ0) = (0, 0)を選ぶこと，つまり共鳴波の振幅A を記述する軌道としてセパラ

トリクスを選ぶことに相当する．また，物理的な観点から音波の共鳴現象を考えると，初期

条件として気体が静止一様状態にあるというのは極めて自然な状況であるといえる．このよ

うな点から，相平面におけるセパラトリクスの性質を調べることは共鳴波の振幅のふるまい

を明らかにするうえでとくに重要な役割をもつと考えられる．そこで，以下では相平面上の

原点を通過するセパラトリクス上における aの最大値を求める．式 (3.70)に (a0, θ0) = (0, 0)

を代入すると，以下の aに関する３次方程式を得る．

a3 +
2Γδ

σ
a − 4β

σ
sin θ = 0 (3.74)

３次方程式の解法 (付録C参照)により，(3.74)の解は次のように求められる．

a = u1 + v1 = X1/3 + Y 1/3 (3.75)

ただし，

X =
2β

σ
sin θ +

√
D (3.76)

Y =
2β

σ
sin θ −

√
D (3.77)

D =

(
2β

σ

)2

sin2 θ +

(
2Γδ

3σ

)3

(3.78)

である．
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ここで，∂a/∂θを考える．

∂a

∂θ
=

∂u1

∂θ
+

∂v1

∂θ
=

du1

dX

∂X

∂θ
+

dv1

dY

∂Y

∂θ
du1

dX
=

1

3
X−2/3,

dv1

dY
=

1

3
Y −2/3

∂X

∂θ
=

∂

∂θ

⎧⎨
⎩2β

σ
sin θ +

[(
2β

σ

)2

sin2 θ +

(
2Γδ

3σ

)3
]1/2
⎫⎬
⎭

=
2β

σ
cos θ +

1

2

[(
2β

σ

)2

sin2 θ +

(
2Γ

3σ

)3

δ3

]−1/2

· 2 sin θ cos θ

=

⎧⎨
⎩2β

σ
+

[(
2β

σ

)2

sin2 θ +

(
2Γδ

3σ

)3
]−1/2

sin θ

⎫⎬
⎭ cos θ (3.79)

∂Y

∂θ
=

⎧⎨
⎩2β

σ
−
[(

2β

σ

)2

sin2 θ +

(
2Γδ

3σ

)3
]−1/2

sin θ

⎫⎬
⎭ cos θ (3.80)

以上の式から，cos θ = 0，すなわち θ =
1

2
π± nπ,(n = 0, 1, 2, 3, . . .)のときに aが極値をとる

ことがわかる．この結果は，図 3.3におけるセパラトリクスの挙動とも一致している．

同様にして，∂a/∂δを計算すると，

∂a

∂δ
=

1

2

{
(Z +

√
D)−2/3 − (Z −

√
D)−2/3

}{
Z2 +

(
2Γδ

3σ

)3
}−1/2

·
(

2Γδ

3σ

)
(3.81)

となる．ただし，Z =
2β

σ
sin θである．この結果は，aは δ = 0のとき極値をとることを示

している．

式 (3.79)–(3.81)より，原点を通過するセパラトリクス上において aは sin θ = 1かつ δ = 0

のとき最大値 amaxをとり，その振幅は式 (3.69)から

amax =

(
−4β

σ

)1/3

(3.82)

と表される．8

図 3.4は，式 (3.82)によって表されるセパラトリクス上の最大振幅 amaxのαに対する依存

性を示したグラフである．実線は円筒波，破線は球面波についての amaxを表している．図よ
8図 3.2より，σ > 0かつ β < 0であるので，式 (3.82)の括弧の中はつねに正の値をとる．
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図 3.4: セパラトリクス上の最大振幅 amaxの α依存性．実線は円筒波，破線は球面波に対す
る amaxを示す．

り，円筒波，球面波どちらの場合もαの増加にともなって amaxが単調に減少している様子が

みてとれる．また，円筒波に比べて，球面波は αに対する依存性が強くあらわれており，波

面の収束や拡散といった音場の幾何学的な性質に起因する効果が強いことがうかがえる．こ

のことは，図 3.2のパラメータ σがαの増大に対して単調に増加することによる．以上より，

音場の幾何学的な性質が平面波に近づくにつれて変調の振幅が小さくなる，すなわち幾何学

的な効果が弱まるにつれてその結果として現れる振幅の変調現象も弱められるといえる．

図 3.3.1に，α = 0.1，δ = η = 0の場合における内部円柱表面 (r = αr0)での共鳴音波によ

る圧力変動 p′の包絡波形を示す．ここで音圧 p′は，圧力 p∗の初期の静止一様状態における圧

力 p0からのずれ p′ = p∗−p0によって定義される．いま，εの１次の近似の範囲では圧力方程

式より p′ = −ρ0(∂Φ∗/∂t∗)と表される．したがって，式 (3.10)より無次元化された音圧変動を

p′/(ρ0c
2
0) = 2εA(T )φ1(r) sin tと表すことができる．図中の実線は，振幅方程式 (3.60)–(3.61)

によって得られた各周期ごとの圧力変動の極大値 2A(T )φ1(αr0)を連ねた包絡線である．一
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図 3.5: α = 0.1，δ = η = 0における内部円柱表面での圧力変動の包絡波形．実線は式 (3.60)–

(3.61)によって求められた a(T ) より得られた波形，破線は Euler方程式の直接数値計算に
よって求められた波形を示す．

方，波線で示された波形は，Euler方程式の直接数値計算によって得られた r = αr0におけ

る圧力変動の (音源の振動１周期ごとの)最大値を連ねて得られた曲線である．解析解より得

られたグラフは，高次の非線形効果を考慮していないために，数値解に見られるような，音

圧変動の最大値と最小値の非対称性が見られないなどの違いはあるものの，変調の振幅や周

期は数値計算によって得られた結果とおおむね一致している．

つづいて，変調の周期について考察を行う．detuningδ = 0の場合，式 (3.72)を式 (3.60)

で δ = 0とした式に代入し両辺を積分すれば，セパラトリクス (3.72)上の周期 Tpが次のよ

うに求まる．

Tp =
4

3

(
4

σβ2

)1/3 ∫ π/2

0

dθ

sin2/3 θ
=

2[Γ(1/6)]2

3(σβ2)1/3Γ(1/3)
(3.83)

ここで，積分公式 ∫ π/2

0

sinµ−1 x dx = 2µ−2B
(µ

2
,
µ

2

)
(3.84)

を用いた [52]．ただし，式 (3.83)および (3.84)に現れる Γ( · ) とB( · , · )はそれぞれガ

ンマ関数，ベータ関数を表しており，振幅方程式の係数としての Γ等とは無関係であること

を注意しておく．
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図 3.6: パラメータ αに対する変調の周期の依存性 (円筒波の場合)．太い実線は式 (3.83)に
よって得られる，相平面上原点を原点を通過する軌道の周期，太い破線は点 (0.2, 3π/2)を通
過する軌道の周期を示す．細い実線と破線はそれぞれ点 (a0, θ0) = (0.4, π/2)および (1.0, π/2)

を通過する軌道の周期である．図中の●によって示された点はEuler方程式系に対する数値
計算 (第４章参照)によって得られた変調の周期を示す．

図 3.6は，式 (3.83)ならびに振幅方程式 (3.70)，(3.71)の数値積分によって計算される変調

の周期のαに対する依存性を円筒波の場合について求めたものである．太い実線は式 (3.83)

によって得られる相平面上の原点を通過する軌道 (セパラトリクス)によって表される振幅

変調の周期を示している．太い破線は，相平面 (図 3.3(a))において，点 (0.2, 3π/2)を通過す

る軌道によって示される振幅変調の周期を表している．この初期条件によって指定される軌

道はαの値に関わらず閉じた軌道となる．閉じた軌道で表される振幅変調の周期はαが増加

するにしたがって単調に減少している．このことは，αが大きい，すなわち平面波の性質が

強くなるにしたがって，振幅変調の周期が短くなってゆくということを示している．また，

α = 0の近傍を除いて，変調の周期は初期条件 (a0, θ0)にほとんど依存しないことがわかる．

図 3.6の細い実線と破線は，初期条件としてそれぞれ (a0, θ0) = (0.4, π/2)および (1.0, π/2)

45



第 3章 同軸円筒および同心球殻内に励起される弱非線形共鳴音波

を選んだ場合における振幅変調の周期を示している．このとき，相平面における軌道は開い

た軌道となり複素振幅Aの位相は時間にともなって単調に増加 (減少)してゆく．このような

場合における変調の周期は，実振幅 aが極大値をとった点から次の極大値をとるまでの時間

すなわち θが 2πだけ増加もしくは減少する時間を用いて定義されている．閉じた軌道の場

合と異なり，開いた軌道によって表される振幅変調の周期は α = 0のときゼロとなり，αが

ある程度小さな領域では αにともなって増加する．その後，閉じた軌道の変調の周期を示す

曲線に漸近してゆく (単調に減少する)．また，開いた軌道の場合には，初期条件による変調

の周期の違いが顕著に現れる．図 3.6の細い実線と細い破線を比較すると，αの値に関わら

ず破線で示された周期の方が実線で示された周期よりも短くなっている．相平面 (図 3.3(a))

で見てみると，細い破線 (初期条件 (a0, θ0) = (1.0, π/2))に対応する軌道は細い実線 (初期条

件 (a0, θ0) = (0.4, π/2))に対応する軌道よりも (θ軸から見て)外側に位置することになる．つ

まり，開いた軌道によって記述される振幅変調の周期は，θ軸から見て内側 (すなわち閉じた

軌道の近く)にあるものほど閉じた軌道における周期に近い値をとり，閉じた軌道から遠く

へ離れた軌道ほど変調の周期が短くなるといえる．

図 3.6中の●で示された点は，Euler方程式系に対する数値計算によって得られた変調の

周期9を示している．数値計算によって得られた周期と本章の弱非線形解析によって得られ

た近似解が極めてよく一致していることがわかる．

α = 0.1，δ = 0.5の場合に対する共鳴波の振幅Aのふるまいを示す相平面を図 3.3(b)に示

す．二つの異なる種類の閉じた軌道が存在している様子が確認できる．このことは，δ = 0

の場合 (図 3.3(a))にはある一つの安定した特異点 (渦心点)と原点 (a0, θ0) = (0, 0)をとおる

曲線 (セパラトリクス)に挟まれた領域にのみ閉じた軌道が存在していたことと対称的であ

る．具体的には，例えば θ = π/2となる直線上には３つの異なる特異点 (図中の点P1, P2, P3)

が存在し，P1と P3それぞれについてこれらの点を内部に含む閉じた軌道が描かれている．

また，P3を内部に含む閉じた軌道は，P2を通過する軌道によってその外側に存在する開い

た軌道と隔てられている．図 3.3(a)の場合と同様，安定性解析によってP1とP3は安定な特

異点 (渦心点)であることが容易に確かめられる．一方，P2は不安定な特異点 (鞍部点)であ

り，この点の近傍では微小な擾乱に対して複素振幅Aのふるまいは不安定となり P2によっ

9初期条件として静止状態 (振幅ゼロ)を選んで計算を行っている．詳細は第４章を参照のこと．
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てあらわされる点から時間 T の経過とともに離れてゆく．以上のことから，音源の振動数と

共鳴振動数とのずれ δの違いによって複素振幅Aのふるまいの特徴が大きく異なることがわ

かる．このような δに対するAの挙動の依存性は非線形現象に特有のものである．δと相平

面に現れる特異点 (定常振幅の解)との関係は次節において詳しく調べられる．

3.3.2 散逸のあるケース

この節では，気体の粘性と熱伝導性によるエネルギーの散逸を考慮した場合における共鳴

波のふるまいを調べる．図 3.7(a)に α = 0.1, η = 0.1, δ = 0の場合の相平面を示す．図か

ら，Aの挙動を表す軌道は図中の点 P (およびこれに対応する各点)のまわりを回りながらこ

れらの点に収束している様子がわかる．このことは，共鳴波の振幅 aと位相 θは時間的な変

動を繰り返しながらも気体の散逸性のためにその変動の幅をしだいに小さくしてゆき，最終

的に a, θ が時間的に変動しない (すなわち，da/dT = dθ/dT = 0) 定常振動状態に到達する

ということを示している．図 3.7(a)のケースでは，実振幅 aの最大値は１周期の変調10 を繰

り返すごとにその振幅が約 10%減少する．

ここで，適当なスケールをもった有次元の円筒波の共鳴現象について考察してみる．例え

ば，円筒内の気体を空気 (ν = 15[mm2/s])とし，外部円筒の半径 r̄b = 1[m]，α = 0.1，音響

Mach数M = 1× 10−4とする．このとき，音響Reynolds数はRe = 9 × 106，散逸パラメー

タ ηは η = 5.2 × 10−5となり，散逸効果は図 3.7で扱われた問題に比較して極めて小さいこ

とがわかる．図 3.8に α = 0.1, δ = 0, η = 5.2 × 10−5としたときの複素振幅Aの長時間に

わたる相平面上でのふるまいを示す．図には初期条件を (a0, θ0) = (1 × 10−4, 3π/2)と選び，

約 100周期にわたる振幅の変調を繰り返した際の相平面上の軌道が描かれている．100周期

後の実振幅 aの最大値は，1周期目の最大値に比較して約 0.7%減少している．以上のことか

ら，少なくともここで考察したスケールの円筒内に励起される共鳴波のふるまいに関して，

振幅変調の周期に対して数周期程度の時間の現象を考えるならば，気体の散逸性を無視した

取り扱いが可能であるといえる．11

10散逸が無い場合と違い，散逸を考慮した場合には閉じた軌道が存在しないため，厳密な意味での周期解は
存在しない．ここでは軌道が特異点のまわりを回るとき，ある位相 θ0 から出発した軌道が再びその位相に戻
るまでの時間を変調の周期として定義している．

11もちろん，音響流などの境界層内部の流れが支配的であるような場合には，そこでの粘性の影響を無視す
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図 3.7: 相平面における複素振幅Aの挙動 (α = 0.1, η = 0.1，円筒波)．(a):δ = 0，(b):δ = 5．
図 (a)中のPで示された点は安定な特異点 (渦点)を示している．また，図 (b)において，P1, P3

で示された点は安定な特異点 (渦点)，P2で示された点 (およびそれに対応する各点)は不安
定な特異点 (鞍部点)を示す．

図 3.7(a)に現れる点 P (およびそれに対応する点)は安定な特異点であり，渦状点 (focus)

[29, 50]と呼ばれる．実際，点 P は位相と振幅がともに時間的に変化しない定常振動解を表

す点であり，微小な擾乱に対して安定な点であることを安定性解析によって容易に確かめる

ことができる．この定常振動状態は，音源 (外部円筒)の脈動によって供給される力学的エネ

ることはできない．
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図 3.8: α = 0.1, δ = 0, η = 5.2 × 10−5としたときの複素振幅 Aのふるまい．初期条件を
(a0, θ0) = (1× 10−4, 3π/2) と選び，約 100周期にわたる振幅の変調を繰り返した際の相平面
上の軌道を示す．

ルギーと気体の粘性と熱伝導性によって散逸するエネルギーとがつり合うことによって維持

されている．

定常振動状態 (相平面 3.7(a)上の特異点)における解の性質をあきらかにするため，振幅方

程式 (3.60)，(3.61)で da/dT = dθ/dT = 0とおくと，次の定常振動状態における実振幅 aに

ついての代数方程式が得られる．

(σa2 + Γδ)2 − β2

a2
+

η2

4
= 0 (3.85)

図 3.9は式 (3.85)より得られる，定常振動状態における実振幅 aの δに対する応答を示す曲

線である．図中の実線は散逸の無い (η = 0)場合における振幅の応答を示す曲線であり，破

線は η = 0.3の場合の応答曲線である．detuning δ に対する振幅 aの応答は，質点の非線形

振動を記述するDuffingの方程式の応答 [29, 50]に極めてよく類似している．12このことは，

円筒波や球面波の共鳴現象における共鳴波の振幅について，非線形ばねの強制振動に見られ

12Duffing oscillator において，δ の正の方向に振幅応答曲線が傾く性質をもったばねを漸硬ばね，逆に負の
方向に傾くものを漸軟ばねと呼ぶ．
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図 3.9: 定常振動状態における detuning δに対する実振幅 aの応答．図の実線と破線はそれ
ぞれ η = 0と η = 0.3に対応している．

る特徴的な非線形現象である振幅のジャンプ現象や振幅応答のヒステリシス (履歴現象)など

が存在する可能性を示唆している．また，振幅の応答曲線が図 3.9のような形をとることか

ら，ある δに対して複数の定常解が存在する場合がある．たとえば図 3.9において，δ = 0を

示す直線と振幅応答曲線との交点 P は，図 3.3(a)，3.7(a)における定常振動解P を表してい

る．同様に δ = 5によって表される直線は，振幅の応答曲線と P1, P2および P3の３点に交

点をもつ．

図 3.7(b)に δ = 5，η = 0.3のケースに対する相平面を示す．当然，図中に示された特異

点P1, P2, P3における実振幅 aの値は，図 3.9の定常振動解の応答曲線と δ = 5の直線との交

点における aの値と一致している．図 3.7(b)において点P1，P3(およびそれに対応する各点)

は安定な特異点 (渦状点)であり，一方，点 P2とそれに対応する点は不安定な特異点 (鞍状

点)である．したがって，図 3.7(b)において任意の振動状態 (つまり，初期条件として任意の
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図 3.10: δ = η = 0における定常振動解の振幅 aの α依存性．

a0と θ0を選ぶことに対応する)は位相と振幅の変調を繰り返しながら，T → ∞の極限にお
いて P1または P3(およびこれらに対応する点)に収束してゆく．また，各軌道が P1と P3の

どちらに収束するのかは，初期条件 (a0, θ0)に依存する．より具体的にいえば，安定な特異

点に収束する各曲線群は，不安定な特異点 P2およびそれに対応する各点を通過する曲線に

よって境される．

ここで，定常振動解の性質をより詳しく調べるために以下の考察を行う．代数方程式 (3.85)

を展開して aについて整理すると，次の aに関する複３次式が得られる．

σ2a6 + 2σΓδa4 +

(
Γ2δ2 +

η2

4

)
a2 − β2 = 0 (3.86)
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いま，

A′ =
2Γδ

σ
,

B′ =
1

σ2

(
Γ2δ2 +

η2

4

)
,

C′ = −β2

σ2
,

x = a2

のように各変数および係数を定義すれば，式 (3.86)は以下のような３次方程式の形に書くこ

とができる．

f(x) = x3 + A′x2 + B′x + C′ (3.87)

３次方程式の解の項式 (Cardanoの解法)によって，式 (3.87)の解は次のように求まる (詳細

は付録を参照のこと)．

x = Xn − 1

3
A, (n = 1, 2, 3) (3.88)

X1 = u1 + v1, X2 = ωu1 + ω2v1, X3 = ω2u1 + ωv1,

ω =
−1 ±√

3

2
,

u1 =
3

√
B

2
+
√

D,

v1 =
3

√
B

2
−

√
D,

D =
B2

4
+

A3

27
,

A = B′ − A′

3
,

B =
2A′3

27
− A′B′

3
+ C′

ここで，Dは２次方程式

w2 + Bw − A3

27
= 0

の判別式である．

判別式D < 0となるとき，方程式 (3.87)は３つの異なる実数解をもつ．一方，D ≥ 0とな

るとき，方程式 (3.87)の実数解はただひとつとなる．特別な場合として δ = η = 0を考える
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図 3.11: η = 0，基本振動モードの円筒波における定常振動解の個数の αおよび δ依存性．

と (このときDはつねに正の値をとる)，式 (3.87)の解が以下のように簡単な形で書ける．

a =
3

√
β

σ
(3.89)

図 3.10は，αに対する式 (3.89)によって定義される定常解の振幅 a(すなわち δ = η = 0に

おける定常解)の依存性を示したグラフである．図から αの増加にともなって定常振動解の

振幅が単調に減少している様子がわかる．また，図 3.11に η = 0，基本振動モードの円筒波

における定常振動解の個数の αおよび δ依存性を示す．図に示された曲線の下側の領域では

常に判別式D > 0となり，定常振動解はただひとつだけ存在する．上側の領域では，常に

D < 0となるため３つの異なる定常振動解が存在する．方程式 (3.86)の性質とこれらの定常

振動解のふるまいの詳細は，付録Cにおいて詳しく述べられる．
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3.4 結論

本章では，多重尺度法を用いて同軸二重円筒 (もしくは同心二重球殻)内に満たされた理想

気体中に励起される円筒波 (球殻の場合は球面波)の弱非線形共鳴現象の解析を行った．この

解析により，共鳴波の複素振幅Aの時間的な変動を記述する方程式 (3.54)が得られた．その

結果として円筒波や球面波の共鳴現象においては，振幅の変調現象を含んだ (平面音波の共

鳴現象では見られないような)極めて特徴的な現象が現れることが示された．さらに，その

ような現象において，音場の非線形性と幾何学的な性質が本質的な役割を果たしていること

が明らかになった．以下にその結果をまとめる．

1. 円筒波や球面波の非線形共鳴現象では，音場の幾何学的な性質に起因する分散の効果が

働くために，粘性や熱伝導性によるエネルギー散逸が無いような場合でも衝撃波の形成

が抑制される．音場の幾何学形状による分散の効果は，円筒波あるいは球面波の共鳴現

象における高調波の振動数が基本波の振動数の整数倍に一致しないということが本質的

な役割を果たしている．このことは，内部に円柱や球を含まない単純な円筒や球殻内の

共鳴振動数がそれぞれ，Bessel 関数 J1(x) = 0や x = tanxの解で表されることから容易

に確かめることができる．また，Bessel 関数や x − tan xの x → ∞における漸近展開よ
り，次数の高い高調波や低次のモードであってもαが 1に近い場合には円筒内の共鳴波の

ふるまいは平面波のそれに近くなり，分散効果による衝撃波形成の抑制効果は弱くなる．

2. 気体の粘性と熱伝導性によるエネルギーの散逸が無い場合，共鳴波の振幅 aは周期的な変

調を繰り返す．この場合，相平面 (a–θ平面)上における共鳴波の複素振幅Aの解の軌道

は２つの異なるグループに分けられる．ひとつは相平面上における閉じた軌道の群であ

り，この軌道上では共鳴波の実振幅 aと位相 θはともに同じ周期の変調を繰り返す．さら

に，変調の周期は外部円筒 (球殻)と内部円柱 (球)の半径の比 αに比例して減少する．も

う一方の軌道は相平面上で閉じておらず，振幅 aについては周期的な変動を繰り返すが，

位相 θは時間 T の経過にしたがって単調に増加あるいは減少する．閉じた軌道の特別な

場合として，振幅と位相がともに時間的に変動しない定常振動状態を示す相平面上の特

異点が存在する．
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3. 散逸がある場合，共鳴波の振幅と位相は時間的な変動を繰り返しながら徐々にその変動の

幅を狭めてゆき，T → ∞において安定な定常振動状態に収束する．このとき，相平面上
のどの特異点に収束するかは，初期条件に依存する．

4. 定常振動状態における振幅 aのふるまいを記述する方程式 (3.85)より，外部円筒の脈動の

振動数と線形解による共鳴振動数とのずれ δに対する実振幅 aの応答を表す曲線が得られ

た．この応答曲線は，δの正の方向 (すなわち，線形の共鳴振動数よりも高周波側)に傾い

た形となっている．そのため δに対して aが多価となる領域が存在する．相平面における

特異点の数およびそこでの aの値は，aの δに対する応答曲線上における定常振動解の数

とその値に一致する．
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外部円筒の脈動の振動数が系の固有振動数と異なるとき，気体の散逸性を無視したとしても

音源の振幅が十分に小さく非線形効果を無視できる (線形音波)ならば，外部円筒から放射さ

れる音波と内部円柱で反射された音波との重ね合わせにより，境界値問題の解として定在波

解が得られる1．しかし，外部円筒における加振振動数が共鳴振動数に一致する，あるいは

近づくとき，二重円筒内に励起される音波の振幅は極めて大きくなり，もはやその非線形効

果を無視することができなくなる．

第 3章では，このような非線形問題のうち衝撃波が形成されない ‘弱非線形’の共鳴現象を

扱った．この章では，同軸二重円筒内部の理想気体中に励起される大振幅の共鳴音波の非線

形発展を，衝撃波の形成まで含めて，流体力学の基礎方程式 (質量保存則，運動量保存則，エ

ネルギー保存則)を数値的に解くことにより解析を行う．その結果，波面の収束による衝撃

波の強さの変化や動径 rの正の方向と負の方向に向かう音波の非対称なふるまいなど，前章

で述べた弱非線形共鳴現象には見られない，円筒波の大振幅共鳴現象を特徴づける極めて興

味深い現象が明らかにされる．また，衝撃波形成の条件や音響流と呼ばれる実質的な質量流

れの存在も示される．

この章で行われる数値計算には，Euler方程式系に対する高次精度の風上差分法の一種であ

るChakravarthy–Osher の 3次精度TVDスキーム [53,54]を採用した．Chakravarthy–Osher

のスキームに関しては付録Dにおいて詳しい解説を与える．

1散逸性を考慮しない場合，初期値境界値問題については適切な初期条件が与えられない限りその影響が常
に残ることになる．
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4.1 支配方程式と境界条件・初期条件

同軸円筒内の気体中に励起される音波のふるまいを記述する方程式は，第２章の式 (2.16)–

(2.18)より，無次元化された形で次のように書かれる．

∂ρ

∂t
+

∂

∂r
(ρu) = −ρu

r
(4.1)

∂(ρu)

∂t
+

∂

∂r
(p + ρu2) = −ρu2

r

+
1

Re

[
4

3
µ

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
− u

r2

)
+

2

3

(
2
∂u

∂r
− u

r

)
∂µ

∂r

]
(4.2)

∂Et

∂t
+

∂

∂r
[(Et + p)u] = −(Et + p)u

r

+
1

Re

{[
4

3
µ

(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
− u

r2

)
+

2

3

(
2
∂u

∂r
− u

r

)
∂µ

∂r

]
u

+
4

3
µ

[(
∂u

∂r

)2

− u

r

∂u

∂r
+
(u

r

)2
]}

+
1

γ − 1

1

Re

1

Pr

1

r

∂

∂r

(
µr

∂Θ

∂r

)
(4.3)

ただし，Re = r̄bc0/ν0，Pr = cpµ0/κ，µ = µ∗/µ0 と定義されている．ここで，添字として

ゼロを付してある量は気体が初期の静止一様状態にあるときの値であることを示す．あとに

示すように，強い衝撃波面におけるエネルギー散逸によって円筒内部の気体の温度が局所的

に上昇することがある．このような場合には粘性係数 µ∗を温度Θの関数として扱う必要が

ある．本論文では，µ∗を Sutherlandの式 [55]によって算出している．

粘性による散逸を考慮しない場合，式 (4.1)–(4.3)は，

∂ρ

∂t
+

∂

∂r
(ρu) = −ρu

r
(4.4)

∂(ρu)

∂t
+

∂

∂r
(p + ρu2) = −ρu2

r
(4.5)

∂Et

∂t
+

∂

∂r
[(Et + p)u] = −(Et + p)u

r
(4.6)

となる．2境界条件は，第 3章と同様に

r = αrs において u = 0 (4.7)

r = rs − M

cos
t において u = M sin t (4.8)

2もちろん，衝撃波が形成されるようなケースでは衝撃波面におけるエネルギー散逸を無視することはでき
ない．(第２章参照) この場合，衝撃波を含む共鳴波解は Euler方程式系 (3.4)–(3.6)の弱解として求められる．
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と与えられる．さらに，Navier–Stokes方程式 (4.1)–(4.3)に対しては，速度 u に対する境界

条件 (4.7)，(4.8)に加えて温度Θに関する境界条件が必要となる．本論文では，内部円柱お

よび外部円筒の境界面で温度勾配がゼロの条件 (断熱条件)を課す．

r = αrs および rs − M cos t において
∂Θ

∂r
= 0 (4.9)

ここで扱う問題は初期値境界値問題であるので，境界条件とともに初期条件も定める必要

がある．第２章で述べたように，初期時刻 t = 0において円筒内の気体は静止一様状態にあ

るものとする．このとき初期条件は，式 (2.33)によって表される．無次元化された形の初期

条件は，

t = 0において，αrs ≤ r ≤ rs上の任意の rで，

u = 0, ρ = 1, p =
1

γ
, Et =

1

γ(γ − 1)
, Θ = 1, c = 1 (4.10)

となる．

4.2 境界条件の数値的な取り扱いと座標変換

この節では，主としてEuler方程式系 (4.4)–(4.6)に関する境界条件の扱いについての説明

を行う．Navier–Stokes方程式系 (4.1)–(4.3)についても同様の議論が可能である．ただし，そ

の場合には未知数としてΘが加わるため温度に関する境界条件が必要となる．

4.2.1 境界条件の数値的取り扱い

方程式系 (4.4)–(4.6)に含まれる未知関数は，ρ, u, p, eの４個である．このうち uの境界

値は，式 (4.7)，(4.8)で与えられており，eは，エネルギーの定義式

Et =
1

2
ρu2 +

p

γ − 1
(4.11)

から求めることができる．したがって，与えられた方程式を解くためには，残された ρ，pの

境界上における値を決定する必要がある．本研究では１次の外挿

fj+1 =
1

2
(fj + fj+2) (4.12)
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を用いて境界上の ρ，pの値を決定する．ここで，fjは格子点位置 jにおける物理量 fを示す．

内部円柱境界面上での格子点の位置を j = 0，外部円筒境界面上での格子点の位置を j = n

として指定する．このとき，境界条件は以下のように与えられる．

・内部円柱境界上で ⎧⎪⎨
⎪⎩

u0 = 0

ρ0 = 2ρ1 − ρ2

p0 = 2p1 − p2

(4.13)

・外部円筒境界上で ⎧⎪⎨
⎪⎩

un = M sin Ωt

ρn = 2ρn−1 − ρn−2

pn = 2pn−1 − pn−2

(4.14)

4.2.2 一般座標変換

外部円筒の半径は式 (4.8)で定義されるように時間とともに変動する．このように，境界

面の位置や形状が時間とともに変化する場合，空間に固定された格子点を用いて計算を行う

と，格子点の位置と実際の境界面の位置とが一致せず，考えている問題に対する適切な境界

条件を与えることができなくなる．そこで境界の運動にともなって格子点の位置が変化する

ような計算格子を採用することが必要となる．ただし，計算格子が時間にともなって変形・

移動すると，流体が静止している場合でも相対的に格子上を通過する見かけの流束が生じ

る [56, 57]．したがって，この見かけの流束を正確に評価しなければ正しい計算結果を得る

ことはできない．また，境界面の位置の時間的な変動の影響を正しく評価するためには，そ

の変動の様子を解像するのに十分な数の格子点が必要となる．しかし，全計算領域にわたっ

て格子点数を増やすことは数値計算の効率を考えると現実的ではない．そこで本研究では計

算領域 (円筒内部)の境界 (内部円柱と外部円筒の境界)付近に格子点を集めることを考える．

さらに，Navier–Stokes方程式 (4.1)–(4.3)に対する計算の場合，境界面上における温度境界

層の解像という点からも境界近傍で格子点の間隔が密になっていることが要請される．

この節では，上記の要件を満足するような，境界面の位置が時間的に変動する場合におけ

る物理空間から計算空間への座標変換を導入する．

59



第 4章 同軸円筒内の気体中に励起される強非線形共鳴音波の数値解析

方程式系 (4.4)–(4.6)をベクトルの形で書くと次のようになる．

∂Q

∂t
+

∂E

∂r
= S (4.15)

ただし，

Q =

⎡
⎢⎣ ρ

ρu

Et

⎤
⎥⎦ , E =

⎡
⎢⎣ ρu

p + ρu2

(Et + p)u

⎤
⎥⎦ , S = −1

r

⎡
⎢⎣ ρu

ρu2

(Et + p)u

⎤
⎥⎦ (4.16)

である．

いま，

τ = t, ξ = ξ(r, t) (4.17)

とおいて，座標系を物理空間 (r, t)から，時間とともに変動する計算空間 (ξ, τ)へと変換す

る．変換のマトリクスは， ⎡
⎢⎣ dt

dr

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

∂t

∂τ

∂t

∂ξ
∂r

∂τ

∂r

∂ξ

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣ dτ

dξ

⎤
⎥⎦ (4.18)

となる．このとき，支配方程式 (4.15)に現れる微分演算子 ∂/∂t，∂/∂rはそれぞれ以下のよ

うに変換される．

∂

∂t
=

∂τ

∂t

∂

∂τ
+

∂ξ

∂t

∂

∂ξ

=
∂

∂t
+ ξt

∂

∂ξ
(4.19)

∂

∂r
=

∂τ

∂r

∂

∂τ
+

∂ξ

∂r

∂

∂ξ

= ξr
∂

∂ξ
(4.20)

ただし，ξrと ξtはそれぞれ関数 ξの引数 r，tによる微分を表している．また，以下に現れ

る rtと rξについても同様である．式 (4.18)の変換の行列および，これを逆変換して得られ

る関係式から，物理空間 (r, t)と計算空間 (ξ, τ)に関して，

ξr =
1

rξ
,

ξt

ξr
= −rt (4.21)
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の関係が得られる．式 (4.19)–(4.21)を式 (4.15)に用いて支配方程式の座標変換を行うと，

∂Q̃

∂t
+

∂Ẽ

∂ξ
= S̃ (4.22)

が得られる．ここで，Q̃，Ẽ，S̃は以下に定義されるベクトルである．

Q̃ = rξ

⎡
⎢⎣ ρ

ρu

Et

⎤
⎥⎦ , Ẽ =

⎡
⎢⎣ ρU

ρuU + p

(Et + p)U + rtp

⎤
⎥⎦ , S̃ =

−rξ

r

⎡
⎢⎣ ρu

ρu2

(Et + p)u

⎤
⎥⎦ (4.23)

ただし，

U = u − rt (4.24)

である．

式 (4.22)–(4.24)によって，格子点が移動する場合の空間１次元の Euler方程式系に対す

る一般座標変換が定義された．より詳細な議論や空間 2次元，3次元への拡張については文

献 [57, 58]を参照のこと．

4.2.3 本問題に対する一般座標変換の適用

ここでは関数 ξ(r, t)の形を具体的に定義し，脈動する同軸２重円筒に対する適切な座標変

換を行うことを考える．いま，時刻 tにおける外部円筒の境界面の位置を rBとし，そこでの

境界面の移動速度を uBとすると，境界条件 (2.32)より，

rB = rs − M cos t (4.25)

uB = M sin t (4.26)

と表される．いま，関数 ξ(r, t)を

r =

tanh

{(
ξ − rs

1 + α

2

)
1

C

}

2 tanh

(
rs

1 − α

2C

) (rB − αrs) +
rB + αrs

2
(4.27)

によって定義する．この式は，ξ = αrsのとき r = αrs，ξ = rsのとき r = rBとなる．ここ

で，Cは格子点の分布を指定するパラメータであり，Cを小さくすると，ξを均等に分割し

たとき r = αrs近傍と r = rB近傍に格子点が集中する．
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0
ξ

r

α=0.1
α=0.3

C=0.05

C=0.2

C=0.05

C=0.2

rs

rB

(a)
rsα

0
ξ

r

rs

rB

(b)
rsα

図 4.1: (a): 式 (4.27)で表される ξ–r曲線とパラメータ C の関係．図中の実線は α = 0.1，
破線は α = 0.3の場合を示す．いずれも C が小さくなると rに対する ξの勾配が大きくな
る．(b): 計算空間において ξを均等に分割した際の物理空間において対応する格子点の分布
(α = 0.1，C = 0.2)．パラメータCによって，物理空間における格子点が境界付近に集まっ
ている様子がわかる．

図 4.1(a)は，いくつかの異なる αと Cに対応する rと ξの関係式 (4.27)のグラフである．

αの値に関わらず，格子点の分布を決定するパラメータCが小さくなると物理空間における

変数 rに対する計算空間上の変数 ξの勾配が大きくなっていることがわかる．図 4.1(b)は，

α = 0.1，C = 0.2の場合について，計算空間において ξを均等に分割した際の物理空間での

格子点分布の様子を示した図である．この図から，r = αrsと r = rBの両境界の近傍に格子

点が集中している様子がわかる．なお，C → ∞とすれば，物理空間上でも格子点を等間隔
に分布させることができる．

さきに述べたように，境界近傍で密な格子を用いて数値計算を行うことにより，時間的に

変動する境界とその近傍や境界に形成される境界層内における物理量を精度良く評価する

ことができるようになる．しかし，その一方で，計算を安定に実行するためにはクーラン数

ν = c∆t/∆r(∆t，∆rはそれぞれ時間と空間のきざみ幅，cは音速)を十分に小さくとること

が必要である．このため，境界近傍で∆rを小さくしすぎると，クーラン数に対する要請か

ら∆tをさらに小さくとる必要があり，これは計算時間の増加の要因となる．また，クーラ
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ン数の局所的な変化による数値粘性の変動が大きくなると数値解の精度に影響を及ぼすおそ

れもある．以上の理由から，パラメータCの決定は慎重に行う必要がある．

さて，式 (4.27)の ξおよび tに関する微分を求めると

∂r

∂ξ
=

rB − α

2C

sech2

{(
ξ − rs

1 + α

2

)
1

C

}

tanh

(
rs

1 − α

2C

) (4.28)

∂r

∂t
=

uB

2

tanh

{(
ξ − rs

1 + α

2

)
1

C

}

tanh

(
rs

1 − α

2C

) +
uB

2
(4.29)

となる．本論文では，座標変換の関係式 (4.18)–(4.24)に現れる微分係数 rξ，rtを式 (4.28)，

(4.29)によって数値的に評価する．なお，境界近傍に格子点を集めずに全ての領域で等間隔

の格子 (C → ∞の場合)を用いる場合，式 (4.28)，(4.29)はそれぞれ

∂r

∂ξ
= rξ = 1 (4.30)

∂r

∂t
= rt =

ξ − α

1 − α
uB (4.31)

となり，rtによって評価される境界の時間的な変動による見かけの流束のみを考慮すればよ

いことになる．

4.3 強非線形共鳴円筒波の数値解析

この節では，二重円筒内に励起される非線形共鳴音波を支配する方程式 (4.4)–(4.6) (気

体の散逸性を考慮する場合は式 (4.1)–(4.3))を外部円筒の脈動にともなう境界面の位置の

変動を考慮した座標系において数値的に解く．また，共鳴半径 r0は式 (3.23)によって決定

されるうちで最も小さいもの (基本振動数に対応する共鳴半径)を採用する．格子幅∆rは

∆r = r0(1 − α)/2000とし，クーラン数は約 0.1とした．

以下では，音場の幾何学的な形状を指定するパラメータ αと音波の非線形性の強さを表

す音響Mach数M の大小によって問題を次に示す４つのケースに大雑把に分類して考察を

行う．
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Case 1: αとM がともに小さい場合 (α = 0.1, M = 1 × 10−4)

Case 2: αが小さくM が大きい場合 (α = 0.1, M = 1 × 10−2)

Case 3: αが大きくM が小さい場合 (α = 0.9, M = 1 × 10−4)

Case 4: αとM がともに大きい場合 (α = 0.9, M = 1 × 10−2)

本研究は，平面音波では見られない円筒波 (あるいは球面波)の共鳴における特徴的な現象の

解明をその主目的としている．この意味でαが小さいということは，共鳴波のふるまいが円

筒波のそれに近い，すなわち平面波との違いが大きいということになる．本論文ではこの平

面波との相違を幾何学的な効果と呼び，αが小さいという表現と幾何学的な効果が大きいと

いう表現を同じ意味で用いる．なお，上記の４組のパラメータは，事前に行われた予備的な

計算によって決定したものである．

4.3.1 Case 1 (α = 0.1, M = 1 × 10−4)

この節では，第３章で行われた弱非線形解析との比較の意味もこめて音源のMach 数が

比較的小さい問題を取りあげる．図 4.2は，α = 0.1, M = 1 × 10−4とした場合の二重円

筒内における内部円柱表面 (r = αrs，基本共鳴振動)での圧力変動の時間発展を外部円筒が

脈動を開始してから 2000周期まで求めた結果を示したものである．図中の実線は方程式系

(4.4)–(4.6)(Euler方程式系)による計算結果，破線は方程式系 (4.1)–(4.3)(Navier-Stokes方程

式系，Re = 9 × 106)による計算結果である．これらの曲線は，外部円筒の脈動１周期ごと

に，内部円柱表面における圧力変動の時間的変化の最大値と最小値をそれぞれ連ねることに

よって得られた圧力変動の包絡線を示している．これ以降，共鳴波の振幅の時間的ふるまい

はこの内部円柱表面における圧力変動によって論じることとする．なお，図の縦軸は第３章

での結果に基づきM1/3を用いて (p − p0)/M
1/3 と規格化してある．ここで，p0 = 1/γは無

次元化された初期圧力である．

図 4.2から，共鳴波の振幅は時間の経過にともなって周期的な増加と減少を繰り返してい

る様子がわかる．さらに詳しく見てみると，脈動開始直後には振幅がMt (tは時刻3)に比例

3図の横軸は周期 (Cycle)となっているが，1 Cycle= 2πtと読みかえればよい．
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図 4.2: α = 0.1，M = 1× 10−4の場合の r = αrsにおける圧力振幅の時間発展．図中の実線
は散逸を考慮しない場合，破線は散逸効果 (Re = 9 × 106)を考慮した場合の計算結果．

して増加しているが，共鳴波の発達にともなって振幅の増加率は少なくなってゆき，ついに

は増加率が負となり共鳴波の振幅が減少をはじめるというパターンを繰り返している．この

とき振幅の最大値は，M1/3の２倍程度となっている．また，後に示すように，このケース

では時間がどれだけ経過しても円筒内に衝撃波は形成されなかった．このことから共鳴円筒

波の振幅の成長は，衝撃波の形成によるエネルギー散逸が起こらないような場合でも最大で

O(M1/3)程度に抑えられ，時間とともに際限なく増加するわけでは無いことがわかる．以上

の結果は，第３章における弱非線形共鳴波の理論解析結果とよく一致している．実際，図 4.2

から直接求められる振幅変調の周期と第３章で得られた式 (3.54)から計算される変調の周期

とが極めてよい一致を示すことが後に明らかにされる．

しかし，その一方で，図の圧力波形の最大振幅と最小振幅は初期の基準圧力 p0を境にし

て上下に非対称な形となっており，３章で得られた結果には見られない現象が現れている．

この非対称性は，比較的強い非線形効果による空間的な波形歪みによるものであると考えら

れる．さらに非線形効果が弱い場合 (M = 1 × 10−6)に対する数値計算 [27]ではこのような
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図 4.3: 円筒の脈動 300周期後の圧力分布 (a)と流速分布 (b) (α = 0.1，M = 1 × 10−4)．
α = 0.1，M = 1 × 10−4，時刻 t = 2nπ + ψ(n = 300)，における (1) ψ = 0，(2) ψ = π/4，
(3) ψ = π/2，(4) ψ = 3π/4，(5) ψ = π，(6) ψ = 5π/4，(7) ψ = 3π/2，(8) ψ = 7π/4 での
流速と圧力の波形．図中の破線は内部円柱境界をあらわす．
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非対称性は現れず，図中の p− p0 = 0の直線に対して上下に対称な振幅変調が起こることが

示されている．

Navier-Stokes方程式 (4.1)–(4.3)に対する計算結果をみると，共鳴波の振幅は図 4.2におい

て規格化された圧力振幅がゼロに近い領域 (p − p0 ∼ 0)を除いて Euler方程式系 (4.4)–(4.6)

についての結果とよく一致していることがわかる．p − p0 ∼ 0となるところでは，気体の散

逸効果による振幅と位相の変化が顕著に現れるということは，第３章における弱い散逸を考

慮した際の相平面の図 3.8においても見ることができる．

図 4.3は，円筒が脈動を開始してから 300周期後の (a):圧力と (b):流速の空間分布を示し

ている．半径方向の流速 uも圧力と同様にM1/3によって規格化されている．図に示された

各曲線には，外部円筒が脈動を開始してから 30周期目の時刻を t = 300 × 2π + ψとして，

ψ = 0から ψ = 7π/4まで π/4ごとに番号がふられている．また，図中の破線は内部円柱境

界の位置 r/rs = αを示している．次節以降でも，流速の空間分布を表すグラフには同様の

表記を用いることとする．

図 4.3(a)では，非線形効果によって波形が歪むことで圧力の空間分布に非対称性が現れて

いることがわかる．とくに，内部円柱近傍では波形歪みによる振幅の最大値と最小値の差が

著しい．図 4.3(b)は (a)と同時刻における流速 uの空間的な波形を示した図である．この図

からも圧力分布と同様に非線形効果による波形の歪みが見て取れる．これらの図は，二重円

筒内の共鳴波の振幅がほぼ最大となった時刻 (脈動開始から 300周期後)における空間波形を

示したものであるが，圧力，流速ともに非線形効果による波形歪みは認められるものの，衝

撃波の形成にはいたっていない．このケースではさらに時間が経過した後も衝撃波の形成は

認められなかった．これは，収束と発散を繰り返す共鳴円筒音波のもつ幾何学的な性質に起

因する分散効果が音波の非線形性による波形歪みの効果よりも強く現れていることによるも

のである考えられる．

4.3.2 Case 2 (α = 0.1, M = 1 × 10−2)

ここでは，αを前節と同じく 0.1として，Mach 数が大きくなった (M = 1 × 10−2)ケース

について考える．この場合には，幾何学的な効果だけでなく非線形効果も大きくなる．その
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図 4.4: α = 0.1，M = 1× 10−2の場合の r = αrsにおける圧力振幅の時間発展．図中の実線
と破線は図 4.2に同じ．

ためこのケースにおいては，共鳴波の持つ非線形効果による衝撃波の形成が観測される．

図 4.4は，外部円筒が脈動を開始してから 200周期までの内部円柱表面における圧力振幅

の発展の様子を示したものである．振幅の最大値は脈動開始とともに急激に増大し，M1/3

の５倍以上にまで達した後，ただちにM1/3の４倍弱まで減衰する．この振幅の増減は脈動

開始から 20周期程度で収束し，その後，共鳴波は振幅の緩やかな減衰をともなう準定常的

な振動状態ヘと移行する．また，圧力振幅の最大値と最小値の差が Case 1. に比較して著し

く大きくなっているが，これは音源のMach数M が大きくなったために音波の非線形性に

よる波形歪みの影響がより強く現れているからである．

n = 10, 20, 100 (nは外部円筒の脈動の周期)の時刻における流速の空間波形をそれぞれ

図 4.5(a),(b),(c)に示す．図 4.5(a)から，図 4.4において共鳴波の振幅がピークに達する時刻

(n = 10前後)には，既に発達した衝撃波が形成されていることが確認できる．脈動の開始時

刻からの流速波形の変化を調べることにより，衝撃波は脈動開始から７周期目に形成される

ことが確かめられた [25]．このことから，衝撃波が形成されてもただちに振幅の減衰が起こ
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図 4.5: 円筒が脈動を開始してから (a):10周期，(b):20周期，(c):100周期経過した際の流速
の波形 (α = 0.1，M = 1 × 10−2)．
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るわけではなく，円筒内に形成された衝撃波が十分に発達し，その波面におけるエネルギー

の散逸量が音源の脈動によって円筒内部の気体中に供給されるエネルギー量よりも大きくな

ることによって共鳴波の振幅の減衰が起こるものと考えられる．さらに時間が経過すると，

衝撃波面でのエネルギー散逸量と音源におけるエネルギーの供給量がつり合い，共鳴波の振

幅はほぼ一定となる．図 4.4において，気体の散逸効果を考慮した場合 (破線)と散逸を無視

した場合 (実線)の圧力振幅の増減は，完全に等しいふるまいをしていることがわかる．これ

は，共鳴波のエネルギー散逸のほぼ全てが衝撃波面における強いエネルギー散逸によって起

こっており，その他の場所における気体の粘性と熱伝導性によるエネルギー散逸の効果はこ

のケースの場合には完全に無視できるといえる．

また，図 4.4で，圧力振幅が一定値に落ち着かずゆっくりとした減衰を続けているのは，衝

撃波面で気体の持つ運動エネルギーが熱エネルギーに変換され，円筒内部の温度が上昇した

ことによる．つまり，円筒内の温度上昇によって，そこでの音速が初期の音速よりも大きく

なり，その結果として実際の共鳴振動数と音源での加振振動数が徐々にずれてくるというこ

とがこのゆっくりとした振幅の減衰の要因となっていると考えられる．この衝撃波面におけ

るエネルギー散逸の影響については本章の終わりで議論する．さらに，図 4.5の (a)と (c)を

比較すると，衝撃波を含んだ波形に大きな違いは無いが，その振幅は (a)のグラフに比べ (c)

では半分程度にまで減衰している．これは，図 4.4に示されている圧力振幅の変化と一致し

ていることが確認できる．

図 4.5の一連のグラフから，図中の破線で示されている内部円柱境界の近傍では，円筒波の

幾何学的な性質によって波面が収束し，衝撃波面前後での流速の跳びの量が大きくなってい

ることがわかる．また，衝撃波面は rの正の方向に進むときと負の方向に進む場合とで，図

4.5においてその空間的な波形が異なっている．後に示すように，αが大きいとき (α = 0.9)，

衝撃波面を含む流速の波形は，rの正の方向に進行するときも負の方向に進むときもほぼ同

じ波形となる．このことは Chester [40]によって示された，閉管内の気体の共鳴振動によっ

て発生する平面衝撃波の波形とよく一致する．ここに，円筒波における共鳴波と平面共鳴波

との間に見られる顕著な違いの一つを見ることができる．

なお，α = 0.1, M = 1 × 10−4のケースで見られた周期的な振幅の変調はこのケースでは

起こらないことに注意しておく．また，Case 1 と Case 2 で示したように，円筒波の共鳴の
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図 4.6: α = 0.9，M = 1× 10−4の場合の r = αrsにおける圧力振幅の時間発展．図中の実線
と破線は図 4.2に同じ．点線で示された直線は，Chester [40]による共鳴平面波の振幅の理
論解．

問題ではM の大きさによって衝撃波が形成される場合と形成されない場合があることがわ

かった．α = 0.1のケースについては，およそM = 1.1 × 10−3を境として，音源のMach数

がそれよりも大きなときには衝撃波が形成されるが，それよりも小さいときには衝撃波は形

成されず，共鳴波の振幅は周期的な変調を繰り返すということがわかった．このような衝撃

波形成の臨界Mach数については後の節でより詳細な取り扱いがなされる．

4.3.3 Case 3 (α = 0.9, M = 1 × 10−4)

図 4.6に α = 0.9，M = 1 × 10−4としたときの内部円柱表面での圧力振幅の時間発展の様

子を示す．α = 0.9の場合，これまでの αが小さいケースに比較して，円筒内に励起される

共鳴波は平面波の性質を強く持つと考えられる．実際に共鳴波の振幅の発展の様子を見てみ

ると，これまでのケースと同様に脈動開始直後の振幅は時間に比例して成長していることが

わかる．しかし，図からわかるとおり，α = 0.1の際に見られた周期的な振幅の変調現象や
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図 4.7: 円筒が脈動を開始してから (a):50周期，(b):100周期，(c):200周期経過した際の流速
の波形 (α = 0.9，M = 1 × 10−4)．

72



第 4章 同軸円筒内の気体中に励起される強非線形共鳴音波の数値解析

高いピークをともなった振幅の発展は見られない．さらに，振幅の最大値と最小値を示す曲

線はほぼ上下対称となっており，この振幅発展の様子はChester [40]による解析やYano [10]

による閉管内の気体の共鳴振動に対する計算結果と極めてよく一致していることがわかる．

実際，Chesterによる理論解より求めた共鳴平面波 (M = 1× 10−4)の振幅を示している図中

の点線で表された直線と定常振動状態に達した後の共鳴波の振幅はよい一致を見せているこ

とがわかる．以上のことより，このケースでは，二重円筒内に励起される共鳴波は平面波の

性質を強く持っているといえる．

この振幅の非線形発展の様子を詳しく調べるために，外部円筒の脈動開始から 50 周期，

100周期，200周期後の円筒内の流速分布の様子を示したのが図 4.7(a)–(c)である．図 4.7(a)

からは共鳴波の波形歪みは観測されるものの，いまだ衝撃波を形成するには至っていない．

この時刻では，図 4.6からもわかるように，共鳴波の振幅は時間の経過にともなって増加を

続けている．

図 4.7(b)は，図 4.6において振幅の増大が収束する時刻 (100 周期後)に対応する流速波形

を表しているが，この時刻ではすでに十分に発達した衝撃波が形成されていることが確認で

きる．Case 2 とは対称的に，このケースではαの値が１に近く，波面の収束・拡散といった

幾何学的な効果が小さいために，衝撃波面での速度の跳びの大きさが衝撃波面の位置によら

ずほぼ一定となっていると考えられる．ここで得られた共鳴波の波形がChester [40]による

解析結果とよく一致していることからも，αが１に近い場合には共鳴波のふるまいが平面波

のそれに近くなるということができる．また，Chester [40]は，平面波によって生じる閉管内

の気体の共鳴振動の振幅が，音源のMach数M に対してO(M1/2)となることを理論的に示

した．これは，Yano [10]による数値計算の結果からも確認することができる．図 4.7(b)お

よび (c)より共鳴波の振幅の成長が飽和状態に達したあとの時刻において，M1/3で規格化さ

れた振幅は約 0.3となっていることがわかるが，ここでは音源のMach数をM = 1× 10−4と

しているのでM1/2/M1/3 ≈ 0.22となり，円筒波の場合でも衝撃波が形成されるようなケー

スでは，共鳴波の振幅がO(M1/2)に抑えられると類推できる.

図 4.7(b)と (c)を比較すると，時間が経過しても共鳴波の振幅，波形ともにほとんど変化

していないことがわかる．このことはつまり，円筒の脈動開始から 100周期程度の時間が経

過すると，十分に発達した衝撃波面におけるエネルギー散逸量と音源からのエネルギー供給
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図 4.8: α = 0.9，M = 1× 10−2の場合の r = αrsにおける圧力振幅の時間発展．図中の実線
と破線は図 4.2に同じ．

量が平衡状態に達し，共鳴波のふるまいが準定常的になるといえる．ここで，定常ではなく

“準”定常と表現したのは，衝撃波面でのエネルギー散逸による熱の発生によって二重円筒内

の気体の温度が上昇し，そのために共鳴波のふるまいが少しずつ変化するからである．しか

し，いまのケースではMach数が小さく衝撃波の強さが弱いために，衝撃波面におけるエネ

ルギー散逸による円筒内の気体の平均温度の上昇や共鳴波の振幅の減少といった非定常な減

少は，たかだか数百周期程度の時間スケールでは観測することができない．また，図中の破

線で示されている Navier-Stokes 方程式に対する計算結果と実線で示されている Euler 方程

式に対する計算結果は，振幅が定常状態に到達する時刻，振幅の最大値ともによく一致して

おり，共鳴波の持つエネルギーの散逸のほとんど全てが衝撃波面でおこっているといえる．
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図 4.9: 円筒が脈動を開始してから (a):5周期，(b):10周期，(c):100周期経過した際の流速の
波形 (α = 0.9，M = 1 × 10−2)．
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4.3.4 Case 4 (α = 0.9, M = 1 × 10−2)

最後に，αとM がともに大きい場合 (非線形効果が強く，幾何学的効果が小さい場合)を

取り扱う．図 4.8に α = 0.9，M = 1 × 10−2としたときの圧力振幅の時間発展を示す．円筒

の脈動開始からわずか 10周期程度で振幅の成長は頭打ちとなり，その後，振幅はゆっくり

と減衰している．このケースでも脈動を開始してから数周期の間は，振幅が時間に比例して

増加してゆく様子を確認できるが，その一方で，Case 1 で見られた周期的な振幅の変調や

Case 2 の高いピークをともなった振幅の包絡波形は見られない．このことから，Case 1 や

2 で見られた共鳴波の振幅の特徴的な変動については音波の幾何学的な性質 (円筒波の性質)

が強く影響しているといえる．

次に，振幅の成長が飽和状態に達した後の共鳴波の振幅の変化について考える．図 4.8の

グラフは，図 4.6とは異なり圧力の最大値と最小値を示す波形は上下に非対称となっている．

これは，衝撃波面でのエネルギー散逸のために円筒内部の温度が上昇し，その結果，平均圧

力が初期の圧力 p0よりも高くなるためである．また，この温度上昇によって円筒内の平均

音速も初期の音速 c0よりも速くなる．ところが，音源の加振振動数は一定であるため，音

速の変化にともなって円筒内に励起される音波は共鳴条件から次第にずれることになる．こ

のとき外部円筒の脈動によって円筒内部の気体に対してなされる仕事 (円筒内の気体中に加

えられるエネルギー)の量が減少するために，共鳴波の振幅は徐々に減衰してゆくことにな

る．これによって図 4.8に示された圧力振幅の包絡波形の非対称性を説明することができる．

前節で共鳴音波のふるまいが準定常的であるといったのは以上の理由によるものである．実

際，音源のMach数が小さい場合であっても衝撃波が形成されるならば，長時間 (Case 3 の

場合には音源の脈動の数千周期程度の時間) の共鳴振動を繰り返すことで衝撃波面でのエネ

ルギー散逸の影響が蓄積し，ここで見られたような非対称性が現れる．また，Case 2，Case

3 と同様にここでも Navier-Stokes 方程式に対する計算結果 (図中の破線)と Euler 方程式に

対する結果がよく一致していることがわかる．

続いて，これまでと同様に衝撃波の形成とその発展の様子を知るために流速の空間的な分

布について調べる．図 4.9(a)–(c)にそれぞれ脈動開始から 5，10，100周期後の円筒内の流速

波形を示した．図 4.9(a)より，脈動開始から 5周期目の時点で衝撃波が形成されていること
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がわかる (図中の曲線 (7)，(8))．さらに時間が経過し，振幅の増大が止まった時刻 (脈動開

始から 10周期目，図 4.9(b))では衝撃波は十分に発達し，円筒内を往復する不連続面として

捕えられている．ここでも Case 3 と同様に，衝撃波が円筒の中心軸から外側に向かって進

行するときも，中心軸に向かって進行するときも流速の波形はほぼ同じ形となっていること

がわかる．しかし，脈動開始から 100周期が経過 (図 4.9(c))した後の波形を見ると，衝撃波

面は不連続面として捕えられているものの，その波形は円筒の外側に向かう場合 (図中の曲

線 (1)–(4))と中心に向かう場合 (曲線 (5)–(8))とで波形に相違があることが確認できる．こ

れは，長時間の振動を繰り返したことにより音波の幾何学的な効果が (弱いながらも)蓄積し

てきたことと，前述の衝撃波面における熱の発生による円筒内温度の上昇の影響によるもの

であると考えられる．

4.3.5 時間平均された物理量と音場の幾何形状の関係

ここまでの解析では，各時刻における共鳴波の空間的な波形については主としてその瞬

間的なふるまいにのみ着目しており，円筒内に大振幅の音波が励起されることにより生じる

ゆっくりとした質量の流れ (音響流)の存在については議論を行ってこなかった．

微小振幅の音波 (線形音波)の場合，音場中の流体粒子はそれぞれの平衡位置のまわりで周

期的な振動を繰り返すのみで，実質的な位置 (時間的に平均して得られる位置)は時間的に

変化しない．これに対して，非線形性を無視できない程振幅の大きな音波の場合，音場中の

流体粒子はその平均位置をわずかに変化させながら振動を繰り返す．この流体粒子の平衡位

置の変化のために，音場中に実質的な質量の流れが生じることがある．音波によって駆動さ

れるこのような質量の流れを音響流とよぶ．なお，古くから閉管内に励起された平面波の共

鳴現象に現れる音響流については，管壁に形成される境界層の影響が本質的な役割を果たす

ということが知られているが [59, 60]，流体の圧縮性と非線形効果によって励起される音響

流の存在が Inoueら [61]によって振動する剛体球から放射される音波について，Furuyama

ら [62]によって振動する剛体円柱から放射される音波について明らかにされた．

本研究では，時間平均された質量流束 (音響流)を，任意の半径 rの (単位長さの)円筒面

77



第 4章 同軸円筒内の気体中に励起される強非線形共鳴音波の数値解析

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-0.004

-0.002

0

0.002

n=10

n=20

n=100 n=5

r/r

m

(a)

s
0.90 0.95 1.00

-0.004

-0.002

0

0.002

n=5

n=10
n=100

m

(b)

r/rs

図 4.10: M = 1 × 10−2における質量流束．(a): α = 0.1，(b): α = 0.9．図中の nは外部円
筒の脈動の周期をあらわす．

を横切って輸送される気体の質量の時間 T にわたる平均として，

m(r, t) = 2πrρ̄u =
2πr

T

∫ t

t−T

ρ(r, τ)u(r, τ)dτ (4.32)

と定義する．ここで，T は外部円筒の脈動の周期とする．4

図 4.10(a)，(b)に，M = 1×10−2としたときの式 (4.32)で定義される質量流束を，α = 0.1

とα = 0.9のそれぞれの場合について示す．図 4.10(a)では，円筒内における平均の質量の流

れが時間の経過にともなって小さくなっていることがわかる．一方，(b)では共鳴波の振幅が

成長しているとき (n = 5, 10)も，衝撃波が十分に発達し振幅がほぼ一定値をとるような時

刻 (n = 100)であっても時間平均された質量流れは非定常的に変化しており，質量流れの大

きさ自体もあまり変化がない．以上の結果より，外部円筒の脈動開始から十分に時間が経過

した後の共鳴波のふるまいに関して，αが小さなときには非線形効果の影響 (非定常な効果)

よりも音場の幾何形状に起因する影響支配的であるといえる．これに対して，αが１に近い

場合には衝撃波を含む非線形効果の影響が強く現れ，共鳴波の状態が厳密な意味での定常振

動状態ヘ到達しないことが時間平均された物理量 (質量流量)の変動から理解される．もちろ

ん，αの値に関わらず衝撃波が形成される場合には，共鳴波は厳密な意味での定常状態には
4ここに現れる周期，T は第３章における時間変数 T とは無関係であることに注意しておく．
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図 4.11: 時間平均された密度 ρ̄の分布とその時間変化 (M = 1× 10−2)．nは外部円筒の脈動
の周期をあらわす．(a): α = 0.1， (b): α = 0.9．

到達しないことを注意しておく．また，図に示されている質量流の大きさはM = 1 × 10−2

と比較して非常に小さい値となっている．このため，数周期程度の短い時間であれば現象の

非定常性が顕著に現れることはないが，数百・数千周期という長い時間で見ると非定常な流

れによる影響が大きく現れることになる．また，α = 0.1の場合，初期 (n = 5, 10)の質量

流れの大きさが同時刻における α = 0.9のケースに比較して非常に大きくなっている．これ

は，内部円柱付近では幾何学的な収束のために音波 (または衝撃波)の振幅が増幅されること

によるものであると考えられる．

図 4.10(a)，(b)ともに，衝撃波形成時刻より後 (n ≥ 10)の時刻で図中の曲線に不連続な部

分が生じている．これは，数値計算の不安定や打切り誤差によって生じたものではなく，衝

撃波を含む非線形共鳴現象の非定常性によるものであると考えられる．実際，平均をとる時

間間隔を長く (例えば，音源の脈動の 10周期程度)することでより滑らかで連続的な分布を

得ることができる．このように音響流の空間的な分布が滑らかに変化しないという現象は，

Yanoら [63]によって脈動する球から放射される大振幅音波について報告されている．

次に，時間的に平均された密度を ρ̄，圧力を p̄，温度を Θ̄として，以下の式 (4.33)–(4.35)
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図 4.12: 時間平均された圧力 p̄の分布とその時間変化 (M = 1× 10−2)．nは外部円筒の脈動
の周期をあらわす．(a): α = 0.1， (b): α = 0.9．

によってそれぞれ定義し，その空間的な分布の各周期ごとの変化を調べる．

ρ̄(r, t) =
1

T

∫ t

t−T

ρ(r, τ)dτ (4.33)

p̄(r, t) =
1

T

∫ t

t−T

p(r, τ)dτ (4.34)

Θ̄(r, t) =
1

T

∫ t

t−T

Θ(r, τ)dτ (4.35)

図 4.11(a)から，α = 0.1の場合は，時間が経過するにしたがって内部円柱近傍での密度 ρ̄

が著しく低下し，rの大きな領域 (外部円筒近傍)での密度が高くなっていることがわかる．こ

れは衝撃波面の収束とそれによるの散逸過程の空間的な不均衡の影響によるものである (詳

細は後述)．n = 100の時刻では，図 4.10(a)からもわかるとおり，実質的な質量の流れはほ

とんど存在せず，気体の振動が準定常状態にあるということができる．α = 0.9の場合，脈

動開始から十分時間が経過した際の平均密度分布は r が小さくなるにつれて減少してゆく傾

向は見られるものの，その変化の量は α = 0.1のケースに比較してかなり小さいといえる．

また，α = 0.9の場合には，内部円柱や外部円筒の境界付近で密度の落ち込みが観察された．

式 (4.33)によって定義される平均圧力 p̄の分布は密度の分布とは対称的に，α = 0.1の場

合と α = 0.9の場合とで両者の差が比較的小さいことがわかる．図 4.12(a)，(b)ともに，n
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図 4.13: 時間平均された温度 Θ̄の分布その時間変化 (M = 1× 10−2)．nは外部円筒の脈動の
周期をあらわす．(a): α = 0.1， (b): α = 0.9．

が大きくなるにつれて平均圧力が空間全体で高くなっている．また，平均圧力の空間的な分

布には，α = 0.1の密度分布 (図 4.11(a))に見られたような内部円柱近傍における局所的な圧

力の減少 (あるいは増加)は起こらない．これは，二重円筒内に生じた圧力勾配を解消する方

向に質量の流れ (音響流)が発生するためであると考えられる．

続いて平均温度 Θ̄の分布について考える．図 4.13(a)から，α = 0.1の場合には時間の経

過にともなって内部円柱近傍での温度が著しく上昇していることがわかる．この温度上昇は

とくに衝撃波形成後 (n ≥ 10)に顕著となっている．これに対して図 4.13(b)に示されている

α = 0.9のケースでは，平均温度の分布は時間の経過にしたがって円筒内部の空間全体の温

度がほぼ一様に上昇している．αの値によって見られるこのような違いは，衝撃波面におけ

る粘性と熱伝導性によるエネルギーの散逸の様子が円筒波と平面波とで大きく異なることに

よる．つまり，円筒波としての性質が強く現れる α = 0.1の場合，内部円柱近傍では，波面

の収束によって衝撃波面のおける物理量の跳びの量が大きくなるため (衝撃波が強められる)

そこではより強いエネルギーの散逸がおこる．その結果，内部円柱近傍では温度が急激に上

昇し，図に見られるような温度分布の不均衡が起こることとなる．逆に，波面の収束・拡散

の効果が小さい (平面波としての性質が強い)α = 0.9 のケースでは，衝撃波面において rに
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図 4.14: エントロピーの増加量 sの分布 (M = 1× 10−2)．nは外部円筒の脈動の周期をあら
わす．(a): α = 0.1， (b): α = 0.9．

よらずほぼ一様なエネルギー散逸が起こるために円筒内の平均温度も一様に上昇する．

衝撃波面の収束・拡散とそこでのエネルギー散逸の様子を知るために，エントロピー増加

量 sを以下のように導入する [64]．

s =
s∗ − s0

cv
= ln

(
γp

ργ

)
(4.36)

ここで，s∗，s0はそれぞれ単位質量あたりのエントロピー，初期の静止一様状態におけるエ

ントロピーである．これまでと同様に時間平均されたエントロピー s̄を

s̄(r, t) =
1

T

∫ t

t−T

s(r, τ)dτ (4.37)

と定義する．図 4.14(a)と (b)にそれぞれ α = 0.1と 0.9のケースにおける時間平均されたエ

ントロピー s̄の分布を示す．図 4.13と同様に，α = 0.1のケースでは内部円柱近傍における

エントロピーの増大が著しく，α = 0.9の場合には衝撃波が形成された後，空間的にほぼ一

様なエントロピー生成が見られる．また，衝撃波が形成されていない時刻ではどちらのケー

スでもエントロピーの生成はほとんど観測されないことからも，エントロピーはその大部分

が衝撃波面における散逸過程で生成されることがわかる．

82



第 4章 同軸円筒内の気体中に励起される強非線形共鳴音波の数値解析

0
50

100
150

200 0.1
0.2

0.3
0.4

0.5
0.6

0.7
0.8

0.9
1

0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

1.3

r/r
n

Θ̄

(a)
s

0
50

100
150

200 0.1
0.2

0.3
0.4

0.5
0.6

0.7
0.8

0.9
1

0.75

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

r/r
n(b)

ρ

s

図 4.15: 長時間にわたる円筒内の (a): 平均密度 ρ̄，(b): 平均温度 Θ̄の分布の変化．(α = 0.1，
M = 1 × 10−2)
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最後に，α = 0.1，M = 1 × 10−2の場合について，円筒内の時間平均された密度 ρ̄と温度

Θ̄の長時間にわたる連続的な変化の様子を図 4.15に示す．グラフの可読性のために，初期の

静止一様状態での値を細い直線によって示している．この図から，時間の経過にともなって

rの小さな領域における平均温度が高くなり，それに対応してそこでの平均密度が低くなっ

ている様子がよくわかる．結局，αが小さい場合にみられる内部円柱近傍での急激な密度の

低下は，内部円柱近傍における収束した衝撃波面における強いエネルギー散逸により局所的

に温度の高い領域ができ，それによって生じた圧力勾配を解消する方向に質量流れが生じる

ために起こると説明できる．大振幅円筒音波の共鳴にみられるこのような特徴的な現象は，

非線形効果による波形歪みおよび衝撃波の形成と波面の収束・拡散という幾何学的な効果が

ともに支配的な役割を果たしているといえる．

また，外部円筒の脈動開始から十分に時間が経過すると，内部円柱のごく近傍では温度の

上昇と密度の低下が続くものの，空間全体の時間平均された密度分布，温度分布の形はほぼ

一定となり，共鳴波が準定常的な振動を繰り返していることがわかる．

4.3.6 αとMによる共鳴波のふるまいの変化

数値解析によって，円筒内に励起される共鳴波は，衝撃波の形成をともなわずに周期的な

振幅の変調を繰り返す場合 (第３章参照)と，強い非線形効果によって衝撃波が形成され，そ

の後，緩やかな振幅の減衰をともなう準定常振動状態に落ち着く場合のふたつのケースに大

別できることが示された．さらに，衝撃波が形成される場合は，αの値によって共鳴波の振

幅の発展の様子やその空間的な波形について大きな違いが見られた．本節ではこれまでのま

とめとして，αとM の値に対応して二重円筒内部に励起される共鳴波のふるまいがどのよ

うに特徴づけられるのかをあらためて整理する．

衝撃波が形成されるケースでは，αが小さい場合，共鳴波は時間の経過にともなってその

振幅を増大させながら非線形効果によってその波形を歪ませてゆくという過渡的な状態を経

た後，強い衝撃波の形成によっていったんその振幅を減衰させるという過程をたどって準定

常振動状態に至る．これに対して，α ∼ 1の場合には，振幅の増加が収まった時点ですでに

衝撃波面でのエネルギー散逸と外部円筒からのエネルギー供給がつり合った準定常振動状態
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図 4.16: 衝撃波形成の臨界Mach数Mcの α依存性．

に達している．また，αが 1に近いケースでは，M が非常に小さい場合であっても衝撃波が

形成されるのに対して，αが小さい場合にはM がある程度の大きさにならない限り，共鳴

波はその波形を非線形効果によって歪ませることはあっても衝撃波を形成することなく周期

的な振幅の変調を繰り返す．この結果から，αが小さい (共鳴波の性質が円筒波に近い)ほど

非線形効果による波形の歪みが抑えられて衝撃波の形成が起こらない，あるいは衝撃波の形

成が遅れて振幅が平衡点を超えて成長するといったことが起こるといえる．つまり，大振幅

の共鳴円筒波には，波形を歪ませる性質 (非線形効果)とそれを抑制する性質 (幾何学的な効

果)の両方が存在すると考えられる．このため，αがゼロに近くM が小さいときには幾何学

的な効果に対して非線形効果が弱いために波形歪みを抑制する働きが支配的となり衝撃波が

形成されず，反対に，αが１に近く，かつMが大きい場合には非線形効果が卓越するために

衝撃波が形成される．衝撃波が形成されるための条件を知ることは，二重円筒内に励起され

る共鳴音波の幾何学的な効果の程度を知る上で極めて重要である．
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図 4.17: α = 0.5に対する流速波形の比較．(a): M = 5 × 10−4，(b): M = 5 × 10−2．

図 4.16に αに対する臨界Mach数Mcを示す．ここで臨界Mach数とは，円筒内部に衝撃

波が形成されるために必要な音源のMach数の下限の値であり，あるαに対してM < Mcと

なる場合には衝撃波が形成されることはない．図 4.16は，αの値に対して異なるM を与え

て数値計算を実行し，各 αについての臨界Mach数を定めたものである．αが 1に近付くに

つれてMcが指数的に減少しており，αが 1に近い領域，すなわち平面音波の共鳴に近い状

態では衝撃波が形成されやすいことがわかる．また，平面波の共鳴においてRe → ∞の極
限ではM の値に関わらず必ず衝撃波が形成される [40]という事実から，α → 1の極限では

Mc → 0となることが予想される．5

続いて図 4.17に α = 0.5における，異なるMach数 (M = 5 × 10−4およびM = 5 × 10−2)

に対する流速分布の様子を示す．αが中空の円筒 (α = 0)と平面波 (α = 1)の中間の値をとっ

ているにも関わらず，図 4.17(a)に示されている波形は図 4.5(α = 0.1，M = 1 × 10−2)と

定性的によく一致している．一方，図 4.17(b)では図 (a)とは対称的に，α = 0.9に対する

図 4.6(α = 0.9，M = 1 × 10−4)および図 4.7(α = 0.9，M = 1 × 10−2)に類似した結果とな

5初期値境界値問題を時間発展的に解く計算方法では，M が小さくなるにしたがって計算時間が長くなる．
このため，本研究では α = 1のごく近傍における臨界Mach数Mcを決定するには至らなかった．しかし，実
在の気体には粘性による散逸が存在し，その影響はM が小さいほど非線形効果に対して支配的となるために，
実用上，そのような領域におけるMcを決定することは重要ではない．
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図 4.18: 振幅変調の周期のMach数依存性．× : α = 0, � : α = 0.1, • : α = 0.3．図中の
直線は，変調の周期がM−2/3に比例するものとして引かれている．α = 0.3については，図
中の破線で示された領域では衝撃波が形成されるために周期的な振幅の変調は観測されなく
なる．

る．これは，共鳴波の特徴はその幾何学的な性質のみによって決定されるのではなく，非線

形効果と幾何学的な効果の相対的な関係に強く依存することを示している．つまり，αが１

に近い値でなくとも音源のMach数Mが図 4.16に示された臨界Mach数Mcに対して十分に

大きな場合，幾何学的な効果に対して非線形効果が卓越するために共鳴波のふるまいは，図

4.17(b)のように平面音波の共鳴現象に近いものとなる．

第３章で示されたように，衝撃波が形成されない場合には共鳴波の振幅は周期的な変調を

繰り返す．図 4.18は，α = 0, 0.1, 0.3の場合について，数値的に計算された変調の周期の

Mach数に対する依存性を示している．図中の直線は，変調の周期がM−2/3に比例するもの

として引かれている．ただし，α = 0.3のケースについては，図中の破線で示された領域で

87



第 4章 同軸円筒内の気体中に励起される強非線形共鳴音波の数値解析

は衝撃波が形成されるために周期的な振幅の変調は観測されなくなる．この図から，衝撃波

が形成されない限り，振幅変調の時間スケールはM−2/3t によって記述されることがわかる．

これは，第３章の解析結果と一致する．つまり，音響Mach数M が図 4.16に示されている

臨界Mach数Mcを超えない限り，第３章で行われた弱非線形解析が有効であるといえる．

4.4 結論

この章では，二重円筒内の気体中に励起される大振幅共鳴円筒音波の非線形発展を高解像

度TVDスキームを用いて数値的に解析した．その結果，衝撃波を含む共鳴円筒波には，平

面音波の共鳴現象には見られない特徴的な現象が現れることが示された．共鳴円筒音波の性

質は，現象の非線形性の強さを指定するパラメータである音響Mach数M と，音場の幾何

学的な性質を支配するパラメータ αによって特徴づけられる．

以下に，本章で行われた数値解析によって得られた主な結果を示す．

1. 円筒音波の共鳴現象には相反する２つの性質が共存することが明らかになった．一つは非

線形効果による波形歪みと衝撃波の形成であり，もう一つは，音場の幾何学的な性質に起

因する分散効果とそれによる波形歪みの抑制の効果である．円筒波の共鳴には，高次の

共鳴モードの振動数が基本共鳴振動数 (最低次の共鳴振動数)の整数倍に一致しないこと

から，分散効果による共鳴波の波形歪みを抑制する性質が現れる．このため，以下に挙げ

るような平面音波の共鳴現象にはみられない特徴的な現象が観察される．

(a) M と αが十分に小さい場合には，波形歪みの抑制効果が非線形効果に対して支配的

となることから，円筒内に衝撃波は形成されない．このとき，M2/3に比例する周期

をもつ，ゆっくりとした規則的な振幅の変調が観測される．衝撃波が形成されない場

合には，共鳴波の振幅は最大でO(M1/3) に達する．振幅の変調を含むこのような共

鳴波のふるまいは，第３章において得られた弱非線形共鳴振動に対する解析結果とよ

く一致する．

(b) M が大きくなり，分散性による波形歪みの抑制効果よりも非線形効果が強くなる場

合，円筒内に励起される共鳴音波の波形は徐々に歪んでゆき，ついには衝撃波が形成
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される．

(c) 円筒内部に衝撃波が形成されるとき，共鳴波の振幅は時間の経過とともにある一定値

に近づいた後，ゆっくりとした減衰をし，そのふるまいは準定常的となる．これは次

の理由による．まず，衝撃波面における強いエネルギー散逸によって円筒内部の気体

の温度が上昇する．これにより，円筒内の気体における音速 cが初期音速 c0よりも速

くなるために，線形解より得られた共鳴振動数 (音源の駆動振動数)と実際の共鳴振

動数にずれが生じる．その結果，音源である外部円筒から円筒内の気体に対してなさ

れる仕事量が減るために共鳴波の振幅は，音源からのエネルギーの供給と衝撃波面で

の散逸がつり合う大きさに減衰する．

2. 波面が収束することによって，内部円柱近傍における衝撃波が強くなる (衝撃波面前後に

おける物理量の跳びの大きさが大きくなる)．波面の幾何学的な収束の効果は αが小さい

場合に顕著に現れる．α = 0.1のケースに対する数値計算の結果，衝撃波面における強い

エネルギー散逸のために，内部円柱近傍における平均温度 (時間的に平均された温度)の

急激な上昇がみられた．また，このとき内部円柱近傍から外部円筒へ向かう実質的な質

量の流れ (音響流)が観測された．この結果として，内部円柱の近傍では平均密度が時間

とともに低下することが示された．

3. αが 1に近い値をとる場合，衝撃波を含んだ共鳴波のふるまいは，平面音波の共鳴に見ら

れる現象に非常に近いものとなる．

4. 音響Reynolds数Reが十分に小さいならば，気体のもつ粘性と熱伝導性によるエネルギー

散逸の効果は，衝撃波面におけるエネルギー散逸を除いてほとんど無視できるほどに小

さい．
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音波の解析

本章では，内部円柱と外部円筒の中心軸がわずかにずれた偏心二重円筒内の理想気体中に励

起される共鳴音波に対する２次元の線形解析および非線形問題に対する数値解析を行い，そ

こに現れる特徴的な現象について議論する．はじめに，偏心円筒内に励起される共鳴音波の

定式化を行い，続いて線形の波動方程式を解くことによってこの問題に対する共鳴条件を求

める．最後に，偏心円筒に対する２次元の数値シミュレーションを実行し，線形解および同

軸問題との比較を行う．

5.1 問題の定式化

図 5.1に偏心二重円筒の概念図を示す．第２章と同様に，内側の剛体円柱の半径を ra，外

側の円筒の平均半径を rb とし，外部円筒は振幅A0，角振動数 ωで脈動するものとする．た

だし，外部円筒の中心軸Oと内部円柱の中心軸O′は x軸の方向に dだけ離れている．また，

x軸から中心軸Oのまわりに反時計回りに計った角度を ϑ，Oから計った距離を r∗とする．

第２章と同様に，音響Mach数M と二重円筒の半径の比 αを導入する．

M ≡ A0ω

c0
, α ≡ ra

r̄b
(5.1)

さらに，内部円柱の中心軸のずれ dを外部円筒の平均半径によって無次元化した偏心率∆を

以下に定義する．

∆ ≡ d

r̄b

(5.2)

この偏心率∆によって，円筒内に励起される定在波の２次元性が指定される．∆ → 0の極

限において，偏心円筒に対する問題は同軸円筒内の共鳴問題に帰着される．本論文では主と
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x

図 5.1: 偏心した二重円筒の概念図 (a)および内部円柱の詳細図 (b)．

して∆ � 1であるような，偏心率の小さな問題を取り扱うが，とくに次節で行われる線形

解析においては，

M � ∆ � 1 (5.3)

という関係を要請する．これは，二重円筒の偏心の効果に比較して非線形効果が十分に弱い

ことを意味する．また，本章で扱う問題では，円筒内の気体の散逸性は考慮しないものとす

る．1

続いて，以下のような無次元変数を定義する．

r =
ω

c0

r∗, t = ωt∗, Φ =
ω

c2
0

Φ∗, ur =
u∗

r

c0

, uϑ =
u∗

ϑ

c0

(5.4)

ここで，u∗
rと u∗

ϑはそれぞれ点Oに対する半径方向の流速と周方向の流速の成分をあらわす．

また，Φは

ur =
∂Φ

∂r
, uϑ =

1

r

∂Φ

∂ϑ

によって定義される速度ポテンシャルである．

1第３，４章の結果より，音源の振動に関して数十周期程度の時間スケールでは，実在の気体の粘性と熱伝
導性による散逸の効果は無視できる．
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外部円筒における線形化された境界条件は，式 (5.1)–(5.4)で定義された無次元量を用いて，

ur(rs, ϑ, t) = M sin t (5.5)

と表される．ここで，rsは (5.4)によって無次元化された外部円筒の平均半径 rs = ωr̄b/c0で

ある．つぎに，内部円柱表面での境界条件を定める．図 5.1(b)より，内部円柱の表面上の任

意の点をP (r, ϑ)とし，P からx軸に向けて引かれた垂線との交点をHとする．ただし，外部

円筒の中心軸をO，内部円柱の中心軸をO′としている．このとき，OO′ = ∆，OH = r cos ϑ

よりO′H = r cos ϑ − ∆となる．また，O′P = αrs，PH = r sin ϑであるから，�O′PH に

対して三平方の定理を用いることで，rに関する２次方程式

(r cos ϑ − ∆)2 + (r sin ϑ) = (αrs)
2

r2 − 2∆r cos ϑ + ∆2 − (αrs)
2 = 0 (5.6)

が得られる．式 (5.6)を∆が微小であることに注意して解けば，

r = ∆ cos ϑ ±
√

(∆ cos ϑ)2 − ∆2 + (αrs)2

= ∆ cos ϑ ±
√

(αrs)2 − (∆ sin ϑ)2

= ∆ cos ϑ ± αrs

√
1 − ∆

αrs
sin ϑ

≈ αrs + ∆ cos ϑ (5.7)

を得る．これにより，内部円柱表面における境界条件は，

ur(αrs + ∆ cos ϑ, ϑ, t) = 0 (5.8)

と表される．

5.2 線形解析

偏心した二重円筒内部の気体中に励起される定在音波のふるまいは，以下に示す速度ポ

テンシャルΦ(r, ϑ, t)に対する線形の波動方程式および境界条件 (5.5)，(5.8)によって記述さ

れる．
∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2

∂2Φ

∂ϑ2
− ∂2Φ

∂t2
= 0 (5.9)
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いま，速度ポテンシャルΦを

Φ(r, ϑ, t) = φ(r, ϑ)T (t) (5.10)

とおけば，境界条件 (5.5)より変数分離法によってただちに

T (t) = sin t (5.11)

が得られる．式 (5.10)–(5.11)を波動方程式 (5.9)および境界条件 (5.5)，(5.8)に代入して整理

すれば，φに関する以下の境界値問題が得られる．

∂2φ

∂r2
+

1

r

∂φ

∂r
+

1

r2

∂2φ

∂ϑ2
+ φ = 0 (5.12)

r = rs において
∂φ

∂r
= M (5.13)

r = αrs + ∆ cos ϑ において
∂φ

∂r
= 0 (5.14)

ここで，境界条件 (5.14)を r = αrsのまわりにTaylor展開する．

∂φ

∂r

∣∣∣∣
r=αrs+∆ cos ϑ

= ur(αrs + ∆ cos ϑ, ϑ)

= ur(αrs, ϑ) + ∆ cos ϑ
∂ur

∂r

∣∣∣∣
αrs,ϑ

+ · · ·

=
∂φ

∂r

∣∣∣∣
αrs,ϑ

+ ∆ cos ϑ
∂2φ

∂r2

∣∣∣∣
αrs,ϑ

+ · · ·

= 0 (5.15)

いま，微小なパラメータ∆によって φ(r, ϑ)を

φ(r, ϑ) = φ1(r, ϑ) + ∆φ2(r, ϑ) + O(∆2) (5.16)

のように展開し，波動方程式 (5.12)および境界条件 (5.13)，(5.15)に代入して∆のオーダー

ごとに整理すれば以下の式を得る．
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O(1):
∂2φ1

∂r2
+

1

r

∂φ1

∂r
+

1

r2

∂2φ1

∂ϑ2
+ φ1 = 0 (5.17)

r = rs において
∂φ1

∂r
= M (5.18)

r = αrs において
∂φ1

∂r
= 0 (5.19)

O(∆):
∂2φ2

∂r2
+

1

r

∂φ2

∂r
+

1

r2

∂2φ2

∂ϑ2
+ φ2 = 0 (5.20)

r = rs において
∂φ2

∂r
= 0 (5.21)

r = αrs において
∂φ2

∂r
= − cos ϑ

∂2φ1

∂r2
(5.22)

方程式 (5.17)–(5.19)および (5.20)–(5.22)の解は，変数分離法によりただちに求まる．

φ1(r, ϑ) = −M
J0(r)N1(αrs) − J1(αrs)N0(r)

J1(rs)N1(αrs) − J1(αrs)N1(rs)
(5.23)

φ2(r, ϑ) = M cos ϑ
J1(r)N

′
1(rs) − J ′

1(rs)N1(r)

J ′
1(rs)N

′
1(αrs) − J ′

1(αrs)N
′
1(rs)

× J ′
1(αrs)1(αrs) − J1(αrs)N

′
1(αrs)

J1(rs)N1(αrs) − J1(αrs)N1(rs)
(5.24)

ここで，J0，J1はそれぞれ０階，１階のBessel関数，N0，N1はそれぞれ０階，１階のNeumann

関数である．また，プライムの記号を付したものはその引数による微分を表している．

式 (5.23)，(5.24)を式 (5.16)に代入し，式 (5.10)–(5.11)を考慮すれば，速度ポテンシャル

Φが次のように得られる．

Φ(r, ϑ, t) = − M sin t

{
J0(r)N1(αrs) − J1(αrs)N0(r)

Z1(α, rs)

− ∆ cos ϑ
J1(r)N

′
1(rs) − J ′

1(rs)N1(r)

Z2(α, rs)

J ′
1(αrs)N1(αrs) − J1(αrs)N

′
1(αrs)

Z1(α, rs)

}
(5.25)

ただし，

Z1(α, rs) = J1(rs)N1(αrs) − J1(αrs)N1(rs) (5.26)

Z2(α, rs) = J ′
1(rs)N

′
1(αrs) − J ′

1(αrs)N
′
1(rs) (5.27)
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図 5.2: αに対する共鳴半径 r0の依存性．実線は脈動モード，破線は振動モードに対する共
鳴半径．

とした．式 (5.25)の右辺第 1項目は，第３章で行われた同軸円筒に対する解析結果の最低次

の解 (3.19)に対応している．また，内部円柱の偏心の効果は右辺第２項によって記述される

ことがわかる．αおよび rsが式 (5.26)，(5.27)を満たすとき，線形解 (5.25)は発散しその意

味を失う．式 (5.26)，(5.27)を満足するような外部円筒の半径を共鳴半径と呼び，r0と表す

こととする．本章では，偏心円筒内に励起される定在音波の特徴から，r0が式 (5.26)を満

たす場合に見られる音波のモードを脈動モード，(5.27) を満たす際に見られるモードを振動

モードと呼ぶ．脈動モードの共鳴半径 r0は，第 3章で示された同軸円筒についての共鳴半径

に他ならない．

図 5.2に脈動モード，振動モードそれぞれについての共鳴半径 r0の α依存性を示す．図か

ら，α ≈ 1の領域では，ふたつのモードの共鳴半径がほぼ同一の値をとることがわかる．こ

のような場合には，円筒内に励起される共鳴波のふるまいを脈動モードあるいは振動モード
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というように区別することはできなくなる．一方，α → 0の場合には，

lim
α→0

Z1(α, rs) = J1(rs) (5.28)

lim
α→0

Z2(α, rs) = J ′
1(rs) (5.29)

より，Z1が極値をとる点がZ2のゼロ点となり，振動モードの共鳴半径となる．このため，高

次の共鳴モードについては，Bessel関数の漸近形より脈動モードの共鳴半径と振動モードの

共鳴半径がおよそ π/2だけずれることになる．このことは，図 5.2からも確認できる．

5.3 偏心円筒内に励起される定在音波の空間波形

偏心円筒内に励起される定在音波の流速および圧力は，線形解 (5.25)によって次のように

求まる．

ur(r, ϑ, t) =
∂Φ

∂r
, uϑ(r, ϑ, t) =

1

r

∂Φ

∂ϑ
, p(r, ϑ, t) = −∂Φ

∂t
(5.30)

以下では，式 (5.26)，(5.27)によって与えられる共鳴半径のごく近傍における圧力分布の様

子を代表的な r0と αに対して示し，偏心円筒内に励起される共鳴波に見られる特徴的なふ

るまいについて述べる．さらに，偏心率∆が共鳴音波に対して及ぼす影響についても考察を

行う．

図 5.3に偏心円筒内の気体中に励起された定在音波の圧力波形 (圧力分布)を示す．これ

らの図は，線形解 (5.25)，(5.30)において，(a):∆ = 0.01, α = 0.1, rs = 3.94 (脈動モー

ド)，(b):∆ = 0.01, α = 0.1, rs = 5.14 (振動モード)，(c):∆ = 0.01, α = 0.8, rs = 15.75，

(d):∆ = 0.001, α = 0.8, rs = 15.75 として得られたものである．図 (a)では，外部円筒の半径

を図 5.2の実線で示される共鳴半径の近傍に選んでいる．このとき圧力分布は円周方向にほ

ぼ一様となっており，定在波のふるまいは第 3章で扱われた同軸円筒の脈動問題に定性的に

一致することがわかる．一般に，αが比較的小さいとき，外部円筒の半径をZ1(α, rs) = 0に

よって定義される共鳴半径の近傍における値に選ぶならば，偏心円筒内の定在波のふるまい

は定性的に同軸円筒内に励起される共鳴波のふるまいと一致する．これに対して図 (b)では，

図 5.1の y軸を境にして反対称な圧力分布となっている．このような圧力波形は，円筒の振
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図 5.3: 偏心円筒内に励起された定在音波の音圧分布．(a):∆ = 0.01, α = 0.1, rs = 3.94 (脈動
モード)，(b):∆ = 0.01, α = 0.1, rs = 5.14 (振動モード)，(c):∆ = 0.01, α = 0.8, rs = 15.75，
(d):∆ = 0.001, α = 0.8, rs = 15.75．

動2によって励起される定在波に見られるものと一致する (付録 B参照)．以上のような理由

から，本研究では，図 5.3(a)に見られるような定在波のモードを脈動モード，(b)のモード

を振動モードと呼ぶこととし，それぞれに対応した共鳴半径を脈動モードの共鳴半径，振動

モードの共鳴半径と呼ぶこととする．

既に述べたように，図αが１に比較して小さな領域では，脈動モードと振動モードの共鳴

半径は互いに異なった値をとるが，αが１に近づくにつれてそれぞれの共鳴半径を互いに区

別することができなくなる．3このような場合における偏心円筒内の定在波の様子を示した

のが図 5.3(c)と (d)である．図 (c)では，脈動モードと振動モードの波形の重ね合わせによっ

2外部円筒の半径は時間的に変化せずに，その中心軸の位置がある平衡位置を基準として正弦的に振動する
ことを指す．ここでは，x軸方向に振動する円筒を想定している．

3この傾向は高次の振動モードではより顕著になる．
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て強い非対称性が現れていることを確認できる．ところが，図 (d)ではそのような非対称性

は現れず，脈動モードが支配的な波形が得られた．これは，偏心率∆が 1× 10−3と図 (c)の

場合に比べて小さな値であるために，式 (5.25)において振動モードの波形を記述する右辺第

２項の影響が第 1項に比較して小さくなったためである．このように，ふたつのモードの共

鳴半径を区別できないような場合，偏心円筒内に励起される定在波のふるまいは偏心率∆に

強く依存するといえる．

5.4 偏心円筒内の気体中に励起される非線形共鳴音波の数値
解析

音源のMach数M および偏心率∆が大きな場合，前節で求めた線形解は現象を正しく記

述することはできない．そこでこの節では，このような場合における偏心ニ重円筒内に励起

される共鳴波のふるまいを第４章と同様の計算手法を用いて数値的に明らかにし，第 3章，

第４章の同軸円筒に対する問題および前節の偏心円筒に対する線形解との比較を行う．これ

によって偏心円筒内に励起される共鳴音波に特有な現象の存在が示される．さらに，大振幅

の共鳴音波中におかれた偏心円柱に働く定常的な力 (音響放射力) についてもその存在が示

される．

ここでは，以下に示す支配方程式

∂Q

∂t
+

∂E

∂x
+

∂F

∂y
= 0 (5.31)

ただし，

Q =

⎡
⎢⎢⎢⎣

ρ

ρu

ρv

Et

⎤
⎥⎥⎥⎦ , E =

⎡
⎢⎢⎢⎣

ρu

p + ρu2

ρuv

(Et + p)u

⎤
⎥⎥⎥⎦ , F =

⎡
⎢⎢⎢⎣

ρu

ρuv

p + ρ2v

(Et + p)v

⎤
⎥⎥⎥⎦ , (5.32)

および境界条件
外部円筒 (r = rs)において : ur = M sin t

内部円柱において : ur = 0
(5.33)

が取り扱われる．ここで，x = r cos ϑ，y = r sin ϑ，u = ur cos ϑ − uϑ sin ϑ，v = ur sin ϑ +

uϑ cos ϑ であり，u, v, ur, uϑはそれぞれ x, y, r, ϑ方向の速度成分である．また，本節では空間
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図 5.4: 偏心ニ重円筒の計算格子．α = 0.1，∆ = 0.25．

２次元の問題を扱うため気体の全エネルギーはEt =
1

2
ρ(u2 + v2)と定義される．内部円柱の

境界面は式 (5.6)によって与えられる．

(r cos ϑ − ∆)2 + (r sin ϑ) = (αrs)
2

r2 − 2∆r cos ϑ + ∆2 − (αrs)
2 = 0 (5.6)

図 5.4に偏心円筒問題に対する計算格子を示す．円筒の偏心の様子を見るために，ここで

は α = 0.1，∆ = 0.25と比較的偏心量の大きな場合についての格子の図を例示してある．計

算スキームは，第４章で用いられた３次精度のTVDスキームを２次元に拡張したものを採

用した．本計算における格子点数は，動径方向に 200点，周方向に 400点とし，時間の刻み

幅を 2π/15, 000 ≈ 4.2 × 10−4とした．

図 5.5に，式 (5.31)–(5.33)の数値計算によって得られた偏心円筒内に励起される共鳴音波

の圧力分布を示す．図 5.5(a)は，α = 0.1, ∆ = 0.1, M = 1 × 10−2, r0 = 3.940(脈動モード)
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図 5.5: 偏心円筒内に励起される非線形共鳴音波の圧力波形．(a):α = 0.1, ∆ = 0.1, M =

1 × 10−2, r0 = 3.940(脈動モード)，(b):α = 0.5, ∆ = 0.1, M = 1 × 10−4, r0 = 6.393．

に対する計算結果，(b)は α = 0.5, ∆ = 0.1, M = 1 × 10−4, r0 = 6.393に対する結果であ

る．図 5.5(a)では，内部円柱の偏心が大きいために，脈動モードの振動数で外部円筒を駆動

しているにも関わらず周方向に非一様な圧力分布が形成されていることがわかる．また，音

源 (外部円筒)の振幅がM = 1× 10−2と比較的大きいため，非線形効果による波形の歪みが

見られるが，衝撃波が形成されるにはいたっていない．これは，内部円柱の偏心量が大きい

ために線形解 (5.25)–(5.27)によって記述される共鳴半径と実際の共鳴半径 (固有振動数)が異

なることによっていると考えられる．つまり，内部円柱の偏心量が大きい場合には，線形解

より得られる共鳴振動数で音源を駆動しても共鳴による振幅の増幅の効果が弱いために衝撃

波が形成されるような大振幅の共鳴波が励起されにくいといえる．一方，図 5.5(b)の場合，
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図 5.6: 偏心円筒内に励起される衝撃波をともなった非線形共鳴音波の圧力波形．α = 0.1, ∆ =

0.01, M = 1 × 10−2, r0 = 3.940(脈動モード)．

音源の振幅が小さい (M = 1×10−4)ために音波の非線形性による波形歪みは見られない．ま

た，共鳴波のふるまいは，脈動モードと振動モードの両方のモードが含まれている図 5.3(c)

とよく似た波形となっており，共鳴波の振幅が小さく非線形性が弱い場合には，数値解と線

形解は定性的に一致するといえる．もちろん，このような場合には円筒内に衝撃波は形成さ

れない．

続いて，偏心円筒内に衝撃波が形成される場合における共鳴波のふるまいを調べるため，

図 5.6に α = 0.1, ∆ = 0.01, M = 1 × 10−2, r0 = 3.940(脈動モード)とした場合における円

筒内の圧力分布を示す (外部円筒の脈動開始から 15周期目における圧力分布)．内部円柱の

偏心が小さいために大振幅の脈動モードの共鳴波が励起されており，その結果として衝撃波

が形成されている様子が確認できる．また，わずかではあるが内部円柱が偏心していること

による圧力分布の非対称性もこの図から見ることができる．このとき，共鳴音波の圧力振幅

はおおよそ 0.1～0.2程度であり，衝撃波の形成をともなう共鳴波音波の振幅はO(M1/2)であ

るといえる (第４章を参照)．
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5.5 結論

本章では，内部円柱と外部円筒の中心軸が一致していない偏心二重円筒内部の気体中に励

起される共鳴音波のふるまいを線形解析および大振幅共鳴波にたいする数値解析を用いて明

らかにした．その結果，偏心円筒問題では，同軸円筒に対する問題でみられた共鳴モード (脈

動モード)とは別の共鳴モード (振動モード)が存在することが示された．また，偏心量が比

較的小さな場合には第 4章の同軸円筒問題で見られたような強い衝撃波が形成されることが

明らかにされた．

以下に，本章で行われた解析によって得られた主要な結果を示す．

1. 外部円筒の一様な脈動によって偏心円筒内の気体中に励起される共鳴音波は，第３，４章

で見られたような音場の幾何学的な分布が rのみに依存する脈動モードの他に rと ϑの両

方に依存するモード (振動モード)が存在する．

2. 脈動モードの共鳴半径と振動モードの共鳴半径は，半径の比 αが小さい場合にはそれぞ

れ異なる値をとるが，α → 1の場合にはこれらを区別することはできなくなる．このとき

の共鳴波のふるまいは偏心率∆および音響Mach数M に依存して脈動モードと振動モー

ドの寄与の度合が変化する．

3. 偏心率が大きな場合，変数分離形の解 (5.25)は円筒内に励起される音波のふるまいを精

度よく近似することはできない．このとき，式 (5.26)，(5.27)で定義される共鳴半径は実

際の共鳴半径とは異なるため，円筒内に励起される定在波の振幅は厳密な固有振動数で

駆動された場合の振幅に比べて小さくなる．一方で，円筒内に励起される定在波 (あるい

は共鳴波)の振幅が比較的小さく非線形効果が無視できるような場合，内部円柱の偏心量

が有限であってもそのふるまいは線形解によって得られるものと定性的によく似た傾向を

示す．

4. 偏心率が小さい場合，第 4章における同軸円筒内の共鳴波と同様に衝撃波が形成される．

ただし，偏心円筒の場合，内部円柱における非一様な波面の反射のために衝撃波を含む

共鳴波の波形に非対称性 (ϑに対する依存性)が現れる．
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本研究は，音響学における理論的な観点のみならず音波の工学的な応用の面からも基本的か

つ重要な問題である円筒音波と球面音波の共鳴にともなって現れるさまざまな非線形現象の

理解と解明を目的として行われた．円筒波や球面波と平面波の大きな違いは，前者はその幾

何学的な性質により，伝播過程において波面の収束や拡散をともなうことにある．この現象

を解析するため，二重円筒または二重球殻を考え，その内部に満たされた理想気体中に励起

される定在音波の非線形共鳴現象における音場の幾何学的な形状の影響の解析を行った．音

場の幾何学的な形状は，脈動する外部円筒 (球殻)の平均半径と内部円柱 (球)の半径の比 α

によって表される．このαを変化させることで，単純な中空円筒 (球殻)内の共鳴から１次元

平面音波の共鳴現象までを包括的に取り扱うことが可能となった．本研究に類似する研究と

しては，文献 [21]や文献 [22, 23]による球面波と円筒波の共鳴現象の理論解析があげられる

が，これらはいずれも定常振動解を仮定しているため，初期条件に依存する振幅変調の解を

含まない．本研究によって得られた主要な結果は，第３章における円筒音波と球面音波の弱

非線形共鳴問題に対する理論解析によるものと，第４章の同軸円筒および第５章の偏心円筒

に対する強非線形共鳴問題に対する数値解析によるものにまとめることができる．

第３章では，衝撃波が形成されないケースにおける同軸二重円筒および同心二重球殻内の

理想気体中に励起される音波の弱非線形共鳴現象について，弱い散逸効果を含んだ速度ポテ

ンシャルΦに対する非線形の支配方程式 (3.6)を理論的に解析することによって，共鳴波の

ふるまいの詳細を明らかにした．ここでは，音源である外部円筒 (球殻)表面において定義さ

れる音響Mach数M を用いて展開パラメータ ε = M1/3 � 1を導入し，漸近展開法による解

析が行われた．得られた結果を以下に示す．

1. 多重尺度法を用いて，支配方程式 (3.6)に対する εの３次のオーダーまでの解析を行い，
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共鳴音波の複素振幅の時間的な変動を記述する方程式 (3.54)を得た．(3.54)から，円

筒波や球面波の弱非線形共鳴現象では，気体の粘性や熱伝導性によるエネルギーの散

逸が無視できる場合でも衝撃波が形成されないことが示された．これには，音波の非

線形性と音場の幾何学的な形状に起因する音波の分散効果が本質的な役割を果たして

いる．また，幾何学パラメータ αが１に近い場合，共鳴波のふるまいは平面音波の共

鳴に近くなり，分散効果による衝撃波の抑制効果は弱くなる．

2. 共鳴音波の実振幅 aと位相 θによって構成される位相平面上における振幅方程式 (3.54)

の解のふるまいを解析することにより，円筒音波と球面音波の共鳴に見られる特徴的

な現象の詳細が明らかにされた．

(a) 気体の散逸性が無視できるとき，相平面における振幅方程式 (3.54)の軌道には，

実振幅 aと位相 θがともに周期的な変調を繰り返す閉じた軌道と，振幅 aについ

てのみ周期的な変動を繰り返す開いた軌道が存在する．開いた軌道では，位相 θ

は時間 T = ε2tに対して単調に増加もしくは減少する．

(b) 変調の周期は，幾何学パラメータ αに比例して減少する．

(c) 閉じた軌道の特別な場合として，振幅と位相ともに時間的に変化しない定常振動

状態が存在する．この定常振動解は相平面上における特異点として表される．

(d) 線形解より得られる共鳴振動数 (3.23)-(3.24)と音源における加振振動数とのずれ

(detuning)を表す δによって特異点の数を含めた相平面上の軌道の様子が大きく

異なる．

(e) 気体の散逸性を考慮した場合，共鳴波の振幅と位相は時間的な変動を繰り返しな

がら徐々に安定な定常振動状態へと収束する．ここでも，定常振動解の数は δに

依存して変化する．

3. 定常振動状態における実振幅 aのふるまいを記述する方程式 (3.85)より，δに対する a

の応答曲線を得た．また，定常振動解の個数の αと δに対する依存性をあきらかにし

た (付録C参照)．
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4. 変調をともなった共鳴波の振幅の最大値および定常振動状態における共鳴波の振幅は，

αに対して単調に減少する．

続いて第４章では，流体力学の基礎方程式を数値的に解くことによって，同軸円筒内に励

起される強非線形共鳴音波の発展について議論した．ここでは，衝撃波を含んだ共鳴波のふ

るまいを解析するために高解像度風上差分法を用いた数値計算を実行した．以下にその主要

な結果をまとめる．

1. 大振幅音波は，その強い非線形効果によって波形を歪ませる性質がある．しかし，円

筒音波の共鳴現象には，第３章であきらかにされた音波の分散性とそれによる波形歪

みの抑制効果が現れる．そのため，次に示すような極めて特徴的な現象が現れる．

(a) 音響Mach数Mと幾何学パラメータαがともに十分に小さい場合には，波形歪み

の抑制効果が非線形効果に対して支配的となるために，円筒内に衝撃波は形成さ

れない．このような場合，共鳴音波のふるまいは，第３章において得られた解析

結果とよく一致する．

(b) Mが大きくなり分散性による波形歪みの抑制効果に対して非線形効果が卓越する

場合，共鳴音波の波形は徐々に歪んでゆき，ついには衝撃波が形成される．衝撃

波の形成は，M だけでなく αとの相対的な関係が重要となる (図 4.16参照)．

(c) 衝撃波が形成されるとき，共鳴波の振幅は時間の経過にともなってある一定値に

漸近し，そのふるまいは準定常的となる．このときの振幅の大きさは，外部円筒

の脈動によって供給されるエネルギーと衝撃波面におけるエネルギー散逸のつり

合いによって決定される．

2. 衝撃波面におけるエネルギー散逸により円筒内の平均温度が上昇することで，円筒内

の音速が初期音速 c0よりも大きくなる．このため実際の共鳴振動数と外部円筒の加振

振動数 (線形解より得られた共鳴振動数)にずれが生じる．共鳴振動数からのずれのた

めに外部円筒から供給されるエネルギーの量が減少し，その結果，衝撃波面における

エネルギー散逸が相対的に多くなることで共鳴波の振幅の緩やかな減衰がおこる．
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3. 波面の収束によって強い衝撃波が形成されるために，内部円柱の近傍ではエネルギー

散逸が大きくなりそこでの平均温度の上昇ならびに平均密度の低下がおこる．この効

果は，αが小さいほど顕著に現れる．

4. 音響Reynolds数Reが十分に大きいならば，共鳴波のエネルギー散逸は，衝撃波面を

除いてほどんと無視できるほどに小さい．

以上で述べてきた結果は，空間的な分布が動径 rのみに依存する空間１次元の問題に対す

るものである．これに対して第５章では，空間２次元の問題として偏心した二重円筒内部の

非線形共鳴現象を取り扱った．ここでは，音場の幾何学的な形状を指定するパラメータとし

てαに加え偏心率∆を導入し，線形解析および非線形数値シミュレーションを行った．これ

により，外部円筒の一様な脈動によって励起される共鳴音波のふるまいは，その空間的な波

形が主として動径 rのみに依存する脈動モードの他に，rと ϑの両方に依存する振動モード

が存在することがわかった．これらのモードの振動数は，αが小さい場合にはそれぞれ異な

る値をとるが，α → 1の場合には互いに区別することができなくなる．このような場合，音

波のふるまいは∆とM に強く依存することとなる．また，偏心率が大きくなると線形解に

よって表されるような振幅の特異点としての共鳴半径を定義できないため，“共鳴”という現

象の定義に注意する必要がある．本研究では，音源の微小な振動に対して，有限の (非線形

効果が無視できない程の)振幅の音波が励起される状況をさして共鳴と呼んでいる．偏心率

が比較的小さい場合には，第４章と同様に衝撃波が形成されるが，偏心した内部円柱による

波面の非一様な反射のために衝撃波を含む共鳴波の波形に非対称性があらわれる．

最後に，本研究では空間２次元の問題に対する長時間の数値計算をするにはいたらなかっ

た．また，空間の解像度についても決して十分に確保できたとはいえない状況である．さら

に，ここで得られた結果を実用問題に適用するには，空間３次元の計算が必要不可欠である

と考えられる．

非線形音響学の分野において，音波の共鳴やそれにともなって現れる非線形現象に対する

研究は古くから研究がなされてきているにもかかわらず，円筒波や球面波といった非常に基

本的な形状をもつ音波の共鳴現象に関して，振幅の変調を始めとする過去の研究からは説明

106



第 6章 結論

できない現象が本研究によってはじめて明らかにされた．このことは，音波の共鳴という現

象の特異性とその解析の困難さを示唆しているといえる．

第３章および第４章で得られた結果は，いずれも空間１次元の問題についてのものである

が，振幅変調の周期や衝撃波形成の臨界Mach数などに対して音場の幾何形状とそれによる

分散効果ならびに音波の非線形効果が極めて重要な役割を果たしているということは，熱音

響エンジン [14–16] や音響圧縮機 [17]といったデバイスの開発を始めとする音波の工学的な

応用の面においても重要な結果であるといえる．また，実用問題への適用を考えるならば，

第５章の２次元問題やさらに一般的な形状に対する３次元解析が必要となる．本研究の将来

の発展としては，上述の空間多次元問題への拡張や大振幅音波によって励起される２次的な

流れである音響流の発展を含めた長時間にわたる共鳴音波のふるまいの解析，または，定在

波だけではなく分散性を考慮した大振幅音波の非線形発展の解析が考えられる．
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付 録A 散逸を考慮した速度ポテンシャ
ルに関する非線形波動方程式の
導出

ここでは，流体の速度，圧力，密度といった物理量は全て半径 rと時刻 tのみに依存する

１次元問題を取り扱う．また，流れの代表速さ u0と静止一様状態における音速 c0との比を

u0/c0 = εとおく．つぎに，各物理量を静止一様状態における値 (ρ0, p0, T0, s0)とそこから

の十分に小さい摂動量の和として，

u = u, ρ = ρ0 + ρ′, p = p0 + p′, T = T0 + T ′, s = s0 + s′ (A.1)

と表す．s′を除いた全ての摂動量の大きさは，それぞれの一様状態における値と比較して ε

のオーダーである．さらに，気体の粘性や熱伝導によるエネルギーの散逸の効果もO(ε) で

あると仮定する．

質量の保存則は，
∂ρ

∂t
+

∂(ρu)

∂r
+

m

r
ρu = 0 (A.2)

と書ける．ここで，mは音場の幾何形状を指定するパラメータで，平面波: m = 0，円筒波:

m = 1，球面波: m = 2である．

運動量とエネルギーに関する保存則はそれぞれ，

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
= −1

ρ

∂p

∂r
+

µ

ρ

∂

∂r

(
∂u

∂r
+

m

r
u

)
+

ζ + 1
3
µ

ρ

∂

∂r

(
∂u

∂r
+

m

r
u

)
(A.3)

ρT

(
∂s

∂t
+ u

∂s

∂r

)
= κ

(
∂2T

∂r2
+

m

r

∂T

∂r

)
+ ζ

(
∂u

∂r

)2

+
1

2
µ

(
4

3

∂u

∂r

)2

(A.4)

となる．ただし，µ, ζ, κはそれぞれ粘性係数，体積粘性率，温度伝導率であり前述したよう

に全て ε程度の大きさの量である．
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付 録A 散逸を考慮した速度ポテンシャルに関する非線形波動方程式の導出

いま，式 (A.4)に式 (A.1)を代入し，線形化を行なうと

ρ0T0
∂s′

∂t
= κ

(
∂2T ′

∂r2
+

m

r

∂T ′

∂r

)
(A.5)

となり，s′は εに関する２次の微小量であることがわかる．したがって，熱力学の関係式よ

り１次のオーダーで

T ′ =

(
∂T

∂ρ

)
s

ρ′ =

(
c2
0

ρ0cp

)
ρ′ (A.6)

が成り立つ．ここで，cpは定圧比熱である．式 (A.6)を式 (A.5)に代入し，線形の波動方程式

∂2ρ′

∂t2
= c2

0

(
∂2ρ′

∂r2
+

m

r

∂ρ′

∂r

)
(A.7)

および線形化された質量保存則より，

s′ =
κ

cpρ2
0T0

∂ρ′

∂t
= − κ

cpρ0T0

(
∂u

∂r
+

m

r

)
(A.8)

を得る．

次に，運動量保存に関する方程式 (A.3)に (A.1)の関係式を代入し，２次の微小量まで考

慮した近似式を求めることを考える．いま，圧力 p(ρ, s)を展開し，３次以上の項を無視す

ると，

p′ =

(
∂p

∂ρ

)
s,0

ρ′ +
1

2

(
∂2p

∂ρ2

)
s,0

ρ′2 +

(
∂p

∂s

)
ρ,0

s′ (A.9)

を得る．この式に対して等エントロピー変化の関係式 p/p0 = (ρ/ρ0)
γ および局所音速の定義

式 c2 = (∂p/∂ρ)s を用いると次のように書くことができる．

p′ = c2
0ρ

′ +
γ − 1

2

c2
0

ρ0
ρ′2 +

(
∂p

∂s

)
ρ,0

s′ (A.10)

さらに，理想気体の状態方程式

p = ρRT = (cp − cv)T (cvは定積比熱) (A.11)

および，熱力学の第１法則

Tds = cvdT − p

ρ2
dρ (A.12)
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付 録A 散逸を考慮した速度ポテンシャルに関する非線形波動方程式の導出

を用いると式 (A.10)の右辺第３項の係数は(
∂p

∂s

)
ρ,0

= (γ − 1)ρ0T0 (A.13)

と書ける．

式 (A.10)，(A.13)および (A.8)より運動方程式 (A.3)は

∂u

∂t
+ u

∂u

∂r
+

2

γ − 1

∂c2

∂r
= δ

∂

∂r

(
∂u

∂r
+

m

r
u

)
(A.14)

と表すことができる．ただし，δは音の散逸率といわれるもので，

δ = ν

{
4

3
+

ζ

µ
+

γ − 1

Pr

}
(A.15)

と定義される [41]．ここで，ν = µ/ρ0は動粘性係数，Pr = µcp/κはプラントル数である．

次に，

u = Φr (A.16)

によって定義される速度ポテンシャルΦを導入する．ここで，Φrは速度ポテンシャルΦの

rによる微分を表す．以下では，表式の簡単のため時刻 tに関する微分についても同様の表

記をする．式 (A.16)を (A.14)に代入し，rについて積分を実行すると

Φt +
1

2
Φ2

r +
1

γ − 1
c2 = δ

(
Φrr +

m

r
Φr

)
(A.17)

となる．ただし，rについて積分することによって現れる時間 tに関する任意関数はΦに含

めている．さらに，式 (A.17)を tに関して微分すると

Φtt +
1

2
(Φ2

r)t = −c2 ρt

ρ
+ δ
(
Φrr +

m

r
Φr

)
t

(A.18)

を得る．質量保存についての方程式 (A.2)も同様に速度ポテンシャルを用いて書き直すと

ρt

ρ
= −ρr

ρ
Φr − Φrr − m

r
Φr (A.19)

となる．これを式 (A.18)の右辺第１項に代入し，

c2ρr

ρ
=

(c2)r

γ − 1
= −Φrt − 1

2
(Φ2

r)t (A.20)
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という関係を考慮すれば

(c2 − Φ2
r)Φrr +

m

r
c2Φr = Φtt + (Φ2

r)t − δ
(
Φrr +

m

r
Φr

)
t

(A.21)

となる．式 (A.20)は理想気体に対する圧力方程式

c2 = c2
0 − (γ − 1)

[
Φt +

1

2
Φ2

r

]
(A.22)

を時間 tに関して微分することにより得られる．

式 (A.21),(A.22)より，速度ポテンシャルΦに関する単一の支配方程式が以下のように求

まる．

c2
0∆Φ − ∂2Φ

∂t2
=

∂

∂t

(
∂Φ

∂r

)2

+
1

2

∂Φ

∂r

∂

∂r

(
∂Φ

∂r

)2

+ (γ − 1)∆Φ

{
∂Φ

∂r
+

1

2

(
∂Φ

∂r

)2
}

− δ
∂

∂t
∆Φ (A.23)

ただし，

∆ =
∂2Φ

∂r2
+

m

r

∂Φ

∂r
(A.24)

である．
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付 録B 線形解に関する考察

定常解

線形の波動方程式
∂2Φ

∂r2
+

n

r

∂Φ

∂r
− ∂2Φ

∂t2
= 0 (B.1)

の解は変数分離によって容易に求めることができる．ただし，n = 1の場合は円筒波，n = 2

の場合は球面波のふるまいを記述する．また，本付録では扱わないが，n = 0の場合は平面

波を記述する方程式となる．ここでは，次のような境界条件を考える．

r = αrs において
∂Φ

∂r
= 0 (B.2)

r = rs において
∂Φ

∂r
= M sin t (B.3)

境界条件 (B.2)，(B.3)を満たす波動方程式 (B.1)の解は，円筒波，球面波それぞれについて

以下のような定在波解として求まる．

円筒波:

Φ(r, t) = −M sin t
J0(r)N1(αrs) − J1(αrs)N0(r)

J1(rs)N1(αrs) − J1(αrs)N1(rs)
(B.4)

球面波:

Φ(r, t) = M sin t
S(r)C ′(αrs) − S ′(αrs)C(r)

S ′(rs)C ′(αrs) − S ′(αrs)C ′(rs)
(B.5)

ここで，Jn, Nn (n = 0, 1)や S, Cといった関数は第 3章において定義されたものと同一で

ある．内部円柱あるいは内部球のない単純な円筒 (球殻)内に励起される定在波解は，α → 0

のとき，J1(αrs) → 0，N1(αrs) → −∞，S ′(αrs) → 0，C ′(αrs) → −∞であるという関係に
注意して式 (B.4)，(B.5)において α → 0の極限をとることによって求められる．
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付 録B 線形解に関する考察

円筒波:

Φ(r, t) = −M sin t
J0(r)

J1(rs)
(B.6)

球面波:

Φ(r, t) = M sin t
S(r)

S ′(rs)
(B.7)

線形解 (B.4)および (B.5)(あるいは (B.6)，(B.7))において右辺の分母がゼロに近づいてい

くとき，定在波の振幅は極めて大きくなる．さらに，

J1(rs)N1(αrs) − J1(αrs)N1(rs) = 0 (B.8)

S ′(rs)C
′(αrs) − S ′(αrs)C

′(rs) = 0 (B.9)

となるとき線形解 (B.4)，(B.5)は発散し，その意味を失う．外部円筒 (球殻)の平均半径 rs

が式 (B.8)，(B.9)の関係を満たすとき，そのときの rsを’線形解析により求められた共鳴半

径’(あるいは単に’共鳴半径’)とよび，r0と表す．第 3章の図 3.1に示された曲線群は，線形

解析によって求められた共鳴条件 (B.8)，(B.9)を満たす α と r0の集合をあらわしている．

� ��

� ��� �

図 B.1: 振動する二重円筒の概念図．

次に，外部円筒の半径は変化せずにその中心軸がある平衡点を中心にして正弦的に振動す

る場合について考える (図B.1参照)．このとき，二重円筒内部の気体のふるまいは次の空間
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付 録B 線形解に関する考察

２次元の波動方程式によって記述される．

∂2Φ

∂r2
+

1

r

∂Φ

∂r
+

1

r2

∂2Φ

∂θ2
− ∂2Φ

∂t2
= 0 (B.10)

また，境界条件は，
∂Φ

∂r

∣∣∣∣
r=αrs

= 0,
∂Φ

∂r

∣∣∣∣
r=rs

= M sin t cos θ (B.11)

と表される．さきほどと同様，変数分離法によって境界条件 (B.11)を満たす波動方程式 (B.10)

の解が

Φ = M sin t cos θ
J1(r)N

′
1(αrs) − J ′

1(αrs)N1(r)

J ′
1(rs)N ′

1(αrs) − J ′
1(αrs)N ′

1(rs)
(B.12)

と求まる．式 (B.12)の右辺の分母は第５章の偏心円筒問題に対する線形解におけるZ2(α, rs)

に他ならない．

非定常解

これまでは，定在波の振幅が時間的に変化しない定常振動状態における波動方程式の解に

ついて述べてきたが，定常振動を仮定しなければ，円筒 (球殻)の平均半径が共鳴半径 r0と

一致した場合であっても境界条件 (B.2)，(B.3) を満たす解を求めることができる．

いま，

Ω =
rbω

c0
= rs (B.13)

によって定義される無次元化された角振動数Ωを導入し，これによって以下のように各変数

を定義しなおす．

t = Ωt̃, r = Ωr̃, Φ = ΩΦ̃ (B.14)

定義しなおされた無次元変数 (B.14)によって表される座標系では，外部円筒 (球殻)の平均

半径は 1に，内部円柱 (球)の半径はαに規格化される．これに対し，(3.1)によって無次元化

された系では，音源の振動数を１に規格化し振動数の変化を円筒 (球殻)の半径に対応させる

ことによって，異なる振動数の定在波，共鳴波を表現していた．しかし，このような方法で

は，同一の半径をもつ二重円筒 (つまり，境界の位置が同じ円筒)内に複数の振動数をもった
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付 録B 線形解に関する考察

波が共存するような状況を記述することができず1式 (B.17)で示されるような解を考えるこ

とができない．このような理由から，本付録では，(B.14)のような無次元変数を定義した．

このとき，境界条件は次のようになる．

r = α において
∂Φ

∂r
= 0 (B.15)

r = 1 において
∂Φ

∂r
= M sin t (B.16)

また，式 (B.13)からわかるとおり，Ωと rsは本質的に同じもの2なので，共鳴条件を満たす

ときのΩをΩ0とすれば，Ω0 = r0となる．

ここで，波動方程式の解として次のような解を考える．

Φ̃(r̃, t̃) =
M

Ω0

E(Ω, Ω) sin Ωt − E(Ω0, Ω0) sin Ω0t

D(Ω)
(B.17)

ただし，D(Ω)とE(Ω1, Ω2)は，

円筒波について:

D(Ω) = J1(Ω)N1(αΩ) − J1(αΩ)N1(Ω) (B.18)

E(Ω1, Ω2) = −[J0(r̃Ω1)N1(αΩ2) − J1(αΩ2)N1(r̃Ω1)] (B.19)

球面波について:

D(Ω) = S ′(Ω)C ′(αΩ) − S ′(αΩ)C ′(Ω) (B.20)

E(Ω1, Ω2) = S(r̃Ω1)C
′(αΩ2) − S ′(αΩ2)C(r̃Ω1) (B.21)

と定義される．Φ̃が波動方程式 (B.1)と境界条件 (B.15)を満足することは，(B.17)–(B.21)を

直接これらの式に代入することで容易に確かめることができる．解 (B.17)は，D(Ω0) = 0で

あることに注意すれば，次のような形に書き改めることができる．

Φ̃(r̃, t̃) =
M

Ω0

[
E(Ω, Ω)

sin Ωt̃ − sin Ω0t̃

D(Ω) − D(Ω0)

+ sin Ω0t̃
E(Ω, Ω) − E(Ω0, Ω)

D(Ω) − D(Ω0)
+ sin Ω0t̃

E(Ω0, Ω) − E(Ω0, Ω0)

D(Ω) − D(Ω0)

]
(B.22)

1ただし，非線形効果によって生じる高調波などは除く．
2式 (B.13)において rb を固定して ω を変数と見た場合の表現が Ωであり，反対に rb を変数とみた場合が

rs となる．
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付 録B 線形解に関する考察

ここで右辺の各項は，Ω → Ω0のとき，分母・分子ともにゼロとなり，不定型となる．そこ

で，ロピタルの定理を用いて (B.22)の各項の分母と分子をそれぞれ Ωに関する導関数でお

きかえてΩ → Ω0の極限をとれば，

円筒波について:

Φ̃(r̃, t̃) = − M

Ω0Z(α, Ω0)

{
t̃ cos Ωt̃

[
J0(r̃Ω0)N1(αΩ0) − J1(αΩ0)N0(r̃Ω0)

]
− r̃ sin Ω0t̃

[
J1(r̃Ω0)N1(αΩ0) − J1(αΩ0)N1(r̃Ω0)

]
+ α sin Ω0t̃

[
J0(r̃Ω0)N

′
1(αΩ0) − J ′

1(αΩ0)N0(r̃Ω0)
]}
(B.23)

Z(α, Ω0) =J ′
1(Ω0)N1(αΩ0) − J1(αΩ0)N

′
1(Ω0)

+ α[J1(Ω0)N
′
1(αΩ0) − J ′

1(αΩ0)N1(Ω0)] (B.24)

球面波について:

Φ̃(r̃, t̃) =
M

Ω0Z(α, Ω0)

{
t̃ cos Ωt̃

[
S(r̃Ω0)C

′(αΩ0) − S ′(αΩ0)C(r̃Ω0)
]

+ r̃ sin Ω0t̃
[
S ′(r̃Ω0)C

′(αΩ0) − S ′(αΩ0)C
′(r̃Ω0)

]
+ α sin Ω0t̃

[
S(r̃Ω0)C

′′(αΩ0)S
′′(αΩ0)C(r̃Ω0)

]}
(B.25)

Z(α, Ω0) =S ′′(Ω0)C
′(αΩ0) − S ′(αΩ0)C

′′(Ω0)

+ α[S ′(Ω0)C
′′(αΩ0) − S ′′(αΩ0)C

′(Ω0)] (B.26)

となる．解 (B.23)，(B.25)は，r̃ = 1における境界条件 (B.16)を満足する．

解 (B.23)，(B.25)の右辺には時刻 t̃に比例する項が含まれている (右辺第１項目)．これは，

時間に比例して共鳴波の振幅が成長することを示しており，音源 (外部円筒および外部球殻)

が脈動を開始してからある程度の時間が経過すると，他の項に比較して振幅が時間 t̃に比例

する項の影響が卓越するものと考えられる3．このことは，第３章の弱非線形解析の結果や

第４章で行われる強非線形問題に対する数値解析の結果ともよく対応している．ただし，脈

動開始から十分な時間が経過するともはや振幅を無限小とみなすことはできず，線形近似は
3このような項は永年項と呼ばれる．
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付 録B 線形解に関する考察

有効でなくなる (波動方程式 (B.1)が使えなくなる)．具体的に，t̃ = O(M−2/3)となるような

時刻においては，線形解の共鳴解 (B.23)，(B.25)と非線形解のふるまいが大きく異なること

が第３章および第４章の結果からみてとれる．
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付 録C 弱非線形共鳴波における定常振
動解とその性質

ここでは，第 3章で導出された弱非線形共鳴波の振幅 aに関する複３次式 (3.86)の解を求

め，その性質を調べることを目的とする．また，セパラトリクス上の振幅に関する３次方程

式 (3.74)の解も全く同様の方法で求めることができる．なお，以下に現れる記号AやC ′な

どは本文中に現れる変数 (関数)とは無関係の係数であることを注意しておく．

C.1 Cardanoの解法による定常振動の振幅

定常振動解の振幅方程式

σ2a6 + 2σΓδa4 +

(
Γ2δ2 +

η2

4

)
a2 − β2 = 0 (C.1)

より，

f(x) = x3 + A′x2 + B′x + C ′ (C.2)

とおき，f(x) = 0の解を求めることを考える．ただし，

A′ =
2Γδ

σ
,

B′ =
1

σ2

(
Γ2δ2 +

η2

4

)
,

C ′ = −β2

σ2
,

x = a2

である．
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付 録C 弱非線形共鳴波における定常振動解とその性質

いま，x = X − 1
3
A′とおくと，

g(X) = f(X − 1

3
A′)

= X3 +

(
B′ − A′2

3

)
X +

2A′3

27
− A′B′

3
+ C ′ (C.3)

となる．ここで，A = B′ − A′2

3
，B =

2A′3

27
− A′B′

3
+ C ′，とおけば，

g(X) = X3 + AX + B (C.4)

となる．いま，X = u + vの形の解を考えると，式 (C.4)は，

g(u + v) = u3 + 3uv(u + v) + v3 + A(u + v) + B

= u3 + v3 + B + (3uv + A)(u + v) = 0 (C.5)

ここで， ⎧⎨
⎩

u3 + v3 = −B

uv = −A

3

(C.6)

を考えると式 (C.6)は確かに式 (C.5)を満足する．⎧⎨
⎩

u3 + v3 = −B

u3v3 = −A3

27

(C.7)

したがって式 (C.7)より，u3, v3は二次方程式

T 2 + BT − A3

27
= 0 (C.8)

の解である．

∴ u3 = −B

2
+
√

D(g)

v3 = −B

2
−
√

D(g)

ここで，D(g)は式 (C.8)の判別式であり，

D(g) =
B2

4
+

A3

27
(C.9)
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付 録C 弱非線形共鳴波における定常振動解とその性質

と定義される．

u3, v3の根の１つを

u1 = 3

√
−B

2
+
√

D

v1 = 3

√
−B

2
−

√
D

とおけば，

X1 = u1 + v1

X2 = ωu1 + ω2v1

X3 = ω2u1 + ωv1

が得られる．ただし，ω =
−1 ±√

3

2
である．

判別式D(g)が負のとき，3次方程式 (C.4)の 3つの解は全て実数解となる．一方，D(g)が

正の場合，実数解はX1のみとなる．

定常振動解の振幅方程式において δ ≤ 0のとき，判別式D(g)は常に正であり，定常解の

振幅はただひとつの実解をもつ．とくに δ = η = 0の場合，式 (C.1)は

x3 =
β2

σ2
(C.10)

となり，定常振動解の振幅

a =
√

x = 3

√
β

σ
(C.11)

がただちに求まる．

C.2 定常振幅の解の性質

ここでは，η = 0の場合の方程式 (C.2)の解 xのふるまいについて考察をすすめる．
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付 録C 弱非線形共鳴波における定常振動解とその性質

前節の結果より，a2 = x = X − A′

3
となる．ここで，

u1 = 3

√
−B

2
+
√

D (C.12)

v1 = 3

√
−B

2
−
√

D (C.13)

B = − 1

σ2

(
2Γ3δ3

27σ
+ β2

)
(C.14)

D =
β2

σ4

(
Γ3δ3

27σ
+

β2

4

)
(C.15)

A′ =
2Γδ

σ
(C.16)

である．また，図 3.2 より，σ > 0, β < 0, Γ < 0である．

C.2.1 D < 0の場合 (異なる３実解が存在)

u1, v1は複素数となる．また，式 (C.15)よりδはつねに正であるので式 (C.16)とσ > 0, Γ < 0

よりA′ < 0である．いま，
√

D =
√|D|iと置くと，

|u3
1| = |v3

1| =

√(
−B

2

)2

+ |D| =

√(
−B

2

)2

− D

(
−B

2

)2

− D =
1

4σ4

(
4Γ6δ6

272σ2
+

4Γ3δ3β2

27σ
+ β4

)
− β2

σ4

(
Γ3δ3

27σ
+

β2

4

)
=

(
Γδ

3σ

)6

∴ |u1| = |v1| =
∣∣∣Γδ

3σ

∣∣∣
よって，

|u1 + v1| ≤ |u1| + |v1| =

∣∣∣∣2Γδ

3σ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣A′

3

∣∣∣∣
より

x = X − A′

3
= u1 + v1 − A′

3
≥ 0 (C.17)

となる．また，X2 = ωu1 + ω2v1, X3 = ω2u1 + ωv1 についても同様の議論がなりたつ．
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付 録C 弱非線形共鳴波における定常振動解とその性質

C.2.2 D ≥ 0の場合 (ただひとつの実解が存在)

D > 0のときBはつねに負の値をとる．つまり，−B/2はつねに正となる．また，(
−B

2

)2

− D =

(
Γδ

3σ

)6

≥ 0 (C.18)

であるので，u1, v1はともに正の値をとる．ゆえに相加相乗平均の関係より，

u1 + v1 =
3
√

−B

2
+
√

D +
3
√

−B

2
−
√

D ≥ 2
6
√(

−B

2

)2

− D = 2
6
√(

Γδ

3σ

)6

∴ u1 + v1 ≥ 1

3

∣∣∣∣2Γδ

σ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣A′

3

∣∣∣∣ > 0 (C.19)

δ ≥ 0のとき

σ > 0, Γ < 0よりA′はつねに負となる．ゆえに，

u1 + v1 > −A′

3
> 0

であるから

x = X − A′

3
= u1 + v1 − A′

3
> −2

3
A′ > 0 (C.20)

δ < 0のとき

A′はつねに正であるので，式 (C.19)より，

u1 + v1 >
A′

3

∴ x = X − A′

3
= u1 + v1 − A′

3
> 0 (C.21)

式 (C.17),(C.20),(C.21)より，方程式 (C.2)は，判別式Dが正のときはひとつ，負のときに

は３つの異なる実数解をもち，その全てが正の値をとることが証明された．
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付 録D Chakravarthy–Osherの高次精
度TVD風上差分スキーム

ここでは，本論文の第４章と第５章で行われた非線形共鳴音波の数値シミュレーションで用

いられた数値計算スキームについての概要を述べる．まず，流体力学の基礎方程式系 (Euler

方程式系)に対する１次精度の風上差分スキームのひとつであるOsherのスキームの構成に

ついて述べる．つづいてOsherのスキームを高次精度化したChakravarthy–Osherのスキー

ムについての解説がなされる．最後に，OsherのスキームとChakravarthy–Osherのスキー

ムの計算精度と解像度についての検証を行う．

D.1 Osherのスキーム

Osherのスキームは，Euler方程式系に対して開発された近似 Riemann解法の一つであ

る [53, 65]．ここで，Riemann問題とは任意の双曲型微分方程式に対して区分的に一定とな

る初期値が与えられた初期値問題である．いま，あるセル境界において左右の計算セル内の

状態が異なっているとき，その状態量に応じて，衝撃波，膨張波，接触不連続面が伝播する．
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図 D.1: ３つの異なる特性速度によって伝播する波の模式図．
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付 録D Chakravarthy–Osherの高次精度TVD風上差分スキーム

これらの波の族は，Euler方程式の Jacobian行列の３つの固有値 (特性速度:u ± c, u)に対応

する特性曲線に沿って伝播する [64]．Riemann問題を解くとは，各セル境界において３つの

固有値それぞれに対してその符号に応じて風上側を定義し，各セル間における流束を求める

ことにほかならない．その厳密解を求めるための数値解法がGodunovスキーム [66]である

が，Godunovスキームでは衝撃波が含まれるような場合，未知関数を陽的な形に表すことが

できないために繰り返し計算が必要となり，計算負荷が大きい．そこで，Riemann問題の厳

密解を求めるのではなく，近似的にこれを解く方法が数多く考案されている [67, 68]．

前述したように，OsherのスキームはRiemann問題を近似的に解くスキームであるが，こ

れはGodunovのスキームにおける衝撃波を膨張波に置き換えることによって構成されてい

る．いま，ベクトル表記された空間１次元の Euler方程式系1を

∂q

∂t
+

∂f

∂x
= 0 (D.1)

q =

⎡
⎢⎣ ρ

ρu

Et

⎤
⎥⎦ , f =

⎡
⎢⎣ ρu

p + ρu2

(Et + p)u

⎤
⎥⎦ (D.2)

と表す．時間 tと空間 xのきざみ幅をそれぞれ∆t，∆xとして式 (D.1)を差分表示すれば，

qn+1
j − qn

j

∆t
+

h(qn
j+1, q

n
j ) − h(qn

j , qn
j−1)

∆x
= 0 (D.3)

となる．ここで，上付の添字nは時間ステップをあらわし，下付の添字 jは空間の格子点位置

をあらわしている．式 (D.3)中の h(qn
j+1, q

n
j )は数値流束とよばれるもので，Osherのスキー

ムでは

h(qj+1, qj) =
1

2
[f(qj+1) + f(qj)] − 1

2

[
3∑

i=1

df i+
j+1/2 −

3∑
i=1

df i−
j+1/2

]
(D.4)

と与えられる．この式の右辺第２項目に含まれる df i±
j+1/2は，格子点 j と j + 1の間のセル

境界における数値流束差分 (numerical flux difference)とよばれるもので，式 (D.1)における

流束 f の微分を単純な中心差分によって評価する際には現れない量である．上付添字の番号

i (i = 1, 2, 3)は３つの異なる特性速度で伝播する波の族を表しており，そのうしろの符号は

1ここでは，デカルト座標系における表式を用いる．本論文で扱われる円筒座標形では式 (D.1)の右辺に非
保存量が現れる．また，一般の座標系に対しては本文第４章で述べられている一般座標変換を用いることで，
計算空間における基礎方程式を式 (D.1)の形に表すことができる．
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それぞれの波に対する方向 (風上・風下)を示している．一般に，双曲型方程式の数値解法に

現れるこのような付加的な項は数値的な散逸の効果を担っており，計算を安定に実行するた

めに極めて重要な役割を果たしている [56]．Osherのスキームにおける数値流束差分 df は，

以下のように定義される．

df 1+
j+1/2 = max[sgn{(u − c)j}, 0][f(qj+1/6) − f(qj)]

+ max[sgn{(u − c)j+1/3}, 0][f(qj+1/3) − f(qj+1/6)] (D.5)

df 1−
j+1/2 = − min[sgn{(u − c)j}, 0][f(qj+1/6) − f(qj)]

− min[sgn{(u − c)j+1/3}, 0][f(qj+1/3) − f(qj+1/6)] (D.6)

df 2+
j+1/2 = max[sgn{uj+1/3}, 0][f(qj+2/3) − f(qj+1/3)] (D.7)

df 2−
j+1/2 = − min[sgn{uj+1/3}, 0][f(qj+2/3) − f(qj+1/3)] (D.8)

df 3+
j+1/2 = max[sgn{(u + c)j+2/3}, 0][f(qj+5/6) − f(qj+2/3)]

+ max[sgn{(u + c)j+1}, 0][f(qj+1) − f(qj+5/6)] (D.9)

df 3−
j+1/2 = − min[sgn{(u + c)j+2/3}, 0][f(qj+5/6) − f(qj+2/3)]

− max[sgn{(u + c)j+1}, 0][f(qj+1) − f(qj+5/6)] (D.10)

ここで，max(),min() はそれぞれ，それらの引数のなかで最大，最小の値を返す関数であり，

sgn()はその引数の符号が正のとき 1，負のとき-1となる関数である．また，qj+1/3, qj+1/6な

どによって表される変数は，qj, qj+1から近似Riemann解法によって求まる量であり，計算

セル内の位置とは無関係である．その具体的な表式は以下の関係式を用いて計算される [54]．

ρj+1/3 = ρj

[
(γ − 1)(uj − uj+1)/2 + cj + cj+1

cj{1 + (Sj+1/Sj)1/2γ}
]2/(γ−1)

(D.11)

ρj+2/3 = ρj+1

[
(γ − 1)(uj − uj+1)/2 + cj + cj+1

cj{1 + (Sj/Sj+1)1/2γ}
]2/(γ−1)

(D.12)

ただし，Sj =
pj

ργ
j

pj+1/3 = pj+2/3 =

(
ρj+1/3

ρj

)γ

pj (D.13)

uj+1/3 = uj+2/3 = uj +
2

γ − 1

(
cj −

√
γ

pj+1/3

ρj+1/3

)
(D.14)
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uj+1/6 =
γ − 1

γ + 1

[
uj +

2

γ − 1
cj

]
(D.15)

uj+5/6 =
γ − 1

γ + 1

[
uj+1 − 2

γ − 1
cj+1

]
(D.16)

ρj+1/6 = ρj

(
uj+1/6

cj

)2/(γ−1)

(D.17)

ρj+5/6 = ρj+1

(−uj+5/6

cj+1

)2/(γ−1)

(D.18)

pj+1/6 =

(
ρj+1/6

ρj

)γ

pj (D.19)

pj+5/6 =

(
ρj+5/6

ρj+1

)γ

pj+1 (D.20)

ただし，

Et j =
1

2
ρju

2
j +

pj

γ − 1
(D.21)

cj =

√
γ

pj

ρj
(D.22)

である．

D.2 Chakravarthy–Osherのスキーム

Osherのスキームは空間１次精度であるため，このスキームを用いて精度良く計算を実行

するためには空間のきざみ幅∆xおよび時間のきざみ幅∆tを極めて小さくとらなければな

らず，数値計算にかかるコストが大きくなってしまう．そこで，本研究ではOsherのスキー

ムを発展させた空間３次精度のChakravarthy–Osherのスキームを採用する．

Chakravarthy–Osherのスキームは，高次精度 TVDスキームと呼ばれるものの一種であ

る．ここで，TVD(total variation diminishing)スキームとは以下に示すような性質をもって

いる計算スキームの総称である．問題の簡単のため，ある未知関数 uについての１次元のス

カラー方程式を考える．いま，離散化された uについての全変動 (TV:total variation)を

TV (u) ≡
∑

j

|uj+1 − uj| (D.23)
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と定義する．このときTVD条件は以下のように表される．

TV (un+1) ≤ TV (un) (D.24)

この条件下では uに新たに極値ができることは許されず，解 uの単調性が保たれることにな

る [69]．もちろん，１次精度の風上差分法であるOsherのスキームはTVD条件を満足する．

続いて，Chakravarthy–Osherスキームの概要を以下に示す．Chakravarthy–Osherスキー

ムの数値流束 f̂j+1/2は，Osherのスキームによって求められた数値流束 h(qj+1, qj)とこれを

高次精度化するための補正項からなる．

f̂j+1/2 = h(qj+1, qj)
1 − φ

4

3∑
i=1

d̃f i−
j+3/2 −

1 + φ

4

3∑
i=1

˜̃
df i−

j+1/2

1 + φ

4

3∑
i=1

d̃f i+
j+1/2 −

1 − φ

4

3∑
i=1

˜̃df i+
j−1/2 (D.25)

ここで d̃f i+
j+1/2，d̃f i−

j+1/2等によって表される補正項は，j番目と j + 1番目のセルの間のセル

境界において３つの異なる特性曲線に沿って伝播する波をそれぞれ正の方向，負の方向から

通過する際の波の前後における流束の差を表す．なお，式中に現れるインデックス “i”は，ベ

クトル表記された方程式 (D.1)，(D.2)の各成分に対応している．式 (D.25)の右辺第２項以

降は制限された数値流束差分とよばれる．これらの値は以下の式によって計算される．

d̃f i−
j+3/2 = minmod[df i−

j+3/2, b df i−
j+1/2] (D.26)

˜̃
df i−

j+1/2 = minmod[df i−
j+1/2, b df i−

j+3/2] (D.27)

d̃f i+
j+1/2 = minmod[df i+

j+1/2, b df i−
j−1/2] (D.28)

˜̃
df i+

j−1/2 = minmod[df i+
j−1/2, b df i−

j+1/2] (D.29)

ただし，“minmod[ ]”は

minmod[x, y] = sgn(x) · max[0, min{|x|, y sgn(x)}] (D.30)

と定義される流束制限関数 (minmod limiter) [56]である．

また，式 (D.26)–(D.29)に現れるパラメータ bは圧縮 (compression) パラメータとよばれ，

その値がとり得る範囲は

1 < b ≤ 3 − φ

1 − φ
(D.31)
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によって定められる．bは数値粘性の効果の大きさを表しており，bが大きいほど数値的な散

逸による誤差が小さくなる．

なお，このスキームによる打ち切り誤差 TEは，

TE = −φ − 1
3

4
(∆x)2 ∂3f

∂x3
(D.32)

と表される [54]．したがって，式 (D.25)にあらわれるパラメータ φを 1/3としたときに打ち

切り誤差が最小 (∆xに関する２次の項がゼロ)となることがわかる．このとき bのとり得る

範囲は，

1 < b ≤ 4 (D.33)

となる．既に述べたように，パラメータ bの値が大きいほど数値粘性の影響を小さくするこ

とができるが，本研究において b = 4とすると基礎方程式系 (4.4)–(4.6)の右辺に含まれる非

保存の項の影響により計算が不安定になってしまうことがわかった．そのため，本研究では

数値計算を実行するにあたり，b = 1.01 ∼ 1.1程度の値を採用した．

D.3 Chakravarthy–Osherスキームによる衝撃波捕獲

ここでは，Chakravarthy–Osherのスキームによる衝撃波捕獲の精度を検証するために，空

間１次精度のOsherのスキームによる計算との比較を行う．計算はそれぞれのスキームに対

して空間分割数 n = 1000として実行した．

図D.2は，平行な無限平板間に励起された平面共鳴波が衝撃波へと発展した際の波形である．

図D.2(a)は音源のMach数Mが 1×10−2の場合における波形を示している．Chakravarthy–

Osherのスキームにより得られた波形 (実線)とOsherのスキームによる波形 (破線)はともに

良く一致しており，両者とも衝撃波面が一つの不連続面として捕えられていることがよくわ

かる．一方，図D.2(b)は音源のMach数がM = 1×10−4の場合の共鳴波の波形を示した図で

あるが，この場合にはChakravarthy–Osherのスキームによる結果は比較的鮮明に衝撃波面を

捕えることができているが，Osherのスキームによる波形は衝撃波が有限の厚さを持った領域

として表されてしまっている．これは，数値粘性による散逸効果が衝撃波を含む共鳴波の振
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図 D.2: Osherのスキーム (破線)と Chakravarthy–Osherのスキーム (実線)による衝撃波の
解像度の違い．(a): M = 1 × 10−2，(b): M = 1 × 10−4．

幅に対して無視できない大きさを持っていることを示す2．これに対し，Chakravarthy–Osher

のスキームでは流束制限関数が有効に働いているため衝撃波面をほぼ不連続な面として捕え

ている．なお，図から衝撃波面近傍を除いた領域では両者による結果はともによく一致して

いることがわかる．

以上のことから，音源の振幅が小さい場合における衝撃波の捕獲に対して，Chakravarthy–

Osherのスキームが有効であることが確かめられた．また，音源の振幅が大きく強い衝撃波

が形成される場合や逆に衝撃波が形成されないようなケースでは，格子点数が十分に確保で

きるならばOsherのスキームでも計算精度の低下は比較的小さいと考えられる．

2図 D.2の縦軸は音源のMach数M の平方根によって正規化されている [40]．したがって，図 D.2(b)の実
際の振幅は (a)のおよそ 1/10となる．
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