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Concave Programmingの Gradient

Method について (1)持

は
島と戸

ひろし

沼E

この小論では concaveprogrammingの algorithmとして計算機の使用

によってその偉力を発揮すると考えられる gradientmethod !C関する 2，3 

の基本的な問題をあっかう。 91では開題の概観をかねて gradientmethod 

のoutlineをのべ， 92では予備的考察として 2，3の命題と注患がのべられる 0

93では gradientmethodの微分方程式の解の存在定理があっかわれ， 94で

はその解の saddlepointへの収数があっかわれる。 95では定差方程式によ

る近似化の問題にふれる。 96はいわゆる historicalnoteである。

91 1次不等式であらわされた拘束条件のもとに 1次式の最大値また

は最小値をもとめるという形式をもっ linearprogrammingの解法として広

く用いられている逐次計算法は simplexmethodであるが，乙の計算法の存

在こそが linearprogrammingの実用的性格のほとんどを背おっているとい

っても過言でないのである。ところが，現実にわれわれが種々の状況において

直面する問題は， それを linearprogrammingの形式をふんで定式化するこ

とが開題の本質をそこなうほど drasticである場合がしばしばお ζ る。 それ

ゆえ，linear programming における linearという制約をゆるめ，さらに一

決 この小論をかくにいたった主な動機は Uzawa[15]の(i)解の脊在証明でおかれた仮

定， (ii)収数の証明に充分なっとくの行かないものを感じたからである。この機会に，

筆者のこの方面への興味を刺戟した小樽商大の古瀬大六教授，それに日頃C指導をい

ただき，この小論のなり立ちもそのと教示に負う所が大きい本L幌医大の山元周行教授

に深い感謝を捧げる。まfこ， Iこえず討論の機会をあたえられた北大大学院の穏騰良介

氏にお礼申しあげる。しかし，いうまでもなく，本稿のあやまりはすべて筆者に帰国

する。(追記)なお，本稿は gradientm巴thodに関するより大きい研究の l部であるの

続編「問題J(2)の内容は 1960年皮の計量経済学会(於名古屋大学)で報告した。近
刊予定。ま7こ， r問題J(3)， (4)に関しては後註 21)，23)をみよ。
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般化してZ号える必要が生じてくる。すぐあとで詳しく定義されるが，ある拘

束条件のもとに 1次回数とはかぎらない，あたえられた函数の最大値または

最小値をもとめる問題を， とりあえず non-linearprogrammingとよんでお

けば，不幸・なことには，この non-linearprogramming に対しては， simplex 

methodはもはや有効な計算法ではなくなる。そこで， non-linear program-

mingがlinearprogrammingと同様に実用的な性格をもつためには， 解の

存在の吟I沫などの non-linearprogrammingの位相的構造の研究とならんで，

その解法の研究が是非とも必要である。 linearprogrammingが最大問題と

最小問題をもつことに対応して non-linearprogramming においても最大

問題と最小問題のいずれをも考える ζ とができるが，一般性を失う ζ となく

考察を最大問題にかぎつでも差支えがない。以下においては，おは n次元ぺ

クター (x"…，おn)をあらわし，f(x)，酌(ぉl(j=l，…，m)は非負の n次元ペグタ

~X孟O~こ対して定義された実数値函数とする。また ， g(.ぉ)口(g，(x)，.・'，g"， (ぉl)，

である。ここで，プライムはペクタ{の転置をいみする。最大問題はつぎの

ように定式化される。

(A) 最大問題 max f(x)をあたえる mをもとめよ。
σく:め註O，xc;o

(A)をnon-linearprogrammingの最大問題とよぷ。

(A)だけでは f(x)，gj(x) (j=1，…，m)などの函数が何ら特定化されていない

から norトlinearprogrammingとしてはきわめて…般的であるが linearpro-

grammingとの類似をたどって研究をすすめていくには，との (A)をやや特

殊化して内包をます方向にすすむ乙とが必要である。 ζ こで，f(.ぉ)， gj(ぉ)

(j=l，...，m) ~ζ関して仮定をもうける。

(B) Concavityの仮定 f(ぉ)， gj(x) (j=1，…，m)は concαvefunction') 

1) f(x)の定義域に属する任意の x('¥x(のに対して

f(Oxω十(1-0)xく刈ミ~Of(x(l))+(1-0)f(x(刈， 0 ~玉 o ~玉 1

がなり立てば，f(x)は concavefunction といわれる。不等~・のみでなりたてば， f(x) 

は strictlyconcave functionといわれる。 -g(x)がconcavefunctionであれば，g(x) 

は convexfunctionといわれる。
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である。

(B)は最大問題に対応した仮定であって， 最小問題の場合には f(x)，gj (x) 

(j=1，…，m)はconvexfunctionである， と仮定されることになる。仮定 (B)

がおかれた non“linearprogrammingを concaveprogrammingとよぷ。 あ

きらかに， linear programming (の最大問題)は concaveprogrammingであ

るが， 逆はつねになり立つとはいえないから， (A)， (B)はlinearprogram-

mingよりも一般的である。とくに (B)のような仮定をおく理由は， (B)によ

っても linearprogrammingがもっている最大値(ないし最小値)の大域性と

いう性質がそこなわれることがないからである。このことは行論の展開過程

においてもあきらかになるであろう。われわれが本稿であっかうのは， (A)， 

(B)によって示される concaveprogrammingの解法， すなわち計算法であ

るが，ここで計算法というのは人力にたよるものよりも主として機械的・電

気的なそれを念頭においている九

さて，そこでのちに厳密に証明される concaveprogrammingのlfI??itミの

直観的背景の outlineをあらかじめのべておくことが便利である。 そのため

にひるがえって以下のような問題を考えてみよう。 h(x)はすべての n次元ペ

クター必 lζ対して定義された実数値の concavefunctionで x=xにおいて

(かく elementごとlこ)最大値をとるものとする。そのとき 5をいかにしても

とめる乙とができるであろうか。まず n次元ペクタ{の全体を R;，とすれ

ばこれは linearspaceをなす。 h(x)はR;，上で定義されている乙とになるが，

この乙とは見方をかえれば R~ のかく点に scalar が attach されているとい

うことにほかならない。 すなわち， h (x)によって R二に scalarの場ができ

ているとみるととができるであろう。ここで，つぎの ζ とを仮定する。

(C/) 微分可能性 h(ぉ)は微分可能である。
δh(x) 

この仮定(C')によって偏微係数一一一一 (i=l，…，n)が存在する。 いま， ペク
δ'Xi 

2)後述の historicalnoteをみよ。
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ターを並並=(坐1翌L...坐 hl)'はって定義し， ζのようなベクター
θX ¥θX， δ'x" J 

が R~ のかく点に attach されていると考えれば R~ iζペクタ{のj;!f;ができ
δh(.ぉ)

ているとみることができる。力学における用語法をかりで一百五ーをおにお

ける scalarの場の gradientとよぶ。ぉ=xにおける gradientは，h(x)の最

大値の必要条件より，n次元のゼロベクターであるから，h (;ぉ)が concave

functionという条件のもとでは， h (x)が最大値をとる必要かっ十分条件は

お=xにおける gradientがゼロペクタ{であることである。 gradientがゼロ

ベクターである点を criticalpointとよぷ。 ζの同等性lこ斎目するならば，

hCぉ)に最大値をあたえる£のもとめ方としてつぎのような計算法を考える

ことができるであろう。すなわち，x=叫において gradientの第i成分がゼ
伊ー 、 ;C ah (x) 

ロでなければx=x。は h(x)に最大値をあたえたいのでぬぷ一立ーがゼロlζ--. . 

なる方向に，いいかえればhCぉ)が最大になる方向に動かせばよい。

ah (ぉ:) ，:_ r 
つ r一口 lim ~ h(ら…，Xi-l，Xi，ぬ+1，'・.，x"，)-h(九…，xn)}/(;れぬ)ロ"'. くXt-Xρ 一歩O~ J 

ah(x) 
であるから，，JXi=Xi-Xiを十分小さくとっておくなら a元7ミOである

のに応じて ，dx，ミOとすれば h(x)は増加することがわかるロこの考え方を
もっと述続的に適用してつぎのような連立微分方程式をたてる。

dXi一 δh(ぉ)
dt δおる

(i = 1，…，n). 

このような迷立微分方程式体系によって criticalpoint iC:::逐次接近する方法

を gradientmethodという。

さて， (A)， (B) iC::: gradient methodを適用することを考えよう。 まず，

(C')に対応して

(C) 微分可能性 f(x)， (Jj (x) (j口1，…，m)は微分可能である。

という仮定をおく ζ とが必要である。 (A)，(B)， (C)は拘束条件っき最大問題で

あるから， ここでの第1の問題として， (1) (A)， (B)， (C)をそれと同等な拘

束条件なしの criticalpointをもとめる問題に帰着させる ζ とがなされなけ
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Concave Programmingの GradientMethodについて戸島

れば gradientmethodの適用ははじめから不可能である。しかし，この問題

は後述の historicalnote 1とみられるようにすでに一応の解決をみているヘ

(A)， (B)， (C) (ζgradient methodを適用するにさいしてとの点については問

題がないのである。つぎに第2の問題として， (2) gradient method によっ

て果して (A)，(B)， (C)をとくととができるか， いなか， すなわち gradient

methodの微分方程式の鮮が criticalpoint (c向って convergeするか， いな

かが数学的に厳密に証明されなければならない。 gradientmethodの微分方

程式は直観的考察によってえられたものであるから， それが一般的に con-

vergeするものか，どうかは証明を要することがらである。第3の問題は，

(3) (A)におけるお孟Oという拘束条件(ないし定義域)がもたらす困難に関

するもので，具体的には解の存在問題で、ある。つぎに， (4) gradient method 

が実用的な algorithmであるための具体的方法がとわれなければならない。

これは微分方程式をときうる計算機の設計・製作という工学上の問題と微分

方程式の定差方程式による近似化という数値計算上の問題をともにふくんで

いる。これは実際的場面における計算担当者の立場からは非常に重要な問題

であり， これが最終的に解決されたときに concaveprogramming は linear

programmingがもっているのと同じ程度の実用性を有することになるであ

ろう G 最後に， (5) gradient methodと経済1望論，ことに経済均衡の勤学的

安定理論との関述はどうかという問題があるが(これは計算の問題よりも経

済的解釈の問題に属する)，興味ある結果がえられると予想されるの。本稿で

は(2)，(3)， (4)の3つの問題をとりあっかうo

92 ψ(ぉ，U)は非負のn次元ベクタ ~X 口 (Xj>… ， xnl'孟O および非負のm次

元ベクタ~ U=(Uj，…，Um)'孟01ζ対して定義せられた実数値W5i数とする。 す

でにふれたように， このようなペクタ~ (x，U)の全体は n+m次元の linear

3) Kuhn-Tuckerの定理がそれである。 Kuhn-Tucker[9]をみよ。

4)その l，2の業績については， 後述の historicalnoteをみよ。 なお，本稿m硲後に
Arrow-Hurwicz [20]を読むことがで主?こ。 (5)の問題の文献に追加されるべきもの
である。
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spaceの非負象限をなすが，ここで，のちの便宜を考えて，この linearspace 

の非負象限lこEuc1ideandistanceが定義されているものとしよう。 rp(x， u)は

非負の saddlepoint (i， u)孟0をもっと仮定する。すなわち

ψ(x， u)三三rp(矛，u)豆ψ(i，u) for all x孟O，u孟O

となる(正，u)孟Oが存在するものとする。さらに， rp (ぉ，u)は(あたえられた M

について)x Iこ関して strictlyconcave， (あたえられた Z について)uに関し

て convexであり， かつ ψ(x，u)は迎続210:1微分可能であると仮定する。 乙

のとき， すべてのお孟0，u孟Oに対してつぎの不等式が成立することは

concave-convex functionの定義と槌限算法によって容易に証明される 5)

(1) rp (x， u)ー rp(i， u)く弘・(x…ii:) ぉキx)，

(2) rp (x， u)ー ψ(x，u)ミ;:q;~・ (u-ü)

7こだし， ここで

九/抑(x，u) arpはu)γ (arp (x， u) δ山~ì'
=¥ ax， θお?z/'Y24-L3可一，… a瓦~，) 

であり，弘，弘は凡，凡の (i，u)における評価を示す。ここでつぎの予備定

J1J[は基本的に重要である。

予備定理1(Kuhn -Tuckerの予備定浬)り。ψ(x，ulがxに関してconcave，

U に関して convexで微分可能ならば， (必，u)がψ(x，u)の非負の saddlepoint 

である必要かつ十分条件は

ii"，三三0，民x=o，記孟0，
札ミミ0，q;'uu = 0， uミミO

がなり立つことである。

5) f(x)がconcavefunctionならば，O<O~玉 1 ， xくりキX(2)に対して

f(がめ十O(xくり-xくの))_f(X(2))
くI)-X(2)):2::f(xくり X(2) 

。(XW二五あ「一一一一
(X(l)-X(2)) ;;;;'f( トf(X(2))

がなり立つから，f(x)が微分可能なら，。→Oとすればよい。

6) K山n-Tucker[9]をみよ。
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Concave Programmingの GradientMethod について戸島

われわれの問題は CP(x， u)の非負の saddlepointを gradientinethod に

よってもとめることであるが，そのための微分方程式7)のひとつとして以下

のようなものを考えることができる。

ふ=o匁 CP引(3) ‘ Xt' Xt 
fj = -Ou"CPu ωj' '''j 

ζ こで

(i = 1，・・'，n)，

(j = 1，…，m) 

3 J O if mdzO andへく0，
一
句-II otherwise， 

δ_  f 0 if Uj = 0 and仇 j>0， 
"j -ll otherwise 

また，九ρ 九j はそれぞれ凡の第 t成分，凡の?Tf;j成分であり， ドットは

t 1こ関して微分する ζ とを示す。

ζの微分方程式の解についてあらかじめつぎの点を注怠しておく乙とが

適切である。この微分方程式lζ解剖t)，u(t)(ベクタ~)が存在するならば，た

とえば，O"'iCPXi (ぉ(t)，u(t))はtの連続函数ではないから，ぬ(t，)口 Oかつめ(t)>O

for t。豆tく人となる to，tι1が有存-在して 8九辺
除する乙とはでで、きなしい、o したがって，t=t，において微分方程式の解の t1ζ関

する右側徴係数と左側微係数が一致しない可能性がでてくる。いいかえれば，

解は孤立点で微分不可能でありうる。そこで，このような解の微分不可能点、

における tの微係数は実は右側徴係数をあらわすものと考えなければならな

い。この ζ とはつぎの例であきらかである。

必=oxφ(x)， 

x (0)> 0， 

3-J O ifm=O and V(♂)= 0， 

x - II otherwise， 

7)種々の裂の微分方程式については古瀬 [19]，Kose [8]をみよ。本稿の続編「問題」

(2)では古瀬が suggestした他の微分方程式の解の saddlepointへの収数が証明され

る。そこでは， (3)はもうすこし一般的な形で考えられている。
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co(oぉ)= -x2/2-Lx+Q 0くLくL

CO'(x) =一(x+L)，

グ'(ぉ)詰ー1くO.

容易にみられるように co(X)8)はconcavefunctionである。 乙の微分方程式

の解は

ぉ(t)日 exp(-t十c)-L

x (t) = 0 

O三玉t三三t，

tく t

である。ただし，tニ Eで exp(-t+c)-L=Oとなるものとする。 t=tで角革が

微分不可能であることは誼ちにわかる。一方，微分不可能点をふくまない解

も，もちろん，存在しうる。つぎの例はそれを示す。

ゑ=九co'(x)，

x (0) = a3 a > 0， 
R-f O if m Z O andグ(x)く0，
町-1. 1 otherwise， 

co (x) = -9/5 X5/3+K  K>  0， 

CO'(x) = -3 X2/3， 

CO'I(，∞)ニー2X-1/3くo (xキ0).

ψ伊)は定義域が z孟Oでconcavefunctionである。この微分方程式の解は

ぉ(t)口一(t-a)" 0亘t三五a，

x (t) = 0 aくt

であたえられる。この解は微分不可能な点をふくまない。

なお，以上の例からも知られるように，九という函数は一見したところ，

あたかも，解ーが負になるのを防止する装置のようにみえるが，実はその真の

働きは非負象限で， すべての t孟01<::対して解の存在を確保するところにあ

る。したがって， co (，ぉ)の定義域に非負という制限が課されていなければ，む

のいかんにかかわらず，解は負になりうる九

8)定義域は Z 迄Oである。
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さて， 微分方程式 (3)のJ"，-，J;;'任志の初期条件lζ対して (:1;-¥ui')孟O(こ収

欽するならば (x*，u鴇)は saddlepointである。 実際，(x¥ Uif)においては

ゐ=Uj=Oであるから

Ox/P;t = ーδUjrp~j= 0 (iニ=1，…，n; j=l，…，m). 

とれから，rp~t =0 または rp~i く o (x:=Oのとき)， ψ:rj=Oまたはペj>O(U"] = 0 
のとき)がいえる@ ここで， 凡t'rpUj !こ附された*は(ぉ器，u恭)における評価

を示すものとする。これがなり立つということは(x*，uiつがsaddlepointであ

るということと同等である(予備定理1による)0rp (x， u)はX!C関して strictly

concave functionであるという乙こでの仮定のもとでは£は一意である。こ

ζlζ (iii， u)は非負の saddlepointとする。実際，(1)，(2)から(&，u)が他の saddle

pointであれば

ψ(&， u)くψ(a，u)三玉ψ(ε，u)くψ(x，u)豆ψ(fe，u)

となって矛盾がおきるゆえ， x=xでなければならない。

ここで，簡単化のため記号をつぎのように変換する。

Y = (Yl"" YrY = (x"…，Xn，Ua…，um)' (r=n+m)， 

rpsニ凡t'O. =九 (s= i = 1，…， n)， 

的=一久'" o8 = o'" (s = j -トn;j =1，…，m)， 
(3') . 
iJs = o8ψ8， 

δ__ f 0 if Y8 = 0 and 仇く0，
s -II otherwise. 

~3 

予備定理2 れ(y)(8=1，…， r)は連続微分可能であると仮定する。そのと

き，微分方程式

9)ζの点に関して，例えば，古瀬 [19，p. 4]のかき方は heuristicな叙述とじても，多

分に misleadingである。ふのこのような作用は別の万商からも確認できる。「同思」

(2)をみよ。

- 35-



経済学研究 18 

{ψ8 (y) 

(4) あ={ max [0， IP8 (y)] 

¥ 0 

sE80， 

sETO， 

sERO 

はtの小さな区間で，任意の初期条件 yO= (lJ~ ， "'， y~)'> 0に対して連続な解

をもち，それはひとつ，しかも，ただひとつである。ただし， 80， TO， ROは

yO = (Y~"" ， y~) の su節x の集合 I= {1，…， r}の互いに素でかつ和集合がZで

あるつぎのような部分集合である。

80 = { s I y~ > 0 or y~ = 0 and 仇引仰ω(切νUダ凶0つ川)

倍伺) TO = {s叫Iy叫~= Oandω帆ψ仇8糾 =斗o}，

RO = { 8 1 y~ = 0 and 仇引ω(ω例U

乙こで，つぎのことにとくに注怠しなければならない。九(y)(s=l，…，r) 

はy;ミ01ζ対してのみ定義されているから， うえの予備定理で存在がいわれ
る(4)の解は当然に非負でなければ志味がない。 以下の証明では乙の解の非

負性に特別な注志がはらわれる。

また

証明 まず，(4)に対応してつぎのような微分方程式問をあらたに考える。

{伊8(iyi) Sεst 

Y8口{max [0，九(Iy1)] sεTO， 
lO sERo， 

5~ = {sl仰り0，SE50}， 
5g = 50-5L 

mZ2min u; 
SES~ 

と定義する。さらに

10) ここに， lyl=(1ν，j，…， IYr IJである。
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Dニ{y，yニ (Yl>"'， Yr)， I Y，-Y: I 豆 e，...， IYr-Y~1手目 >O}，

'Ps(IY!l>O sES:andyED， 

九(lyl)>-~ rn sESg and 似
ただし

引

o
m
H
 

X
 D
 

a
E
 

m
v
 

x
 
a
s
 

m
 

〉一M
 

となるように E をえらぶものとする。適当な β!J.Iこ対して十分小さな E はそ

のような εである。 容易にしられるように D は非~0:で convex， compact 

な集合である。いま，伝己主なる t附して

叫)ニバ;vsMP)|)dρ sES
O， 

ゐ(トバ:maxIMllg(ρ)1)]ゆ SET
O
， 

Zs (t)ニ=ys (t)ニ o sERo 

によって，その値の n佑!の総が DIこ濡する tの述続問数YS(1)口)(sニコL…，r)

とZs(t) (s=l，…， r)を対応させる変換 Tを定義して，これを

z= Ty 

とかくことにするc こ乙l乙

Z = (Z1'…， z，.y， Zs = Zs (t) (s = 1，…， r) 

である。 ziま&;'2)Iこ属する。実際

I Zs (t)-y~ 1 <~: 1 'Ps (1州 /)1ゆ豆M.長口ε sESO， 

|同為刈ω州8パ's(t的tの川)
|片Zs(伊的tの)一U“~I ニ口コO く ε SεRO 

sεTO， 

11)すなわち，かかる函数の n個の組は，区間 Q;::;;t ~玉三ーを定義域とし，値域が D に
1VI 

ふくまれる連続ベクター値函数である。そのようなものの全体は Banach空間の部分

集合gをなす。なお，Ys(Q)=必 (5=1，…，1")とする。 3 は非空で convex，closed， 

compactな集合である。
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である。変換 Tはあきらかに連続であるから Tはgのそれ自身への写

像である。よって，不動点の存在定理13)が適用できるから

y=Ty 

なる Uの存在がいえる。すなわち

M 

(*判) め似M州(1何tわト)=y寸: m ω ，グ刈ψ引(似ρが州州州)川川川1)川)]d，ρ SETO， 
め (t)= 0 sεRO 

となる。さて，y8 (t)孟o sεSOu TOがなり立つ。実際

あ(トバ:九州が1)ゆ>0 SES~ ， 

ys (t) = パ;仇 (i y(ρ) 1)ゆ〉什:(-~m) ゅ

zu;一子mな o sESL 
め (t)=y~+~:m抗 [0， 'i?s(ly(ρ，) llJゆ孟o sETo 

である。そこで

y=ys(t) (s=l，...，r) 0亘区古

は微分方程式(杭満足するから14L 乙れはあきらかに(4)の区間[0，~}こ
おける解である。ところで，仮定によって

δψ8 (y) 
一τ了一(s，ρ=1，…，r)
V8P 

は連続であるから.乙れは D で有界である。 よって，その絶対値はある N

12) 前註 11)をみよ。

13) “ノルム空間において g は convex な集合，~は g にふくまれる compactな隠主義

合， T はタを号の中に写す連続な写像とする。そのとき f=Tfであるようなfε~

が存在する。"

14) (利で ly(p)1=ν(p)となるから， (求)を t1こ関して微分すれば， (4)がえられる。
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をこえない。ここで平均値定理を使えば

; 1 eJCfJ8 (θp) 1..(日!....-7¥T'; 1 CfJs (yく1))一九(がめ)1 亘L: I 一一一一一一(y~) -Y~))I豆NL:I y~) -y~) 1 
p"";;'d δyp ~~ 'I~ ;:1 

7こだし

。p= (y!2) ，…， u;fLl， θy~)+(l- θ) yC;)， Y~~I"" ， y~2)) ， 0三玉θ三三1

となり，九(y)(s=l，…， r)は Lipschitz条件を満足する。ゆえに，微分方程式

(4)の解は一意である 1九また， jl符ーは tおよび初期条件に関して連続である ζ

とも容易に証明することができる(証了)。

定理 A ψ(x， u)は n次元ベクタ-xミ0および m次元ベクターu孟0

について定義された連続2回微分可能な実数値函数で，xに関して concave，

U に関して convexであり，さらに，すべての x，u孟0に対して saddlepoint 

(云，u)孟0をもつものとする。 また， ψ(x， u)は微分方程式 (4)の解がつぎの

条件を満足するような回数と仮定する。

(ey6) t。孟0，tν>0かつlimt'=tOとなるようなある数列 {tν}に対して，
ν一歩。。

民 [y(tν)]= 0 ).J = 1，2，… 

となるならば，ある t>Oが存在して

15) Lipschitz条件は微分方程式の解が初期条件について一意であるためのひとつの十分

条件である。鮮が初期条件について一意となる条件は，また，解が初期条件について

連続であることも保証する。

16) この条件は Uzawa[15]の条件 (X)に対応するものである。 なお， 本稿脱稿後に

Morishima [21]のここにおける定玉虫と同様な定理の証明を知りえた。 Morishimaが

おいている，函数は無限回微分可能であるという仮定はきわめてきっしそのいみで

いささか不当のようにおもわれる。(追記)本L医大の山元教授は (X)に対してっさのよ

うな条件を suggestされた。 (X')ry";↓Oとなる数列 {yn}に対して内(yn)豆Oとな

れば，あるふ>0が脊在して仇(y)壬ofor 0<めく仇となる。」乙れは直接仇に対
する条件という点で logicalに(X)，(C)よりすぐれているといえる。なお，同教授の

Gradient M巴thodの基礎定理に関する包括的かつ厳密な証明が，近刊予定の英文の論

文でなされているときく。本稿での定理Aの証明は基本的には Uzawa[15]式の論

法に従っているが (Morishimaもそうである)，別証をあたえることも可能である。「問

題J(2)をみよ。

39 



経済学研究 18 

'P. [y (t)]ょ ofor t。くtくt

となる。ここで，y (t)は(4)の解(ベクター)である。

このとき， 任意の初期条件yO= (y:，... y~.)孟0 に対して， (3')はめ)をみ

たす連続かっ一意な解 Ys[t，ぜ](sニ 1，…， r)を t孟0でもつ。

証明 微分方程式 (3')の任忠の初期条件yOニコ(y:，...， y~)孟 O に対して， (5) 

と同様な su伍xの集合を定義し， その築合lこもとづいて微分方程式(4)を考

える。予備定盟の仮定は定理でも仮定としておかれているから， (4)の解は t

のある小さな区間において存在し，それは述続かつ一志である。ところで，

(i)託50なる suffixをもっ (4)のj拝はある区間 [0，α)，a>O においてあ(t)>0 

となる。これは予備定理の証明からもあきらかである。 (ii)SERoなる Sにつ

いては，九(y(-r))く0，-rE [0， c)， C >0なる区間 [0，c)が存在する。実際，ips (y (t)) 

は tの述続UEi数であり，かっ，九(yO)くOであるから，そのような芭開 [0，c) 

はたしかに存在する。 (iii)正TOなる 5については予備定理の証明から， 解

ys (t)はめ(t)孟Oである。また，微分方程式の形より，ys(t)孟Oとなる。ここ

で，つぎのことがいえる。 ある区間 (0，b)， b> 0が存在して， ys (τ)= 0 or 

ips (y (τ)) > 0， -rE (0， b) and sεTOとなる。 この命題の証明としてはあ(t)が任

意の区間でゼロでなければ，九(y(t)) > 0がつねになり立つ区聞があることを

示せばよい。 ところが， ys (t)孟0，iI. (t)孟Oだけからこのことをいうことは

できない。なぜなら，t" > 0かっ limt"=Oとなるある数列{叫に対して，

ys (t") = 0となれば，b>Oであるいかなる区間 (0，b)をとっても，その区間内

でふ(t，)= 0となる Pが存在するから，伊s(y (t))はその区間でつねに正とは

ならない。 ところで， (e)はそのような可能性を排除する。 すなわち，仮に

うえのようなことがお乙つでも (e)により九(y(t))= 0がある区間Oくtくc

でなり立つから，ふ(-r)= 0，τε(0， t)， t > 0となり，ys (-r) = 0，託 [0，t)が結

果し仮定に矛盾する。よって，ある区間 (0，b)， b>  0があってふ(t)>.0すな

わち ips(y (t)) > 0， tE ¥0， b) >となる。いま

(0， t') = (0，α)n(o， b)η(0， c) 
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とすれば，あきらに t'>Oである。以上をまとめれば， -rE (0， t')なる τに対

して

Ys (て)>0 sεso， 

ぁ(τ)=0 またはつねに的(y(，))> 0 sεTo， 
<PS (y (τ))くo sERo 

がなり立つ。 そこで， 微分方程式(4)の区間 [0，t')における解は微分方程式

(3ノ)の解でもある。逆に， (e)をみたす(3')の解が存在するならば，それは区

間 [0，t')で(4)のNTにもなることが容易に示されうる。よって， (e)をみたす

(3')のj弾と (4)の鮮は一致する。 したがって，予備定理2により， (3') 1鮮は一

志かっ連続である。つぎに，y' = (y， (t')，…，y，. (t'))'は非負であるから，げ に

ついて， 50， TO， ROと同様に 5"T" R'を定義して以上と同じように55-えれ

ば t'くt"なるある fが存在して，[t'， t'+t2)なる区聞においてダを初期条

件とする (3')の解がただひとつ存在する。そこで， [0， t'+t2)なる区閣の (3')

の解をつぎのように定義する。

ゐ ( ys [t， yO] 
ys [t， yO] = ) 

1. ys[t-t"y'] 

tε [0， t')， 

tE [t" t' + t2)， 
(s = 1，…， r). 

このように定義された (3')のj昨は [0，t'+めであきらかに一志かつ述続であ

る。このj呼の接続は無限に可能である。もし不可能なら，あるドく∞があっ

て，解の存在する区間の右端は t，ゐをこえることができない1九一方， 1:壬立の

初期条件に対して (3')のj鮮が tの小さな区間で存在する ζ とはすでに証明さ

れているので，Ys [1'+， yO] (s口 1，…，r) を初期条件とする解が [t 勺 t i千十 t*~.f)，

17) その厳密な証明については，Uzawa [15， p. 130]をみよ。 fこだし，そこでか， .ν=1ふ…}

の有界性はお口 IlfJi(z) I (i=l，…， l)という majorant巴quatlOnからはでない。それは
定理 Bの証明における V(t十At)-V(対話Oからいえる。 ただし， 容易にわかるよ

うに，乙れは，解が.'tの小さな区間であっても， とにかく存在すればなり立つこと

であるから，定理 Aの証明は定理 Bの証明を前提するわけではないことに注志す

る。解の t=∞までの接続のためには，Y [t*， yO]が有限であることが，決定的に霊
要である。 詳細は「問題J(2)をみよ。
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t州 >t;でなる区間で存在することがいえる。 ζれは Pがj鮮の存在する区間

の右端(の上限)ということに矛盾する。ゆえに， (3')の解はすべての t孟Oに

対して存在する(託了)。

S4 微分方程式のj詳が安定であるということの定義を一般的にあたえる。

ft(x)は X= (X1，"， X，.)' Iこ対して定義された述続な実数値函数であり，ある£

があって，!t(丘)= 0 (i = 1，…， n)とする。微分方程式

(6) ゐ=!t(x) (i = 1，…， n) 

は任意の初期条件 XO= (x~"" ， x~~) {乙対して，t孟Oで連続かっ一意な解x[t， XO] 

= (X1 [t， XO]，"， Xn [/， XO])'をもっと仮定する。 なお， Ilxllはベクターおの長さ

をあらわすものとする。

定義 微分方程式 (6)の解はお=(1:において

(i)匂任意の ε>0があたえられれば， δ(e)が存在して Ilxー叫くδ(ε)な

らt孟01こ対して 11x [t， XO]一刻|くεとなるとき，安定であるといわれ，

(ii) 任意のがに対して t→∞なるとき 11x [t， XO]-x 11→Oとなれば準漸近

的安定といわれ18L

(iii) うえの (i)，(ii)がともになり立てば漸近的安定といわれる。

まず，つぎの予備定還を証明する。

予備定理3 微分方程式 (6)は任意の初期条件 XOに対して t孟0で連続

かつ一意な解 x[t， X
O
]をもっと仮定する。そのとき，x[t，x官 x[t， x (0)]がそ

れぞれ x九x(O)を初期条件とする解であれば

x [t+t'， x (0)] ニエ x[t， x，] 

となる。ただし，ど =x[t'，ぉ(0)]である。

証明 x [t， x (0)]が微分方程式 (6)の解であることと

Jιx. [t， x (0)] = J. (ぉ[t，x (0)]) (i = 1，…，n) 
dt 

18)本稿では， 収数という言葉がこのいみで使用されている。 より， 厳密にのべるには

ε-o論法を用いなければならない。
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がなり立つこととは同等である。 それゆえ，x [i， x(O)]が (6，)の解であれば

おく円t)=x  [t+t"，x(O)]も(6)の解である。実際

13mr〉=£ぉg[M(OUJA(ZM 叫ムァ的[t+ t"， x (0)]) 
= fi (X(1) (t)) (i = 1，…，n) 

がなり立つ。また， (6)の解おく1)(t)の初期条件はが1)(0)ニお(t"， x(O)) = x"であ

る。そこで， (6)の解の一意性lとより

ぉ[t，X"] =おく1)(t) =x  [t+i"，エ(0)]

がなり立つ(証了)。

定理 B ψ(x， u)はn次元ベクタ-x孟0に関して strictlyconcaveで

かつ連続2回微分可能であり，m次元ベクタ-u孟0に関して convexでか

つ連続2回微分可能とする。また， ψ(x，u)はsaddlepoint (云，u)>Oをすべ

ての x，u与Oに対しでもつものとする。そのとき，定理Aで存在を保証され

た微分方程式(3/)の解 y[t， yO]己 (x[t， (XO， UO)]， u [t， (XO，が)])は jj= (x， u)孟0

において安定である。 さらにお[t，(XO， UO)]はx=x孟0において漸近的安定

である。

証明 まず，任意の初期条件 yO= (y~，...， y~) Iこ対する (3/)の解 y[t， 210] 

とsaddlepoint y について

V(t， yO) =をIly仏介y112 

とおし以下，とくに初期条件を明示する必要がないかぎり， V(t，yO)など

を V(t)などと記す。最初に十分小さい任意の Lit>OIζ対して

V(t+Lit)-V(t)くoif x (t)キ5

となることを示そう問。さて

19) V(めはか>0!ε {sl1fs(t) = 0 for some t ~ O}ならすべてのtミOに対して微分可能
でないことがありうる。五(功，Xなどの記号はすσあとで定義される。
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V(t+吋叫叫At利tめ)ト一J引V引(トt

= ~ {(y(t+A川 (t)-2州日t)-y(t)l} 

であるから V(t+At)-V(t)を .dt>0で除して右側から極限をとれば

V(t+.dt)-V(t) (7) lim • ¥" ， -;; 一一 =(y (t)-y;卸 (y(t)) 
Jt→0十ム，.

ただし

= (x (t)一正)〆九九一(u(tl-u)九ψu

ベゐ 01 九日爪OJ3uz仇 O明
O δuJ， - L 0 δx~J ， - L 0 δU，剛 i

である。ここで (7)の成立は!:i2における (3/)の解の微分可能性についての注

意により，すべての t与Oについて

Jt(us(山 t)-Y8(t)}/.dt= <t8 (y (t)) (s = 1， "'， rl 

となることからあきらかである。乙 ζで.(1)で Z と£を交換し， (2)でuと

dを交換すれば

<P(ε，u)ー伊(x，u) く~・(ã: -x) (xキa:l，

ψ(x， u)ー ψ(x，u)ミ主的・(u-ul

をうる。 (a:， u)がすべてのお孟0，u孟01こ対して ψ(x，u)の saddlepointで

あることを{吏えば

(8l 0孟ψ(a'， u)ー ψ(x，u)く《・(u-x)一弘・(ε-u) (xキε)

となる。いま ox<fJx口付，九九出向とおけば，これらはいずれもんρ 九3が
ゼロ(すなわち，x.=Oかつ凡eくo:的=0かつ ψ勺 >0)であるのに応じて
それぞれ第t成分，~~j 成分がゼロとなっているペクタ{である (1冨 i豆11，

1孟j;亘m)。そ ζで，ゑ(t)をお(t)でんt=Oを成立させている成分を除いた

お(t)のすブベクタ xを正(t)lζ対応する Eのサブペクタ丸そ x(t.l(ζ 

対応する九のすブペクターとすれば

- 44ー



Concave Programmingの GradientMethodについて戸島

(X (t)一宏yCP~. ニ (x(t)-.'B) (tx 

である e 刃(t)，u， 'Puも同様に定義すれば

(u(t)-üYço~ ニ(窃 (t)一元)'(fu

である。よって

(9) (ぉ(t)一ε)'作一(u(t)-uYco;;= (x(t)-xY丸一(u(t)一反Y(tu

となる。 x(t)，窃(t)の成分となっていないお(t)，u(t)の成分はすべてゼロであ

るから， ψXi[ぉ(t)，u(t)].九j[x(t)， u(tl] (i = 1，…，n; j=l，…，m)はあたえられ

た o(ζ対して，x(t)，窃(t)のみの函数とみなすことができる。 co(x， u)はmお

よび U の若干の成分がつねにゼロとおかれることによってのぞかれでも，の

ζ りの成分に関して concave-convexfunctionという性質を失うことはない

から (9)の右辺は (8)によって，x(t)キ念ならば負である。よって

JMV(M)一仰いくoif仰計
をうる o .dt > 0を十分小さくとれば

V(t+.dt)-V(t)くoif正(t)キ2

である。つぎに，V(t+.dt)-V(t)ょ ofor all t孟Oならば x(tl=患のみなら

ず，実はお(t)= xとなるととを示す。実際 t= t。ミOで x(t)の成分である

向。(t)は仇。(t)口X'ofor all t孟Oである。 X'o=0なら向。(t)口ゐ。はあきらか

である。ゐ。>0なるとき，Xio(t)キa:.oとなるなら解の述続性によりx(t)キ2
となり矛盾がおこる。 x(t)の成分でないお(t)の成分的，(t)に対する♂の成分

ゐ1 はゼロである。 もし， 正ならば Xi，(t)が x(t)の成分となるとき x(t)キ患

となり(解の連続性により)矛震である。一方，Xi， (t)が決して x(t)の成分と

ならないなら，Xi
1
ニ Oも5の第ム成分となりうるから xの一志:性lと矛盾

する。よって，Xi， = 0である。

以上の結果から，VCt") (ν=1，2，…)は非増加の単調数列である。また，

V(t)はその構成から非負であるから下方に有界である。よって
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(10) lim V (t") = V後
"→∞ 

なる v-hが存在する。こ ζで数列 {tν:)1=1，2，…}のえらび方は任意である。

また

{Y (t"):νニ以 ) 

は有界である (V(t)が有界であることからいえる)から，築積点グニ(お符，U持)

が存在する。それゆえ{刊の部分列 {t町:kニ1，2，…}を適当にえらべば

lim y(t叫)=y者
k今回

とする乙とができる。 定理 AIとより Uν =Y [t， yO]を初期条件とする (3')の

解 Y[t， Yν]が存在し，予備定理3により

Y [t，γ] = y [t+t"， yO] 

がなり立つから

V(t， y持)= lim V(t， y切)= lim V(t+t"k， yO) = V持
k→∞ k→∞ 

が y(t)および V(t)の tに関する連続性と (10)からいえるe よって，任意の

..Jt>Oに対して

V(t+.dt， y'つ-V(t， y'h) = 0 for all t孟0

となる。よって

ぉ[t，(x*， U器)]= a for all t孟O

となる。 ζれから

x後三=(1;

である。すなわち，集積点のお成分がは一意である。そこで

lim x(t) = a 
Z →。。

がなり立つ。以上，V(t)の単調非増加性は定理の前半の命題を支持する。後

半の命題はうえのことから直ちにでる(証了)。
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注意、1 定理 Bの前半の命題の成立のためには ψ(:1)， u)は:1)(こ関して

strictly concaveでなくてもよく，単に concaveだけでト分である。 また後

半の命題と類似の命題が u[t， (:1)0， UO)]についてなり立つためには，y?(x，u)が
u !C::関して strictlyconvexであればよい。すなわち， そのとき (3/)の解

y [t， yO]はy=yにおいて漸近的安定である。

注意、2 これで gradientmethodの微分方程式 (3)の解の存在とその一

意性および安定性が証明せられたことになるが，定理 Bの仮定のもとでは，

初期点が saddlepointでなければ， }I採が saddlepoint Iこattainするには無

限の時間を要する。すなわち，実際には attainしないことに注怠しなければ

ならない。 もし，有限な時間内lこsaddlepoint fζattainしたとすれば， あ

るんがあって t= t。で x=語、 u=uとなる解が存在することになる。 とこ

ろが，x(t)=x， u(t)主主dもあきらかにそのような解であるから， これはj咋め

一意性に矛盾する。よって， saddle poin t には有限時間内lζattainすること

はなし、

~5 ここでは gradientmethodの微分方程式のひとつの定差方程式化に

関して heuristicな議論をこ乙ろみる。 ψ(x，u)は実数値函数で定理Bの仮定

をみたす}ただし， ψ(:1)， u)はすべての (:1)， u)に関して定義されているものと

する。 (:1)， u)を gであらわす従前の記号法を採用する。微分方程式体系 (3/)

lζanalogousな定差方程式体系として，つぎのようなものを考える。以下こ

れを F-Dsystemという。

ys (t+iJt)ニ z.if z"与0，

め (t+iJt)= 11s (t) ifz"く0，
(11) 

一z.= iJt y? (z)+払 (t) iJt>O， 

z = (z"…， zr). 

この定差方程式I乙j採が存在すれば，その解は初期条件が非負であるかぎ

り，つねに非負である。また
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sign <P. (z)ロ signψs [21. (t+.dt)] 

for z.く0，y.(t+.dt)ニ y.(t) 

がなり立つほど Llt> 0が十分に小なる数であり 20)，Ws = y. (t+.dt)ニ'"y. (t) 

for t = 0， .dt，…，(s = 1，…， r)となれば，W=(W1)"'，W，.yは saddlepointである。

ここで，つぎのように定義する。 y(t，210)を F-Dsystemの解とし， 210を初

期条件とする。そのとき

IlyO-yllミI!y(t， yO)-yll三 [2D(t)12

がなり立てば， jl呼y(t， yO)は D一安定といわれる。 gは <P(y)の saddlepoint 

である。 さて， Llto> 0なるある Llt。が存在し OくLlt亘Llt。なる Llt1ζ対して

(11)には解が存在する。実際，いま解は

I Zj-yj(t) I豆島…，lzr-y，.(I)1~五 e ， ε>0

を満足しなければならないものとし，そのような zの集合を DzとすればDz

は非主で convexな有界閉集合である。 よって Dzで maxI <P81豆M なる

定数 M が存在する。 dtozfTとする。そこで
W8 (z) = Llt九(Z)+ぁ(t) (s日 L…，r) 

によって関数 W$(Z)を定義して， ζれを Dz1こ属する zと W(めの対応 Tと

みなして

ω(z)ニ'"Tz w(z)=(wj(z)，…， Wr(Z)Y 

とかけば，あきらかに ω(z)EDzである。よって，Tなる変換は convexcom司

pact set D.をそれ自身lこ写す変換であって， しかも， それは述続写像であ

20) L1tはconstantでなくてもよい。具体的な計算では .dtの評価が重要な問題である。ー
橋大学の111;口敏行氏は適切にも筆者のこの点についての注誌を喚起された。こうした

問題については J.B. Dennisなどの興味ぷかい業績があるが，本稲作成中には未読で
あった。この節の議論では，そうした practicalな問題はあっかわない。 .dtの評価に

関レては機会をえて考察したい。 Dennis，J. B.， Mathematical Programming and 
Electorical Networlls， New York: Wiley， 1959参照。
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る。よって，不動点 f が存在して

z.X = Tz* 

となる。これは (11)の解である。また，F-D systemの解は D一安定である。

実謀、

l/L1t {D (山 t)-D吋=山t{[y(t+L1t)-y]'[y (山川]
一[y似ω州(伊伺t幻)一到紅訓山'[y匂gω(σt)-y

一y(問tめ川)]三亘三1町/L1t[旬y(σt+L1t刈tの)一釘釘'[旬y(伊t+L1t刈tの)一Y(t仰問tの明)].

ととで， 最後の不等式が成立するととは，X， y， Zを任志の実数とすれば不

等式

(x+y-2z) (x-y)孟2(x-z)(x-y) 

がなり立っととからあきらかである。 1={1，2，…，r}，11口 {s/z.孟O}，12=1-11

とおく。そこで

2j (y. (t+L1t) -y.) (y， (t+L1t)ーあ(t))= 2j (y. (t+L1t)-y.) (y. (t+L1t) 
sEI1 

-y. (t))+ 2j (y， (t+L1t) -y.) (y. (t+L1t) -y. (t)) = 2j (y. (t+ L1t) 
sEI2 sET1 

-y.) Iy. (t+L1t)-y. (t)) 

である。よって

」口ザ
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L1t > 0であるから，D (t+L1t)-D (t)孟Oがえられる。

!i 6 Y. NeumannはBrownとの共同論文で anti-symmetricなzerosum 

twかpersongameを微分方程式によってとく方法をあたえた [4Joanti-sym-

metricという制限のない一般の zerosum two-person gameは容易に anti-

symmetric game に帰着させうることが Gale，Kuhn， Tuckerらによって示

されているから [6]，.Y. NeumannとBrownのanti-symmetricなzerosum
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two-person gameの解法は zerosum two-person gameの解法として一般的

なものであるということができる。一方， Dantzigはその論文 [5]で linear

programmingとzerosum two-person gameが数学的には同等である ζ と

を証明した。そ ζで，微分方程式による zerosum two-person gameの解法

は当然に linearprogrammingをとくのにも使用することができるようにな

る。この観点lζ立って古瀬 [8，17]は v.Neumannと Brownが anti同sym-

metricな zerosum two-person gameをとくために考察した微分方程式を

linear programmingをとくための微分方程式にかきあらためた2九ところで，

Koopmansは生産の efficientpointが何らかの勤学的過程によって到達され

うることを明示的lこではないがとにかく指摘している [7]。生産の efficient

pointをもとめる問題は制約条件を明示化し，適当に目的函数をえらべば

linear programmingをとく問題となるから Koopmansの指摘は linear

programmingのoptimalsolution rc::何らかの勤学的過程によって到達する

という合意をもっ乙とになる。 v.NeumannとBrownの微分方程式による

anti-symmetricな zerosum two-person gameないし linearprogramming 

の解法は gameのoptimalstrategyないし linearprogrammingの optimal

solutionを微分方程式の解の収数値としてもとめようとするものであるから，

うえの Koopmansの指摘は v.Neumannと Brownの業績とは別他になさ

れてはいるが，実はこのような微分方程式などによる勤学的なj終法を予想し

たもので，思想的には伺ーの系譜に属するものであったと考えることができ

る。また， Samuelsonはその先駆的な論文において， Koopmansと同様な考

察に導かれて linearprogrammingをとくための微分方程式を v.Neumann 

とBrownは別個に考案しているが [12]， ζれはきわめて重要な方程式であ

ったにもかかわらず，その数学的とりあっかいは不完全なものであった。も

21)同じ型の微分方程式は concaveprogrammingにも有効なことが示芯れうる。さきの
註7)をみよ。(追認)この型の微分方程式の concaveprogrammingへの適用につい

て，筆者は北大応用沼気研究所の応用数学のシンポジウムで報告した。「問題J(3)，応

用数学シンポジウムの proceedings(近刊)参照。
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とより， ζのSamuelsonの業績も Koopmans-v.Neumann， Brownの思想、

的系列に属するものである。

さて， Kuhnと Tuckerはかれらの論文 [9]で concaveprogramming 

はある constraintqualificationのもとに Lagr百 1ge形式の saddlepointをも

とめる問題lζ同等であることを“Kuhn-Tuckerの定理"として確立した。

KuhrトTuckerは間数の微分可能性を仮定してうえの定理を証明したが， の

ちに Uzawa[14]は他の qualificationのもとに微分可能性を前提しないで

Kuhn-Tuckerの定理を証明した。いま， Kuhn-Tuckerの定理を三考慮(1こ入れ

るならば linearprogrammingをとく問題は双1次形式の saddlepointをも

とめる問題と同等である。そ乙で， saddle pointをもとめる問題に微分方程

式による解法を適用することが当然に考えられることになる。

すでに，われわれが議論を展開してきたいわゆる gradientmethodとし

て確立している方法はまさにこの内容をもつものであった。 gradientmethod 

が解法として有効であるのは linearprogrammingよりもむしろ non-linear

programming においてであって， 今日にいたるまで non-linearprogram-

mingの中でも主として Kuhn-Tuckerがあつかった concaveprogramming 

への適用が比較的多く研究されている。

まず， ArrowとHurwiczはconcaveprogramming において gradient

methodの微分方程式のjo/(，がlocalIζは saddlepoint Iと収飲することを証明

した [1]。 しかし， ζれは古瀬が批判するように [8]具体的に concavepro四

grammingなどの解を計算するという観点からはきわめて不満足なものであ

る。 古瀬はややきつい条件のもとに gradientmethodの微分方程式の解が

saddle poin tへ global，ζ収数することを証明しようとしたが [8]， その証明
は1，2の点で不満足であった。 そ乙で， Uzawaはこの古瀬の結果をさらに

厳密に確定しようとした [15]。しかし，それでもなお問題がの ζ されている

ようにおもわれる問。 Arrow-Hurwiczはこれらの業績のうえに立って， 古

22)本稿ではその問題の解決をはかった。なお，山元の論文(前註 16))をみよ。
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瀬， Uzawaなどがおいたきつい仮定をすこしゆるめても saddlepointに収

欽する ζ とを主張し，収数しない場合の救済策を案出した問。収数しない

ひとつの場合は Lagrangeanがstrictlyにconcaveでない場合におこるが，

古瀬もこの場合の救済策を提出している [8]0しかし，その証明は必ずしも一

般的でない23)。 ζのような gradientmethodを一層条件をゆるめて concave

programmingのみならず一般の間数の場合までを localIこではあるが考察

したのが Arrowδolow[3]とUzawa[22]である (Uzawaはglobalに考察)。

さて， non-linear programmingのj砕を微分方程式の収欽値としてもと

めるといっても，そこに登場する微分方程式は非線型であり，かつ，述立方

程式体系であるから，それらをといて解をもとめる ζ とには非常な困難が伴

う。それゆえ，それらの微分方程式を適当な定差方程式によって近似する必

要がおこってくる。これは微分方程式を digitalcomputer にかけて解をもと

めるさいにも必要になってくる。 Marschakは微分方程式をdigitalcomputer 

にかけるときに附随してお ζ るいくつかの開題にふれ，簡単な問題について

の実際の計算例を示している [10]0 Uzawaはgradientmethodの微分方程

式の定差方程式による近似のいくつかの場合を考察した [16]0なお， gradient 

methodの微分方程式は analoguecomputer にもかける ζ とができるが，こ

れに関しては古淑の興味ぷかい業績がある [8，19]。

以上の gradientmethodを decentralizeddecisioll making systemと解

釈すれば， これを経済 modelと考えることもまた可能である。 すなわち，

gradient methodの経済学的利用が可能である刊。 古淑は単一財・市場に関し

Jてではあるが， gradient method による分権的決定機;誌について分析してい

23) 続編「問題J(4)で一般的証明をあたえる。 その earlierversionは“Not巴 onth巴

Gradient Method for Concave Programming"とし、う titleのdiscussionpaperと

して circulateされた。

24) さきの註 4)をみよ。そこでの Arrow-Hur、vicz[20]は，本稿のような数学的議論が

結局は，経済学と密接に関係するというひとつの見本を示していることを，特に，こ

こで強調しておく。
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る [18]0 Samuelsonは Spatialprice equilibriumが一種の消費者余剰を最

大lとする gradientprocess によって到達されることをあきらかにした [13]。

しかし，この方面に対してなされたもっとも uniqueな貢献は Marschakに

よるものであろう [11]0そ乙では，社会主義社会の経済的な効率に関して議

論された古典的分権化の鴇題が新らしい観点から分析されている。
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