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分散分析にふ‘ける組合せ計算について
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1.はじめに

遠藤 薫

本稿は分散分析の操作を組合せ計算論の観点から考察しようとする一つの

試みである。計量経済学的分析手法のうちとくに分散分析の問題をとりあげ

るのはなぜか，またなぜ組合せ計算論の観点と結びつけなければならなし、か

という点について最初に少し述べておこう。計量経済学は一方ではすでに分

析の定型〕を確立したようにみえ，他方ではその定型に固有のさまざまな難民

を乗りこえる方法をまだ確定できないでいるようにみえる。こうした状況の

中で一方で、はその複雑性のゆえに解析的な取扱いができないような型のモデ

ルの研究が進められ，他方で、は比較的単純な仮説の導出および検定がかえっ

て有用であるような分野が絶えず、発見される。前者の場合についてコンピュ

ーター・シミュレーション実験の手法が使われることが多くなるにつれ，又

後者について統計的仮説検定の多様な型を時と場合に応じて適用する工夫が

必要であるゆえに，実験計画に関する諸問題は大きな比重をもつようになる。

現在分散分析を含む実験計画法の研究が広い意味の計量経済学にとって本質

的な意義を有するのはまずこのような理由によると考えられる。

更に従来の実証分析の通例として係数のスペシフィケーションが何らかの

方法で、行なわれたのちにもモデルのいわばあてはまりのよさをたしかめる意
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味でシミュレーション実験が行なわれた。つまり最後の段階のために実験計

画法の考え方が援用されたにすぎなし、。しかし与えられたデータの広範囲な

利用のためには現在の定型とは異なった多様な模型構成の考え方が必要であ

りその理論的前提として実験計画法，さらに進んで組合せ理論の研究がきわ

めて有用であると考える。

1) 集計的な線形ないし非線形モテ、ノレ。例えばクライン・ゴーノレドパーガー C5 J。

2) 多重共線性，変数聞の同時関係，誤差項の自己相関，観測誤差，データの欠落，

観察値が少ないこと。オーカット他 C8 J， 6ベージ。

3) ボーツ・スタイン C1 J。

2，分散分析

分散分析について簡単に述べ，データ解析の結果得られる分散分析表につ

いて検討する。

線形モデル

(1) Yi = sIXi1 + s2Xi2 +・・・+{3pxiP+e;， 1 n 

を考える。 yiは観測可能な確率変数，131，…， spは未知のパラメーター， Xil， 

…， Xipは確率変数でない観測可能な変数， elは観察不可能な確率変数とす

る。 eiは誤差項と呼ばれ，その確率分布について(1)E[eiJ = 0， (2) Var[e;] 

=0
2 (未知の定数)， (3) Cov[ei， ejJ = 0 ，チ]，の仮定をおく。なお一般

に Xil= 1 ， 1 ，・・・ n である。

Xij， 1 ，… n， 1，…， Pを要素とする行列のランクがPである

とき (n孟P)未知のパラメーターんについての推定値を求めることができ

それをんで、表わす。任意の二つ以上のんが等しいとしづ帰無仮説を検定す

るためには誤差項 eiについてさらに仮定(4)eiは正規分布をする，を置いて

F値を求めF分布を利用するο これを分散分析といい，そもそも実験計画モ

デルにおける結果についての仮説検定として考え出されたものである。二元

配置モデノレを例にしてあらましを述べると次のようになる。
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観測値に影響をおよぼすと考えられるこつの因子AとBをとりあげ，因子

Aについては全部で I個の水準を設定し，因子BについてはJ個の水準を設

定し，それらのすべての組合せのもとで IJ個の観測値 Yijを得たとする。

このときは線形モデル

(2) Yij=μ+ai+bj+eij， = 1，… 1 ， 

j = 1，…， J 

が考えられる。 μは平均， aiは i番目の水準のときの因子Aの効果， bjはj

番目の水準のときの因子Bの効果を表わす。巴ijは誤差項である。 abijという

記号で因子Aと因子Bの交互作用を表わす。これは繰返しのある二元配置モ

デノレ

(3) yijk=μ+ai十bj+abij+eijk，

1 ，… I ， 1 ，・・・ J，k = 1，…， K 

に現われる。 kは繰返しを表わしと Jの同ーの組合せのもとでK回の実

験が繰返されることになる。 abijを(2)式に項として入れることができないの

は計算によってこの推定値を求めることができないからでるる。このような

とき交互作用項 abijは誤差項 eljに含まれたままであり分離することができ

ない。これを交絡としづ。

(2)式を行列で、表わすと，

Y=Xs+ e 

となる。例えば， I=2， J=3のときは

YlI 1 1 0 100 

Y 1~ 1 100 1 0 

Y 13 1 1 000 1 
Y=  I ， X=  
Y 21 101 100 

Y22 101 0 1 0 

Y22 1 0 100 1 
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( e 11 

a 1 I e 12 

a2 I e 13 
s = I e 
bl 

b2 e 22 

b3 e 23 

である。これをみると行列Xの要素 XijはOまたは 1のいずれかの値をとっ

ており， (1)のモデノレの特別な場合で、あることがわかる。

ところが行列Xの列の聞には線形従属の関係がありランクは6より小さし、。

したがってパラメータ-sを推定するための正規方程式
/¥ 

X'Xs =X'Y 
ノ¥

において X'Xは正則行列でなく，その逆行列が存在しないので，sのユニー

クな値を求めることはできなし、。そこで(2)のモデ、ルに対しては

J 

(4)iflai=Jflbj=O 

とし、う制約式をつけ加えて解を求める。 (3)式の場合はこの他にさらに

J 

2 abij=2abij= 0 

とL、う制約式をつけ加える。

例えば(2)のモデルにおいて 1=2，J=3のときは(4)より

a2= -al 

b3=一(b1+ b2) 

を得，これを(2)に代入し，それから正規方程式を作って解を求める。その結果
/¥/¥/¥  

μ=y..， al=Yl.-Y.. ， a2=Y2.-Y.. ， 
/¥/¥/¥  

b1=Y.l-Y.. ， b2=y・2-y..， b3=Y.3-Y.. 

が得られる。ただし Yl.=2j~1 yijf3のようにドット記号を用いる。しかしこ

のように(4)の制約式を付加して得られた推定値は μ，al，…， b3の推定値では

なく ，(2)を変形して，
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yij= (μ+a.+b.)十(ai-a.) + (bj-b:) + eij 

あるいは，/l=μ 卜a.十b.等とおいて，

yij=μ+ai+bj十eij

と書いたときの， μ，a}， "'， b3の推定値となってL、る。

189 (533) 

我々は(2)のモデルで al，…， aIの聞に差があるかどうか，あるいは b1，…，

bJ の聞に差があるかどうかを知りたし、。そのためにはおについてであると

帰無仮説

Ho: a1=a2=:..=ar=定数

をたてることになるが，これは定数として a.を与えると，

Ho : a1-a. =a2-a. =・・・=ar-a.=0 

あるいは，

Ho : a[=a2=・・=ar=0 

と同じことである。したがってaiが等しく Oであるとしづ帰無仮説を検定す

ることにより，所期の目的であったaiの聞に差がないという帰無仮説の検定

を行なえることになる。

次にaiについての仮説検定のためのF値は

F-ZiZlYi・-y..)2J(1 -1) 
一
- ZiZlYij-Yi. -y.j+y..)2/( 1 -1)( J -1 ) 

によって与えられる。この値が自由度(I-1)， (I -1 )(J -1 )のF分

布の右端5%点あるいは1%点を越えるなら aiの聞に差はないという帰無

仮説は棄却されることになる。この帰無仮説が正しいのにこれを誤まって棄

てる確率はそれぞれ0.05と0.01である。民についてのF値は

F-ZiZly・j-Y.y/(J-1) 
一
ZiZj(Yij-Yi.-y.j+Y.y/( 1ー 1)( J -1 ) 

となるo aiについての場合とは分子が異なるだけであり，分母は同じである。

ここで、

円 (Yij-y..)2=ぞ子 (Yi・-y..)2守子(y.j-Y:Y

+22 (Yij-Yi・-y.j十y..)2
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二党配震ぞうずノレ(2)の分滋分析淡表i

方王子

SSA/CI -1 ) 

SSB/C J …1) 
SSe/C 1 1 )( J 

均ヰZ由

1-1 

J 1 
(I-j)くJ-j) 

1 J 

自和

~i}1j(y!. 

}1i}1j(y.j_y..)2出 SSB

}1i}1j(Yij -yi. :... y・iートy..)2=SS.

}11}1j(Yij-y..)2 

方王子

A 

B 

誤 差を

総計

因重要

1 ) 

1のような分散分析表を作ると容易にF

値を求めることができる。まず誤差平方和は総平方和〈変動〉から他の要設

の平方和を引くことにより求めることができる。次にそれをその行の臼

としづ関係が成立する。この

で割るとF1援な求めるための分母の部分が得られることになる。分子には各

要舗の行の平均平方をあてるとよし、。また自治農についても総平方和につい

ての自由度は各要閣についての密出度の和となる。?なわち，

1)十(J…1)十(I-1)(J -1). CI 1 J -1 

デノレ

yijk=μ十ai+bj十ck+ab1j十aCikやbCjk十eijk(5) 

ると分散分析表は表2のようになるo きわめて規期的な形で乎和を

していくとよいことがわかる。さらに斜えば表2の要部Aについての平

方和が

円 y..2Zyi. Z S(Yi・(6) 

三元舵霞モデノレ(5)の分散分主fi表(平均平方。');織主主聖書寄〉表2

E芝

1-1 

J-l 

(1 -1 )( J -1 ) 
K-l 

(1 -1 )(K -! ) 

(J 1 )(K -1 ) 

(I-!)(J-!)(K-l) 

出
向自和

芯i~i~1k(Yi.._y...)2 

}1ぷj~k(y.j・ -y.. .)2

'3i~J}Jk (Yij・-yi..-y.j.十Y…)2
芯iお，}1k(Y.み…y...)2

おí~j~k()ηí.k-y\..-Y..lミ +y...)2

}1i}1j}1k(y.，ik -y.j. -y.占 +y...)Z

lli11j1Jlζ(yijk-Ylj・…Yi.k-y.jk十Yi..+y.j.

十Y..k-Y...)2

~ilJi:EkCYijk ---y.. .)2 

方五子

A 

B 

AB 
C 

AC 

TヨC

誤差

皇室華客

1 J K ぺ

γ
婦
さ
ロ総
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となることを利用してこの右辺の形で，左辺の形でよりも容易に計算を行な

うことができるが，桁数の限られている計算機で計算を行なうときは精度の

点からいって左辺の形で計算するほうがよし、。右辺の形で行なうと被減数と

減数の値が近いときに有効桁数が少なくなる恐れがあるからである。なお(6)

式の左辺は，

22  (y;・_y..)2=J2: (y;. -y.y 

となるので，実際にはこの右辺の形で計算することになる。

このような計算は表1あるいは表2の平方和の欄をみるとわかるようにい

ろいろな平均を適当に組合せて行なう。そのためには各データについてすべ

ての種類の平均を作っておく必要がある。データ Yuについては

yi. ， y.j， y.. 

ですべてであり， Yijkについては

yij. ， Yi.k， yi.. ， Y.jk， y.j・， y..k， y... 

で寸h ベてである。なお添字の数が2のときは 3種類の平均が得られ，添字の

数が3のときは7種類の平均が得られる。一般に添字の数がNのときは 2N

-1種類の平均が得られる。

以上，二元配置，三元配置(一般的には多元配置となる〉を例にして分散

分析のあらましを述べ，分散分析表について検討した。

1) ハマーノレ[4 J， PP. 162-203にもとづく。

3. 組合せ言語によるプログラム

分散分析表作成のために必要な計算を行なう計算機プログラムには前節で

述べたような基本的な多元配置モデノレを中心に処理するものとしてハートレ

イ， さらにハマーノレによるものがある。本節ではハマーノレの方法を検討しな
3) 

がら組合せ言語によるプログラムを試みる。表2の平方和を求めるためには

全部で7種類の平均を必要としそれらを一つ一つのエリアに納めるとすると

インプット・データの分も含めて 8個のエリアを必要とする。そして 1次元
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N=3のときのインプット・データとすべ
ての平均

表3

平均の種類

4
l
η
ノ
-
q
U
4
1
F
h
J
V
R
U
7
1
n
o

1エリアの大きさ

I J K 
I J 
IK 

I 

JK 

J 

K 

Yijk 

Yij. 

yi.k 

Yi .. 

y.jk 

y.j. 

y..k 

y... 

エリ

配列ARRの中に表3のように納めることにする。ハマーノレの方法ではまず

各エリアの大きさを求めて一つの配列に入れておきそれを多くの目的のため

に用いている。

すなわち平均を求めるためにインプット・データあるいはすでに計算され

た平均のはいっている一次元配列ARRのどの要素から何個とびに(1NC) 

そのようにして計算される種類の平均の内とよし、カミ，何個加える (NPM)

ということを知エリアの大きさのこと〉容は全部で何個となるか (MEA，

MEAとINCは各エリアの大きさを入れてある配列で求める必要があり，

さらに加えるべき要素のはいっているエリアの最初のロケーション

計算された平均を入れるエリアの最初のロケーション (L

OC  2)も知ることができなければならなし、。エリアの大きさはエリア 1か

られる。

(LOCl)と，

1となっている。最初の四K， ]， J K， 1 ， 1 K， 1]， ら11贋に 1J K， 

つは最後の四つに Iをかけたものであり，最後の四つの中でもその中の最初

の二つは最後の二つにJをかけたものである口このような規則になっている

と添字の数がどんなに増えても同じ方法でエリアの大きさを求めていくこと

ができる。

添字が三つの場合配列Q (一般に大きさは10ぐらいで十分である〉を用意

Kの{直を入れる。]， して 1， 
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Q: I 1I J IK I 
次に 23=8の大きさの配列Rを用意してその最後に 1を入れる。

2 B 4 6 7 8 

Q(3)をR(8)に乗てじその結果をR(7)に入れる。

2 3 4 6 7 8 

K I 1 I 

Q(2)をR(8)とR(7)に乗じてその結果をR(6)とR(5)に入れる。

2 3 

1J K I J I K I1 I 
Q(l)を R(8)~R(5)に乗じてその結果を R(4)~R(1)に入れる。

R: I~ J KI 1 J I 1 K I 1 I J K I J I K I1 I 
以上で終了し配列Rにはいっている数値は表3のエリアの大きさの欄の内容

と一致する。，

以上の操作をフォトランで表わすと図 1のようになる。 Nは添字の数， L 

LL=l 
L;¥=2ネ *N
L1=LA 
R (LA) = 1 
DO I =N， 1， -1 
L2=LA 
DU  2 J = 1， L L 
L1=L1-1 
R (L1) =R (L2) *Q (I) 
L2=L2-1 

2 CONTINUE 

LL=2*LL 
CUNTINUE 

図1 各平均のエリアの大きさを求めるためのプログラム
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1は配列Rに計算された値がはいるときのロケーション， L 2は配列Qの要

素を配列Rの要素に乗じるときの配列Rのロケーションを示す。またプログ

ラム中の変数IとJは添字の限界1， Jとは関係がない。このプログラムで、

の計算経過をトリーで表現すると図2のようになる。各ノードからは二つの

リンクが出ており，これは図 1のプログラム中の

LL=2者LL

の行に対応する。

図2における最終結果は図3のトリー表現によっても得ることができる。

XJ 

XI 

IJ J (lJ K 

図2 図1のプログラムによる計算経過

XI 

図3 図2と同じ結果をもたらすトリー
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k = 23-jωi 
for dl口 1，QJ: 

for d2出1， Q2: 

for da= 1 ， Q3: 

i王=k

Rk=(iJd2d:J 

鈎 4 I要3のトリーに対する総合せ計算設穏によるブ戸グラム

k = 2 N+ 1 
with i = 1 to N : 

for di以 1，Qi: 

長ニ k

Rk==dldz"，dN 

額5 図4のヅログラムの一般化

これに対してはウエノレズの組合殺計算潟の言語を用いることがでさ.そのヅ

口グラムは!玄14のようになる。 Nが3だけでなく他の{肢もとりうるように一

般的に書くと隣 5のようになる。このヅログヅムにおいて Qパま Q(i )， Rk 

は R(k)のことで、ある。酪4のプ P グラムは蔀の例でのと問じ Qiを与えら

れると

Rs=lxlxl口 l

R7=lxlxK K 

. R o= 1 x J x 1 = J 

Roコロ lxJxK=JK 

R.1 Ixlxl 1 

R3=IxlxK口 IK

R2= 1 x J x 1出 1J 

Rl IxJxK=IJK 

のように計算を行なって， も前の剖での R(k)と悶じになるつ

次にすべての平均を求めるため，あらかじめ関 6のようなトリーな作る。
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MEA 

NPM 

!)JC 

経済学研究

Yqk 

E 3 4 

第2ま

6 7 8 

iお5 すべての平均を求めるためのトリーとM友人多
NPM， 1 子~C の鐙

ハマーノレの方法は平均の計算についても騎 lのプ口グラムあるいは関2のト

リ…と持じ形式をとるのであるが，これに対して関5のプログ、ラムと関3の

トザーを新しく考えたように，関6のトワーた作るのであるo MEA， NP 

M， 1 NCの役割はそのまま用いることにするが途中の計算経j惑が異なるた

めその数値は異なっ とることになる。

MEAは配デURにはいっている簡と同じである。 NPMとして必繋なf宜主f

配列Sに入れるとすると，際17のようなブ P グラム

m=l 

""ith 1 to N: 

for di = 1 ， Qi: 
if diエ=Qi:

e膨. 
Sm出 Qi

m=m十?

ることができ?る。

図7 子HMを西日jijSfこ絞めるためのプ口グラム←



分散分析における組合せ計算についで 遠藤

m=l 

with i = 1 to N : 

for di= 1 ， Qi・

if di=Qi: 

Tm= 1 

for j = i to N: 

Tm=QjTm 

m=m+l 

図8 1 NCを配列Tに納めるためのプログラム

m=l 

k = 2 N+ 1 

with i = 1 to N : 

for di = 1 ， Qi: 

if di=Qi・

Npm=Qi 

1ne= 1 

for j = to N: 

1no=Qj1nc 

m=m+l 

L = 2 N-i 

k=k-l 

Rk=dld2 ・・dN

LOC2 =LOC2 +Rk 

Lm= 0 

for 1 = m -L to m : 

Lm=Rl+Lm 

LOC 1 =LOC 2 -Lm 

if Rk = 1 : reiterate 

heikin (Nmp， 1no， Rk， LOG 1， LOC 2) 

図9 平均を計算するために必要なNPM，1 NC， 

MEA， LOC 1， LOC 2を求めるためのプ
ログラム (MEAはRkにはいる〉
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INCについては図8のようなプログラムによりその値が配列Tにはいるo

N=3のときは図 6に示されるMEAの値が配列Rに， NPMの値が配列

Svこ， 1 NCの値が配列JTにはいる。これらを用いて平均の計算は図 6のト

リーの左下のノードから右端のノードにかけて行なわれる。すなわちインプ

ット・データ yijkは配列ARRの最初の部分に IJKだけの大きさをエリア

として入れられる。次にそれらについて最初の要素から INC=l個とびに

NPM=K個合計し，それをKで割って配列ARRの中のまだ使われていな

L 、部分に次々と入れてL、く。次に yijkの jvこ関する平均を求める。これはわjk

の最初の要素からK個とびにJ個合計し， Jで割ることによって求めてし、く。

なお最初の平均 yij.は 1J個求めることにより完成し，次の平均 yi・jは IK

個求めることにより完成する。これらのためのプログラムは，平均そのもの

についてはハマールの方法を用いることにすると図 9のようになり， NPM， 

INCは配列に入れておかなくてもよし、。以上のようにして組合せの観点か

ら計算を行なうことができる。

1) ハートレイ[2]。

2) ハマール [3J，[4J，シュレーター・ハマーノレ[9J。

3) ウエノレズ [11J。

4) ハマーノレの用いる記号は INC1，MEAST等であるが，ここでは簡略化して

用いる。
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