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フロー・ショップ スケジューリング問題の

下界について

139 (139) 

関口恭毅

1.はじめに

フロー・ショ y プ スケジューリング問題 (FS P)は順序づけ問題の中

でも主要な課題の 1つである。 FSPは技術的順序 (routing) が同ーのN

個の仕事が与えられたとき，何らかの意味で最良な，各機械での仕事の処理

JI慎(スケジューノレ〉を決定ずる問題である。技術的順序が同じであるから，

各住事は機械mで処理されてから機械m十 1(1孟m孟M-l)で処理され，

機械Mでの処理によって完成すると考える。

従来の研究は，機械mとm+1の聞に必要なだけ中間在庫を持てると仮定

するもの [2，4， 7 ~11 ， 14~16 ， 18Jと，機械聞の在庫容量はOである

とするもの [6，13， 17， 18， 21]に大別できる。スケジューノレの良さの尺

度には総所要時間が多く用いられるが，平均滞留時間[6，8， lOJ，納期遅

れ[19J，段取時間[20Jなども検討されている。仕事については，その聞に先

行関係の存在を仮定するものもあるが[12J，多くは任意のスケジュ{ノレが実

行可能であるような状、況を扱っている。各機械でのスケジューノレが同一で、あ

るとする，いわゆる追越禁止の条件下では，中間在庫容量無限大の場合の最

適スケジューfレは必らずしも求められなし、〔例えば15J。しかし，この条件下

でのスケジューノレは管理上の利点を持ち[4J，またその最適スケジューノレは

真の最適スケジューノレに十分近いものであることが期待できる[6，8 J。さ

らに，この条件は問題を易しくする(考察すべきスケジューノレは(N!)M-2か

らN!に減少〉ので多くはこの条件下での最適スケジューノレを探求している。

本報告で検討するのは最も標準的な設定の問題であって， I機械M台から



140 (140) 経済学研究第29巻第1号

なる中間在庫容量無限大の工場で処理すべきN個の技術的順序が同ーの仕事

が所与で，各仕事の各機械での処理所要時間は既知で確定している。このと

き，追越禁止条件の下で総所要時間を最小にするスケジューノレを求めよ。」

というものである。

この問題の解法の多くは分岐ー界値法 (Branch-and-BoundMethod， B 

-B法〉に基づくものであり，そこでは総所要時間の下界の算定法，下界を

用いない廃棄法 (eliminationmethod)， 分岐の規則などが解法改善の着眼

点として研究されている。中でも高精度な下界算法はB-B法の基本的課題

であるとされ，多くの手法が提案されている(後節参照)0[l1Jには，機械

準拠下界 (machine-basedbound， M B B) を巧妙に利用すれば， M= 3で

あればN=100の問題を平均0.36秒 (FACOM230-75による〉程度で解ける

ことが示されているが，仕事の増加に伴う所要の計算時間 (CPUtime) 

の増加速度の低さから見て充分実用に耐えるものと思われる。しかし，機械

台数の増加につれてMBBの精度が急激に悪化するであろうことはその計算

法から見て容易に推定できる。既存の計算結果 [2，4Jを見ても所要計算

量が急激に増大することが看取される。 [4Jはより高精度の下界算法を考案

してその有効性を確かめているが，その効果が実用に耐える程充分であると

は言い難し、。

以下では Mitten規則[3， p.147]を利用する新しい下界算法を提案し，

それが従来のどの算法よりも高精度の下界を与えることを立証し，最後に計

算実験の結果を示して定量的検討を行うと共に従来の算法の特性を調べるこ

ととする。

2. 問題の定式化

N個の仕事には 1~Nの通番が付されているとし，この通番の集合 J でN

個の仕事を示すρ 各仕事 iの各機械m(1三五m豆M)で、の処理所要時聞を'ti，m

で示す ("i.血=0であっても，機械工nで所要時間Oの処理を行うものと考え

れば "i・m>0の場合と区別する必要はなしつ。機械は仕事の技術的順序に
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従って通番が付されており，機械mはt由旬)(tl(ρ=0を時刻の原点とする)

以後に仕事群Jの処理に使用できるものとする。 tm(φ)(1孟m三五M)をこの

FSPの初期条件と呼ぶ。

N個の仕事はどれも任意の時刻に着手可能であり，追越禁止条件の下では

任意の順列がスケジューノレとなる。 Jのすべてのスケジューノレの集合を P

(Pの要素数はN¥) とする。 αをPの要素の 1つとし，l1n( 1亘n三三N)はσ

の先頭から n番固までの部分スケジューノレを表わすo 11 nはまた n個の仕

事の順列を示すためにも用いる。このとき， ]N-nをσnに含まれていない仕

事の集合とする。 PN-nはJN-nのすべての順列の集合を表わす。 jE1N._riで

あるときσn+l=ι・Jはσnの最後に仕事 Jを追加して得る長さ n十 1の順列，

l1q (q豆N-n)が]N-nのq個の要素の順列であるとき，九十q=σM引は

σnの後にσbを接続して得る(部分〉スケジューノレとする。

tm(l1n+l)を部分スケジューノレ九十l=l1n・jを機械mが完了する時刻であると

すると，これは次の漸化式を用いて計算できる。

tl (σn十l)=tl(σn)+'I"j，l 

tm(σn+D =max{tm-l(<1n+ふ tm(σn)}+τj，m 
-・・(1)

但し， 110=ム 2亘m三三M，0亘n三三N-1。

我々の問題は次のようながを求めることである。

tM(σつ=mintM(σ〉…………...・ H ・..…...・ H ・..……...・ H ・.....・ H ・..…(2)
q，P 

機械rとm(r<m)の間にある機械での処理所要時間の和 Gi(r，m)を次

のように定義する。

f :E ~:lr+l 'l"i， p 
Gi(r， m)={ 
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N個の仕事のスケジュ{ノレσが与えられ，各仕事は機械r，mでの処理だ

けで完了するが rとmの聞にGi(r，m)だけの加工時間遅れ(通常，加工

時間遅れはτi，r+Gi(r，m)あるいはGi(r， m)+τi，mに対応しているが，

そのスケジューノレに対する影響の本質的部分はGi(r， m)にあるのでここ

では上のように定義するうがあるものとすQ。このとき r，m以外のすべ
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の完了時刻tp(σn+llr)は次式で算定される O
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-・・・(4)
tm (6 n十llr)=max{t，Cσn十llr)+Gj(r，m)， tm(t1nlr)}+Tj，m 

但し， σ。=ム

、t，( <t I r ) = 0 ， • tm ( <t I r ) = tm (ゆ)-t，(ゆ)…..，・ H ・..…・…・………・(5)

上のよらにして形式的に作、づた加工時間遅れGi(r，m)を持

O二三n二五N-l1豆r<m豆M，

m)を，S (r， 

これは次のようなピ(r，m)とすれば，つ2機械総所要時間問題(図 1参照〉

を求める問題である。
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(b) S(r， m) 

元の問題と SCr， m)の関係、図1
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tm (σ*(r， m) I r )=min tm(σI r)…………い・・ …・・……………(6)
σ，p 

Im(σn)をσnを実施するとき機械mに発生する遊休時間の総和とし， • Im(<Tn I 

r)をS(r， m)における〆同様のものとすれば，これらは次の(7)，(8)両式で計

算される。

Im(tJn) = tm(σn) -2J7 =1 tc i )，m -Tm匂)……・・・…………-・・…ー……(7)

Im(σn 1r)=tm(tJ.叶r)-2J ~ =1 '0)， mーtm(判r)…...・H ・'"…-・・・・…(8)

ここで(i Jはσnの i番目の仕事の番号を示す〈厳密には(i Jσnとでもす

べきであるが混乱の恐れのない限り上の記法を用いる)0(7)および (8)の右辺

の第2， 3項は n=Nに対しては任意のtJEPに対して等しい値をとるから，

定義(2)と(6)は各.k， (9)， (1C)と等価である。

hI(aつ=minhI(a)・・・…………・・・……・・・………...・・・……………γ・(9)
a，P 

Im(σ*(r， m)ir) = min Im(σI r)……………...・ H ・H ・H ・.....・ H ・..…帥
σ，p 

3. 新しい下界算法*

K(σ〕を， σを実行する際に各機械に生ずる遊休時間の加重和であるとす

る

K(σ)= 2J ~=2 αm Im(α〉 αm与 O……-・・・・………… ・・………(1)

K(a)は関口等の定理 1(18， p.43Jにおける関数Fの条件を満しているので

σ=σn・吋 nとすれば， (2)式が成立する。

K(σ〉孟K(an)+ 2J~=2 αm Im(σN-nlrm)…………...・ H ・H ・H ・.....・ H ・"(2)

但し tr
m
(ゆIrm)=0， tm(Olrm)=tm(σn)一trm(σn)

我々は一般的な初期条件の下で検討しており，下界算法に興味があるので

あるから，一般性を損うことなく n=Oとして良し、。また， K(σ0)= 0に注

* 本稿を整理中に"同じ算法が[22)で提案されていることを知った。 [22Jは本節
と5.に述べた内容に言及しているがその接近法は全く異っている。また，新し

い下界算法を利用した実験結果も述べてい石が， 6.で述べる筆者の結果から見て，

取り上げた問題の範囲に偏りがあるように思おれる。
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意する。そこで(2)式の左右両辺に，各々 2.の(7)，(8)式を代入し，両辺の σ

には無関係に定まる項を相殺すれば， (3)式を得る。

2J~=2 am tm(σ〉孟2J~=2 αm{tm(σJrm)+trm(ゆ)}..・H ・・・H ・H ・...・H ・-・・(3)

この式は 1亘r阻 <mなる任意の rmに対して成立するから右辺をできるだ

け大きくすれば，

2J~=2 am tm(σ〉孟2J~=2 αm・皿ax{tm(σJr)+tr印)}.
1三五rくm

さらに，任意の σに対しでも成立することから，

min 2J~=2 am tm(σ〉孟mip.2J~=2 am max {tm( o Jr) +tr匂)}，p 主 r<皿

孟2J~~2'am'mip:1 max {t皿(判r)+tr(ゆ)}
dlY 1 三~r くm

最後の式の minと maxの順序が可換であることに注意じよう。そこで，

am= 1，αp= 0 (pキm， 1豆P三五M)とおけばtmCσ7の下界Lmを与える基

本的な定理1を得る。

【定理1】 min tm(σ〉与.Lm
a，p 

(2三玉m三五M).........・H ・....・ H ・(4)

但し Lm=max Lm( r)………ー・……………・・・・・・………………u ・…(5)
1三可くm

Lm(か mTfぱ σJr)+tr(州 ・・ (6) 

ここで， (6)の右辺の最小値は2.で定義したがれ， m)によって与えられるこ

とに注目する。また a*(r，m)は Mittenの規則[3，p.147Jによって与

えられることを利用すれば，次のような Lmの計算手順を構成することがで

きる。 Step1と Step2が Mitten規則に対応しており σI・円がσ*(r， m) 

である。

(Mitten規則による下界算法】

Step 0 : L皿← 0，r← 1 

Step 1 : J 1 ←{iE J Jτ;，r<'1';，m} 

Jn ← J -JI 

Step2σI←(1Jの要素を，;，r+G;(r，m)の小さい順に並べたもの〉

σE ←(Jnの要素をG;(t，m)+t';，mの大きい順に並べたもの)

Step 3 : Lm←max{Lm， Lm(r)}‘ 

但し， Lm(r)=tm(σI ・σnJr)+tr匂〉
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Step4 r =m-1なら終了。

rくm-lなら r← r+ 1として Step1へ。

定理 1 から Lm を各m~こ関して計算しておけば， tmCσ) (1豆m亘M)に

関する任意の非減少関数に対する下界を求められることが明らかである。ま

た， m=Mについての計算を行えば， 2.の(2)で、定義した tMCσつに対する下

界を得ることができる。

上の算法によってB-B法における下界を求めようとする場合， Step 1と

Step2を毎回実行する必要はないことに注意する。つまり， B-B法の中で

は部分スケジューノレσnに対する下界が， JN-nに対するL皿を求めることによ

って算定されるが， JN-nに対して Step1， Step 2によって得られるスケジ

ューノレは， Jに対する σI・σEから σnに含まれる仕事を間引し、たものになる。

従って， B-B法に入る前に必要とする各(r， m)の組合せに対するσI・σE

を求めておけば，特定のmに対する下界算定に要する計算量は l~m-l

の各rに対する間引きと tmCσIr)の算定を行うためのOCCm-1 )CN -n)) 

である。これは最も単純なMBBと同じオーダーの計算量である。

4. 算法の改良

前節ではtmCσつの下界を計算するのにL皿だけを求めることを暗黙の内に

仮定して検討していた。ここではLmCr)の計算に先行してLrが計算されて

いる場合を考える。

Lrは機械rがJのすべての仕事を完成するのに必要な時間の下限であるか

ら，機械rには少くとも ILrだけの遊休時間が発生する。

ILr=Lr-{2J i，Jτi，r+ trCゆ)}..・ H ・………...・H ・..…...・H ・..… H ・H ・..，(1) 

前節の算法は ILr=0を仮定していたのであるから，このことを利用すれ

ばより高精度の下界LDmを求めることができる(図2参照〉。しかし ILrが

正であることから Mitten規則に多少の修正を加える必要が生じる。この点

を検討しょう。

総計 ILrの遊休時間がスケジューノレ実行に際してどのように分布して現わ
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機械 t，(σl・ηIr)=L;1i"
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図2 S(r， m)eILrつきのS(r，m) 

れるかが不明なのでσのi番目の仕事の着手直前に 1(i)なる遊休が生じると

考えよう。

2.j ~=I1( õ) =1L .……・・………・・……・・・…... ・・ ・・ H ・H ・....… …・・(2)

この時，機械r，m でのスケジューノレの完了時刻 t~ ， t~ は(3)式で計算で

きる。

-・・(3)
t紅dnlr) = max {t~(σnl r) +G(n)(r， m)， t;!(σn-II r )}+，(n).m 

t~(σnl r )= 2.j 7=1{τ(i )，r + 1(i)} 

仮りに 1Lrだけの遊休時間がσのN番目の住事の着手直前に集中して生

ずるものとすれば，この時の完了時刻 t~ ， tヰは l~N-l 番目の仕事Jこ対

しては 2.の(4)式で計算できるから次の式が成立する。

t~ (σN-Il r) =t~(町一作)+ 2.jと11(i) 
・……(4)

tl~(σN-d r)孟t，~(町一 li r) 

従って，

t~(σI r) =t;.(σNー I1 r )+1Lr +!'CN) ， r=t~(σ1 r) 
-・・・・・・(5)

t~(σ1 r ) = max{ t ~ (σ1 r) + G(N)(r， m)， t~(σN-dr)}+τCN) ， m 

(3)と(5)を比較すれば， (4)の第2式の存在から， t~Cσ1 r)豆t;;'(σ1r)となる。

以上から.次の定理を得る。

【定理2】 S( r， m)において機械rに総計ILの遊休時間が強制されている

とき σEPの完了時刻を最小にするには， 1しを最後の仕事の直前に集中lンて

置けば良い。
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ILrを考慮した下界算法を構成するには，次のようなスケジュール σO.を求

める手順を見つけなければならな¥"。

tニ(σ01r ) =min t;;'(σI r)…...・ H ・..…………...・ H ・H ・H ・...........・ H ・.;(6) 
a<p 

σiをJ-{ i}の住事を Mitten規則によって並べたものの最後に仕事iを

追加してできるスケジューノレとする。 σiは仕事 iを最後に処理するスゲジュ

ーノレの中の最良のものであるから，明らかに次式が成立する。:

時(σOlr)=守汚点σi1 r)・ ・・・・・・・・・ ....................・・・・(7)

a* =σI・σEとし，その最後の仕事をいとする。 iキi*であればσIのN-l

番目の仕事は iには無関係にドであるから，ドと σiの総所要時聞は次のよ

うに書くことができる。

t::'Cσi I r ) = max ( t r Cσ占-2Ir)+-r円汁IL.十-ri，r+GiCr，m)+-r i ，m 1 
{trCσ占2Ir)+n*，r+G戸Cr，m)十'Ll">>，m十Ti，m" ト・(8)

1 tmCσ占-2Ir)+n;"m十'Z"i，rn

ωキlr 〉 =max!tr(σ~-2Ir)十τ1r+ILhA4r，m〉+Tihn!(9)

ltmCσ~-llr)+-r i 器， m

61とピの定義により ILr= 0 なら明らかに t.~C (J Î!r)三三 t.~Cσ*Ir)であるから，

t~ 

。 C A B IL， 

B=tm(σi I r )ーltr (σ合21r )卜τi勺十!'i.l'十Gi(r，mi十'ri.mi
C=tm(σホ1r )ー¥tr(σ占-21r ~十 ""i ，汁t't* ， r 十 Giベ r ，m)+'fi*.m 

図3ILr.の14に対する影響
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ILrの増大に伴ってがの最適性がおびやかされる。この様子を図3に示す。

各折点は(8)あるいは(9)式の第一項がその maxを与える ILrの値を示し，

ILrがこの値より大のところでは直線の傾きは1である。図から， B>Aか

っILr>Aのときその時にかぎり， σ1はゲより良いスケジューノレである。 B

>Aはd1>むと同値であり， d1>d2は

d2 =tmCσil r)ー tmCσ*1r) 

d1= B-C 

を考慮して変形すれば次式と同値である。

Giベr，m)+τi*.m>GiCr， m)+'ri.m'"…H ・H ・-・，..........……・1・H ・H ・-帥

いの定義から帥はid]のときだけ成立する可能性がある。

A=C+d2であるから，tm(ailr)に(8)式のILr=0としたものを代入すれ

ば， idjであるとき次式が成立することがわかる。

Aミミτi.m-Ti.r

従って， ILr>Aなるための必要条件は，

ILr+'ri.r>'ri.m…………………………………………………………0カ

次にσiのいと iを入れ換えたスケジューノレσ合2・i・?を考える。 ILr=0で

あれば

tmCσ*1 r)三玉tmCσ占2・i・i器1r)冨tmCailr) 

であるから， t，';，Cσつr)>t，';，Cσil r)であるための必要条件は次のものである。

t二(σ ネIr)>tmCσ占-2・i.i*lr)

悼式の第一項が(9)式の第一項と同一であることに注目すれば，上の式が成

立するための必要条件は悼の式第一項が第二項より大であることであり，こ

れは悼式である。

ω占2-i .ぺi*Ir← m吋trベ(σ主トい一→E川 +τ町1叶，
+Gi*普Cr，m)+'ri*.m 

trCσ占-21r) +τi.r+GiCr， m) …~~ 

+'Z'i，m+'Z"i*，m 

tmCσ長-2)+n.m+τi*.m

ILr+'1'iり +Gi*Cr，m)>'1'i.m+G;Cr， m) ...・ H ・.....・ H ・..…...・ H ・ "(1~
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以上から次の定理とその系を得る。

【定理3】 S(r， m)において機械rにILrだけの遊休時間が強制されてい

るとする。このとき次式が成立する。

tニ〈σ。Ir )=min t~(σi I r)…...・ H ・...・ H ・.....・ H ・...・ H ・...・ H ・.....…帥
i E J(ILr) 

(3.の手順ではp=Mとする〉

p~冨M

r;:;;;p-l 

〆
ノ---

図4 Mitten規則を用いる下界算法およびその改善法

ノ
〆
ノ

、、

ノ
ノ
ノ

/ 
J 

、
1 、

l 
l 
j 



150 :(150) 経済学研究第29巻第1号にい，

但し， J(ILr)={iづU{ifJ 11M，帥，帥成立〉

〔系JW=min {G;(r， m)斗'['i.m}とするとき，
id(ILr) 

t~( O" ûl r)孟max{t~(σ*1 r)十W，t~(ピ 1r )}...・ H ・....・ H ・..，・ H ・..・・・(15)

この系が成立することは(15)め右辺第一項が(8)式の右辺第一項の iE J(ILr)に

関する最小値であることから明らかである。

帥式に基づいて，図4に示す手順で改良された下界 LDm (図では Lp が

LDmに対応する〉を求めることができる。この手順では LDmを求めるため

にLD2~LD皿 l をすべて計算しており前節で、述べた方法に比べて約(rrl- 2) 

(m-1)/2倍の計算量が必要になる。後に述べる計算実験の結果から見て，ネ

ックになる機械に注目するなど，ここで、述べた改良法の適用に際しては，計

算量の増大することを十分考慮Lてその方法を検討する必要があろう。 (σ キ

=0"・i.1?.u，σi=:7.2・i*・iとして， (8)式のより詳しい表現を求めるこ

とによって， σiがσ*より良いための必要十分条件を得ることが可能である

がそれを適用するには図4の場合よりさらにN倍程度の計算が必要になるの

で，ここでは割愛する。〉

5. 従来の下界算法との比較

ここでは 3~で述べた下界 Lm が従来提案されているどの算法よりも高精度

の下界で、あることを論証する。副産物として，従来提案されたものの中で最

も高精度な下界を改善する，ほとんど計算量の増加しない算法が得られる。

従来の下界算法の代表的なものとして，

機械準拠下界 (MBB) [8， 14J 

往事準拠下界 (job-basedbound， J B B) [15J 

Char1eton-Dea th下界 (CDB)[4， 5J 

Bestwick-Hastings下界 (overrun-basedbound， 0 B B) [4 J 

Ashour下界 (non-interferencebound， N 1 B) [2， 1 J 

を上げることができる。このうち[4 Jに，

OBB孟MBBγ~OBB 孟CDB.
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が示されているので，ここではJBB， OBB; Nl Bの3つをとり上げる。

(i) JBB 

機械mに対する JBBmは， (1)式で定義される。

JBBm=m8.x JBBm( r)目・・……………………………………………(1)
1三三r<m

但し， JBBm(r)=tr(ゆ)+ max[Lj';= rτi，p+ Lj min{t"j，r，τj，m}J…H ・H ・-・・(2)
IfJ jEJ -{i } 

Lm(r)とJBBm(r)の聞には次式で示す関係があるので Lm与JBBmである。

Lm(r)=tr(ゆ)+tm(σi・σrrlr) 

与し(ゆ)+ ma2S 1 Lj j =町j)・r+ Gcn)( r， m) + Ljf = n't"(i)，m 1 
1三泊三N

与し(ゆ)十maxlLj 't"j ， r+ Lj~=r 't" i ， p+ Lj τj，ml 
i ，J j，J 1 -{ i } j，J n -{ i } 

孟tr(ゆ)+max[Lj';=r't"i，p十Ljminlτj， r，τj，mlJ 
ifJ .lEJ-{il 

=JBBm(r) 

(ii) OBB 

σ十をJの仕事を G;(r，m)+'t"i，m の大。きい順に並べたスケジューノレとす

るO 任意のスケジューノレσのi番目の仕事のオーバ{ラシ YCi)(σ〉は(3)式で

定義される O

y(ilσ)=G(i)( r， m)+'t"(i)，m-LjY=i十lr(.i)，r……...・H ・H ・H ・..…(3)

このとき，

max YCi)(σ+)=min max YCil(σ)...・H ・..…..，・H ・..……...・H ・..…(4)
l~i:::::N afP 1:三1三N

であること[4 Jに注目して， OBBmは(5)で定義される。

OBBm=niax {max OBBm(r)， Lm(m-1 )}...・H ・..…...・H ・..…(5)
1三三rくm

但し， OBBm(r)=tr(ゆ)+ Lji，Jτi， r + max Y(i)(σつ...・ H ・.....・ H ・..…(6)
1三三i三三N

(3)に着目すれば次のように変形できて Lm~ミOBBmを示すことができる。

Lm(r)与し(ゆ〕+12??三Nfzi=lT〔jhr+Gfi〉〈r，I71〉+T〔i〕，m}

=tr(ρ+ LJi(J 'rj. r十 12芝NY〔i〕(σI・σrr)

(4)が成立するから，

与tr(ゆ)+ :2Ji，J "i， r十 maxYU)(aつ=OBBm(r)....・H ・-…(7)i 
1:O;;:i三五N

なお， (7)の最後の不等式は σ+のかわりに σI・σEを用いあことによって
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OBBmを改善できることを示している。 σI・σEを求めるのに必要な計算量は

σ+のそれとほとんど違わない。

(iii) N 1 B 

σーをτi，r+Gi( r， m)の小さい11買に並べたスケジューノレとし， この i番目

の仕事に対して次式により CCi)を定義する。

CCQ)= 0 
-・・(8)

Cc日=max{'t"Ci)，r + GCi JC r ， m)， CCi-l)}+τ(i)，ID 

この時NIBmは次のように定義される。

NIBm = max NIBm ( r ) ……… ・・…………………………………(9)
l";:'rく皿

但し， NIBm(r) =CCN)+tr (ρ…....・ H ・-…..，・ H ・.....・ H ・.....・ H ・......・ H ・-帥

(8)を逐次計算する過程で、第二式{ }の中の第一項がCCi-1)より大であると

ころの最大の iをkとすればCCN)は次式で、与えられる。

CCN)=τCk)，r+GCk)(r， m)+ 2J~=k 't"(j)，m 

max {τCi)，r +GCi)( r， m)+ 2J1=i 't"(j)，m} 
1三三i";:'N

maX{'t"Ci)，r+GCi)(r， m)-2Jι1 '1'Cj)，m}+ 2J~=I '1'(j)， m' ・・ (11)
1~三 i 三三N

この最後の表現と(6)に(3)を代入して得る表現の類似性に注目を要する。すな

わち，

OBBm(r)-tr匂)=旦?EJTcu，m+GC17(r，m〉

-2J~=i 十町j)，r}+ 2J1 e=町j)，r…同

S( r， m)の逆順序問題言(r，m)[18]とは帥式で定義されるしか1m)を最

小にするスケジューノレP を求める問題である。

tm(σn I m)=tm(σn-l 1m) + '1'Cn)，m 
ー…帥

tr(σn I m)=max{tm(σn 1m) +GcD)(r， m)， tr(σn -llm)}+ '1'Cn)， r 

但し， tm(olm)= 0， tr(Olm)= 0 

これはS(r，m)がその完了時刻を一一、のように計算するのに対して，

ヘーーのように， スケジューノレを逆の順序に実施した時， 逆方向から計算

した完了時刻を求めるごとに相当する。制式のσーを逆転した証ーを考え，逆

順序問題のように逆方向から計算するものと考えると， ω式は次の式と等価
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である。

CCN〉=225JTCi〕，r+G〔i〕(r，m〉-217=i+町j)，m}+2JY=町j)，m…(1母

但し， (14)の[iJ=帥の[N-i + 1 J 

EーがS(r，m)に対する σ+に相当することに注意して紳とゆを比較すれば，

C(町が逆順序問題の min.maxオーパーラン仏)であることがわかる。

ゅは tr(判r)=tm(olr)=0であるS(r，m)の総所要時間の下界で、あり，

C(N)はtm(olm)=tr(ゆIr)=0とする吾(r，m)の総所要時間、の下界である。

との時， S(r，m)とS(r，m)の総所要時間の最小値は各々， σI・σEとそれと逆

順序のスケジューノレによって実現され，互に等しい。(これは [18J一主同様の

手法で容易に示すことができる。〉従って， L皿孟NIB皿が成立す竺るr

OBB皿の場合と同様に， σI・σEに対してω式を計算する亡とに土みで，よ
り高精度の NIBmを求めることができることを指摘Lておζ。♂円

6. 計算実験

L皿が他の下界より定性的には良いことがわかったが， ここではその改善

量が定量的にどの程度になるかを実験によって調べる。

1'i，mとして， 1 ~10あるいは 1 ~100の整数型乱数を用いる例題を，M= 1， 

2， ・・・・・・， 20， N = 10， 20， 30， 50， 100の計20x5 =100ケースについて，

各々100題づっ作り， LM， OBBM， MBBM， JBBMを計算した。各々について

の100題の平均値を基準データとして，以下結果を整理して述べる。なお，

下界の良さの尺度には次式のSMと各下界の差を用いている。

SM= r耳axt品(σ*(r， M)I r)……....・H ・-…....・H ・...・ H ・......・H ・..…(1)
l:SrくM

SMは4.の(9)式のrに関する最大値であって， 4，ーで述べた改善法巴よって

得られる下界の上限である。

図5は， 1 ~10の整数型乱数を用いる場合の，各下界の SM に対する比率

の平均値を示したものである。但し， N=20と100については図が混雑するの

を押えるために選択的に記入してある。 1~100 の乱数を用いる場合は，図

5とほとんど同一であるので割愛する。各々のデータ点での下界値の差の絶
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対量出，表 1 を参照して求めれば良い。表 1 は S~I の 1%が何単位時間に相

当するかを示すものである。例えば" N=30， M=10の場合には，図5より

LM・97.9，OBB珂;94.7であり，表1から2.20を得るのf

LM-OBBM= (97.9-94.7) x2.20=7.04 (単位時間〉

だけ LM の方が大きい下界を与えることがわかるρ1~100の場合にも図 5 を

使って同様に行えば良し、。

こうして得る SMとの差の絶対量をNおよびMlこ関して平均したものが図

6である。 (N)とあるものは，その各データ点が

LJ {SM-Xl<a 
N=10，剖，回， 100 但しX=L， OBB， MBB， JBB 

4 

の値を示しており (M)とあるものは，

2~=I{SM-X~à 
20 但しX=L，OBB， MBB， JBB 

を各Nの値に対して求めたものである。非常に粗いまとめ方の図であるが，

各々MあるいはNの変化に対する各下界の挙動を特徴的に示していると言え

よう。

表2は，図5のN=lO， 50に対応するデータ点で、の分散を示したものである

が， Nの他の値に対しても類似の傾向があることを付記しておく。

以上の図および表を検討すれば，以下に述べるような諸点が明らかとなる。

a.新しく提案したLMは他の算法に比べて格段に良い下界である。 LMの

計算に要する計算量はオーダーでは，例えばOBBMと変ーちなーいので，LMの採

用によってB-B法が大幅に改善されそうである。特に[4JではMBBの代

りにOBBを用いるだけで、かなりの改善となることを示していることに着目

する。

b. OBB とMBB の差出L と OBB の差の1/5~1/6程度である。

c. J B Bは他の 3種に比べて，極端に悪い，しかし，仕事数に比較して

機械台数が多い場合には， OBBやMBBより良い下界を与える傾向が見え

る。

d. 4.で提案した改善法による改善量は機械台数の増加につれて急激に大
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となる。このことは，計算量の増大があまり急でないように適用方法を工夫

すれば (4.の最後の段落を参照)， この改善法は相当有効であろうことを示

すものと考えられる。

e. S~I と OBB，[および MBBM との差は仕事数が20~40のところで最も小

さし、。しかし， MBBを用いる場合，この位の仕事数の所で計算量が極端に

大きくなる問題が増加する〔例えば11を見よ〕。 この位の規模の問題が最も

解きにくいもののように思われる。

f .平均的に悪い下界ほどその分散が大である。これは，平均的には悪く

とも時に，非常に良い下界を与える場合のあることを示すものと考えられ，

混合下界 (composedbound) が有効となる根拠と言えよう。

7. むすび

本稿では Mitten規則を利用する下界算法を提案し，それが従来のどの算

法よりも高精度の下界を与えることを立証した。また，この過程で， Mitten 

規則に基づくスケジューノレを利用することによって，既存のものの中でも高

精度な Bestwick-Hastings下界 Ashour下界を改善できること， さらに

この 2つの下界が同じ計算法を各々もとの問題とその逆順序問題に適用した

ものであることを示した。各種下界算法について行った計算実験の結果から

は，新提案の方法による下界改善量が特に大きいことを示すとともに，既存

の算法のこれまで言及されていなかった特性を 2~3 明らかにすることがで

きた。

新しい下界算法を利用する B-B法の計算効率に関するデータはまだ十分

に蓄積されていないので別の機会に述べたい。しかし，これまでのところ，

機械台数の増加とともに仕事数の増加に対する以上に，その効率が悪化する

傾向が強い，例えば，準備的な計験ではM=3の場合には S況が真の最適値

にほぼ等しいのに対し， M=10ではそれが90%程度となる。このことは，機

械台数が多い場合に，これまでのように機械干渉に関する制約を緩和する方

法によって，高精度の F界を得る見込が非常に少いことを感じさせる。
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最後に， 日頃，ご討論，ご激励下さる久保洋助教授(北海道大学大型計算

機センター)，大内 東助手(北海道大学工学部)，若林信夫助教授(小樽商

科大学〉の諸氏に感謝する。

なお，本研究における計算実験は北海道大学大型計算機センター(FACOM

230-75)を利用して行われた。 さらに， 本研究は一部文部省科学研究費補

助金に依っている。
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