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経済学研究 35-2
北海道大学 1985.9 

模型の選択に対するベイズ方法論的演鐸について

園 信太郎

1.序

方法論 (methodology)を方法に関する論理

学と考える事にする。概念の分析と統合に基づ

く，方法に関する演緯的考察に，方法論者の役

割を限定するのである。

統計学の基礎に関するこの小論は，以下の三

つの立場を採る。

第一は， I統計学の奥義は， 各各の統計家の

長年に渡る鍛錬によって，始めて体得される」

式の「論理」は採用しない， と言う事である。

仮りにその様な「奥義」が存在したとしても，

統計学の基礎とは本質的に，少なくとも論理的

に，無縁である， と考えるのである。

第二は， I統計学は実用的な道具類の集積物

でなければならなし、」式の「論理」は採用しな

い， と言う事である。論理的な基礎を問題にす

るのならば， I実用性」は禁句である， と考え

るのである。

第三は，法家的な立場を採る， と言う事であ

る。司馬選の『史記11，老子韓非列伝， が， 法

家を黄帝老子の道徳、に基づくとするのは事実だ

が，ここでは刑名参同を採る。即ち，特定の人

格が，特定の資料に基づき，行為を選択し且つ

自己の行動を決定する場合に， I二つの， 立場

の異なる，方法論の各各に基づいて当の人格に

よって演縛される，当の資料を利用する為の二

つの方法」に基づいて決定される，二つの当の

人格の行動が，同一であるのならば，かかる二

つの演緯の過程における形式的な操作の遂行の

成否が，当の人格の経験及び知識及び知能に依

存する度合がより少ない演緯の過程，を，提出

する方法論を，他の一方の方法論よりも普遍性

を有する者， と判断し且つ採用する立場を採る

のである。

ペイジアン (Bayesian)なる語の内容を以下

では方法論の意味に限定し， これをベイズ方法

論 (Bayesianmethodology)， 以下 BAYM

と略記， と呼び， BAYMに基づく，方法の演

緯，を， ベイズ方法論的演縛 (Bayesianme-

thodological deduction)，以下 BAYMDと

略記， と呼ぶ事にする。

BAYMには二つの異なる立場が存在する。

一つは，損失関数或いは効用関数の概念を，事

前分布及び事後分布の概念と同様に， BAYM 

における基本概念の一つであるとする立場であ

り，他方は，損失関数或いは効用関数の概念

を， BAYMにとっては，非木質的な便宜的概

念とする立場である。粗雑な表現ではあるが，

前者を関数派，後者を分布派と呼ぶ事にする。

BAYMの本領は分布派に在ると考えるのが，

以下の論述の立場であるが，事後分散の解釈に

立脚した，関数派からの予想される反論，に，

対しては，第8節において返答を試みる。

以下では，所謂数理統計 (mathematical

statistics)において「常識J，但し，未だにそ

の論理的な基礎が不明確な「常識J， とされて

いる，尤度の概念，統計的模型 (statistical

models)の選択，尤度の定義，さらには，統計

的方法の方法論的妥当性，等に関する，分布派

の立場からの， BAYMD's を考察し，所謂数

理統計と BAYM との方法論としての刑名参

聞を，簡潔な様式で，行なう事にする。また，
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その際に，事後密度の強度，なる量を導入する。

なお， この小論文は鈴木教授(東京大学経済

学部)の統計学及びベイジアンに対する見解の

影響を強く受けているが，この見解について

は，第8節で簡潔に述べる。

2. 尤度と比率尤度

ペイジアンの内の幾人かが，オ二度の概念を

BAYMの基本概念のーっとしている事は，周
知の事実だが，少なくとも分布派の立場からす

れば，尤度の概念は副次的なものである。当然，

「ベイズの公式を用いる際に右度を用いるので

あるから，やはり基本概念の一つであるJ，との

反論が予想されるが，この反論の論理的根拠は

不明確である様に思われる。何となれば，事前

分布の事後分布への変換を表現するのがベイズ

の公式であり，且つ，事後分布の事前分布に対

する比率が，所謂尤度，になるからである。こ

の事は次の様にして確認される。

特定の人格の，母数空間 θ上の，測度 μ(d8)

に関する主観確率の密度，以下事前密度と呼

ぶ，を ρ(8)とし，且つ，その人格が観察の結

果 x， を得た後の同様の主観確率の密度，以

下事後密度と呼ぶ，を ρ(8I x)とするならば，

次の (2.1)なる量が定義される。

一 ρ(8I x) 
(2. 1) 1 (8 I x)一一一

ρ(8) 

或量 h(8Ix)が xのみに依存する正の定数

C(x)に対して，1(8Ix) =C(x)h(8Ix)，を満た

すのならば，

S ef-1(d8)ρ(8Ix)=1， 
及び， (2.1)より，

及び，

C(x) =一一一一 1
!θμ(d8)ρ(8)h(8Ix) 

ρ(8) h (8 I x) (2.2)ρ(8Ix) = (' Y¥VJ'"¥V I~J 

θμ(d8)ρ(8)h(8Ix) 

を得る。これはベイズの公式に他ならない。

以上の議論から了解される様に，所謂数理統

計における統計的模型なる概念はどこにも登場

していないのであるが， これは BAYMにお
ける後実験的 (post-experimental)な立場の

反映である。なお，尤度を重視するか否かにか

かわらず，ペイジアンでは，尤度なる概念を後

実験的な立場で使用するのであり， ネイマン

流の統計学における，類似の概念の前実験的

(pre-experimental)な使用とは，少なくとも

論理的な意味において， BAYMは無縁であ
る。このことは，尤度の概念を重視する，関数

派ベイジアンである， Bergerがc1]，第1.

6.2節， 23頁から28頁，において簡潔に説明し

ている。

ここでは，多く見られる論理的な誤解を回避

する為の，一つの試みとして， (2.1)で定義さ

れる量を，事後密度の事前密度に対する比率と

言う意味で，比率尤度 (ratiolikelihood) と

呼ぶ事にする。比率尤度の定義式 (2.1)は尤

度の概念に対する BAYMDの表現であると解
釈する事が可能である。

3. 模型の選択

今日，一部の数理統計家は，非常に熱心に統

計的模型の選択を論じているが，彼らの議論の

論理的根拠は，少なくともペイジアンの立場か

ら見る限りでは，不明確で、ある。何となれば，

彼らの議論においては，後実験的な概念と前実

験的な概念との区別が明示される事が無し、から

である。しかも，後実験的な立場から見る限り

では， 所謂数理統計における， I統計的模型の

選択」の問題は，統計学的方法論の本質にかか

わるものではなく，副次的な物に他ならない。

この事は次の様にして確認される。

特定の人格が，彼の「考察の対象とする世界

(world) Jを記述する為に，採用する複数の母

数空聞を， θm，m=l， 2，…，M， とし，且つ，

その人格の各 θmに関する事前密度を ρ刑 (θm)

とする。また， その人格が観察の結果，x，を
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得た後の，各θ皿に関する事後密度をかベOmjX)

とし，且つ，各mに関する事後確率をρ(mjx)
とする。この場合，もしその人格が， ρ隅 (OmjX)，

01nEθ叩 ，m=l， 2，…，M， 及び， ρ(mjx)，m=l， 

2，…，M， に基づいて，一個の mを選択するの

ならば，この行動は，その人格が，彼の「世界

に関する過去及び現在の知識J，及ひ¥彼の「世

界を記述する様式に関する知識J，に基づいて，

「世界を記述する様式と言う意味での模型」の

選択を行なうことに他ならない。

上記の意味での「模型の選択」には，数理統

計における「統計的模型」の概念は現われてい

ない。概念の混同を避ける為に，上記におけ

る，世界を記述する様式としての， 母数空間

也記述的模型 (descriptivemode1s)と呼ぶ

事にする。

「記述的模型の選択」の概念は， r統計的模
型の選択」の概念に対する， BAYMD の結果

である， と解釈する事が可能である。

4. 選択の基準と事後密度の強度

上記第3節における，記述的模型の選択を，

何らかの意味での量的な基準によって行なう事

が，論理的な根拠を有するならば，その基準を

簡潔な算術的様式によって表現する事は，統計

学的方法論への一つの洞察を与え得るかもしれ

ない。

以下の量 (4.1) はベイズ推論においてしば

しば使われる量であるが，この小論において

は， これを事後相対高 (posteriorre1ative 

height)と呼ぶことにする。

ρ(Bjx) 
(4.1) r(O jx) =示百jx)， 

但し， ρ(Bjx)=max{ρ(0 j x) ; OE8}， とする。

事後相対高 (4.1)及び比率尤度 (2.1)によ

り，逆に，次の (4.2)，(4.3)，及び (4.4)を

得る。

(4.2)ρ(Bjx)=r 1 
lθμ(dO)r(Ojx) 

(4.3) 

(4.4) 

ρ(Ojx)=子
(o j x) 

1θμ(dO)r(Ojx) 

_ r(O jx) 
ρ(0) = ・7一一一

I(Ojx) -r .. 
lθμ(dO)r(Ojx) 

従って， (l(Ojx)， r(Ojx); OEθ) は， θに

関する過去及び現在の知識の表現としての，

(ρ(0)，ρ(Ojx) ; OEθ) と同値である。そこで，

2変数(l， r)の各各に関して単調増大である正

値関数 f(l， r)に対して，

(4.5) PDP(f) = Lp(dO)ρ(Ojx)f(l(Ojx)， 

r(Ojx))， 

なる量を定義して，これを事後密度の強度

(posterior density power)， 以下 PDPと

略， と呼ぶ事にする。但し， (4.5)は後実験的

な量であるから，/が xを助変数として含む

様な場合でも (4.5)によって PDPが定義で

きる事を注意する。特に，f(l， r) =IA • rB，但
し，A及びBはxのみに依存する正の定数，
の場合，PDP(f)を PDP(A，B)と書くこと

にする。試みに PDP(A， B)を計算すると以

下の様になる。

必(Bめい f
PDP(A，B) =υ:おっ Jfl (dO)ρ(Ojx)的
/ρ(B) . / A • m Lt(OjX)¥ 
LAloIPloy+(A+B)logd6id 

従って，比率尤度 (2.1)を用い，且つ，

ρ(B) 
N(O) =1 ogρ(0)' 

ρ(0 I x) 
W(O jx) = -210民話;，

と置けば，両辺の対数を取る事によって，

10g PDP(A， B) =A  10g 1 (B jx) 

+K(ゴA~+B)Ixi 
2 1" J 

但し，K(zlx) は

K(zlか 10gfeμ(dO)ρ(θIx)的 (z(W(仰)

2A 
ーーァ15N(O)))，
A+B 

によって定義されるキュぷラント母関数であ
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る。故に，事後平均及び事後分散を用いると，

(4.6) log PDP(A， B) =A log l(lJlx) 

2A 
-D・E(W(Olx)-AZ，';BN(O)1 x) 

2A +15・D2・V(W(Olx)一互王"BN(百)1x) 

+R(D， x)， 

但し，D= (A+B)/2，且つ，R(D， X)/D2はD

→Oの場合に有界，である。

従って， 特に， 或定数 Cが存在して A/D

→C， D→0，ならば，

(4.7) lim ~log PDP(A， B) 
D→QLノ

=C・(logl(lJlx) +E(N(O)1 x)) 

-E(W(百Ix)1x). 

比率尤度 (2.1)の通常の解釈は， 1真の状態

は Oである， と言う命題を，観察の結果 Z が

支持する強さj，であり，事後相対高 (4.1)の

通常の解釈は， 1真の状態は Oである，と言う

命題の確らしさの強さj，である。従つで，PDP 

(A，B)を記述的模型 θ叩 ，m=1， 2，…，M， を

選択する際の基準として採用する事が可能であ

るかもしれない。例えば， 特定の人格が， 1何

らかの意味において真である」記述的模型，例

えば「真の個数から成る自由母数」を持つ模型

等，を選択する事を試みる場合，その人格が，

θ叫に対応する PDP(A， B)， 以下 PDP(m)

と略記する，を「真の模型は θ叫である， と言

う命題を，観察の結果 x，及び，現在の，世界

に関する彼の知識，が， 支持する強さj， とし

て採用するのならば， I~真の模型は θ怖であ

る』と言う命題が偽である事をその人格が知っ

ているのならば，かかる支持 PDP(m)はその

人格によって論理的に意味が無いものとして無

視される」と言う仮定の下では，次の量を最大

にする moを「真の模型に対応する添字であ

る」と仮定する事は方法論的根拠を持つ可能性

がある。

(4.8) xρ(mlx)d(m， mo)PDP(mo) 

=ρ(molx)PDP(mo)， 

但し m=moの場合は d(m，mo) =1， 他の場

合は d(m，mo) =0， とする。

仮りに (4.8)を moに関して最大化すると

言う選択の基準を採用するのならば，特に，

A/D→C， D→0，なる場合， (4.7) より，

j五坐回E雪国2JD
(4.9) tρ(仇1x) PDP (の)J
ρ(mlx) =ρ(のIx)ならば，

exρ(l(m) -l(仇))， 
ρ(mlx)くρ(のIx)ならば，

O. 

但し， ρ(仇Ix)=max{ρ(mlx); m=l， 2，…， 

M}，且つ，l(m)は， θ怖に対応する (4.7)に

おける右辺の量，即ち，

(4.10) l(m) 

とする。

=C・(log1 (九Ix)+E(N(九)1 x)) 

-E(W(夜間Ix)1x)， 

故に， (4.8)の最大化と言う操作に従って模

型の選択を行なう人格が，PDP (A， B) の，

A とB の比率のみに関心を持つ場合，次の基

準 (4.11)によって選択を行なう事になる。

(4.11) ρ(mlx) =ρ(のIx)を満たす m の内で

(4.10) の量 l(m) を最大にする m を

選択する。

以上の記述的模型の選択に関する議論は，後

実験的なものであり，統計的模型の概念を含ま

ない事を注意する。

A 及び B を， logf(log 1， log r)の一次近

似の係数として解釈する事も可能である。

5. AICに対する BAYMD

PDP (A， B)に基づいて，特定の人格が模型

の選択を行なう場合，1 (81 x)によって表わされ

る 18に対する xの支持jの強さ， と，r(8Ix) 
によって表わされる 18に対する xを得た後
のその人格の知識，にもとづく支持」の強さ，

とを，その人格が同等に評価するのならば，

A=Bとなり，且つ， (4.10)の右辺において，



1985. 9 模型の選択に対するベイズ方法論的演擦について 園 25 (201) 

C=l となる。この特殊な場合の 1(m) を

11(m) と書く事にする。

11(m) と類似の量が， 近頃 A1Cの名の下

に，数理統計内部においては，一部の数理統計

家によって熱心に支持されている。例えば，坂

元，石黒，北川，共著， ~情報量統計学~， (3 J， 
の官頭，但し，北川敏男氏による序を含む，か

ら同書の64頁までを参照。実際，A1Cが，

11(m)の特殊な場合であると解釈する事が可能

であり，この事は以下の様に確認される。

A1Cを導く過程において，少なくとも， I標

本の大きさが適度に大きい事」と「最尤推定量

の，所謂，漸近正規性(上掲書49頁式 (4.19))j 

とが仮定されているが， この二つの仮定に対応

する BAYM内の，但し，方法論的根拠が，少

なくともベイジアンにとっては，明確である，

仮定は I高精度測定の原理 (principleof 

precise measurement)，及び，近似式，

(5.1) ρ(Olx)宇 (2π)-2I l' 1-2 

仰叫(守L勺(切0一山 1 (切炉0ト一刈
(α{但旦し， μ及びZは各各θの事後平均ベクトル

及び事後分散行列であり，。を上掲書との対応

を考慮して，k個の自由パラメータから成る母

数とする。)

を，模型の選択を行なう人格が採用する」と言

う事である。高精度測定の原理に対する通常の

解釈は， I事後分布が優越 (dominate)してい

る領域においては事前分布を，近似的に一様で

ある， と見なす事が可能であるj， であるが，

式 (4.10)との関連でこの原理を表現すれば，

IE(N(百)Ix)宇 Oなる近似式を，模型の選択を

行なう人格が採用する」事である。一方，近似

式 (5.1)に対する通常の解釈は， I事後分布

ρ(Olx)によって表現される知識を持つ人格が，

(μ， 1')で規定される確率密度， (5.1)の右辺，

を， ρ(Olx)の近似として採用する」事である

が，式 (4.10)との関連で述べれば，IW(Olx) 

が， 近似的に， 自由度 hのカイ自乗分布に従

う， と言う仮定を，模型の選択を行なう人格が

採用するJ事であり， 結局， その人格は IE
(W(Ojx)lx)宇 kjなる近似式を採用する事にな

る。以上をまとめると，次の近似式 (5.2)が，

方法論的根拠を有する可能性が在る事がわか

る。

(5.2) 11キlogl(fJlx) -k. 

( -1) 
これは形式的には「一亙-・A1Cjであるが，

以上の議論は後実験的なものであり，数理統計

における意味での，統計的模型の概念を含まな

い事を注意する。

なお， (5.2)に (5.1) を代入する事によっ

て，

(5.3) 
1 

11=Tlogiρ(fJ) yll'下j

-(1+1ogy2π)k， 

を得る。従って，少なくともペイジアンの立場

においては，A1Cに基づく模型の選択とは，

事後分散行列によって表現される「母数に関す

る知識の精度」と「母数の次元の大きさ」を考

慮した，模型の選択にほかならない。

以上の議論から了解される様に，エントロビ

ー関数と A1Cとの連関は，方法論的には，副

次的なものである。

6. 尤度の定義と推論頑健性

事前密度 ρ(0)，及び，母数 0に依存する確

率密度 f(xlθ) に対して， 次の (6.1)を定義

する。

(6.1) ρ(O!x，f)={' 
ρ(O)f(xIO) 

lθμ(dO)ρ(O)f(xIO) 

特定の人格が， mその人格が考察の対象とす
る観察』の任意の可能な結果 Z に対して，

(6.2)ρ(0 Ix) =ρ(0 1 x，f)， 

(即ち，事後密度 ρ(Olx)が， (6.1)で定義さ

れる形式的な密度に等しい事)が成立するj，

を仮定するのならば，その人格は，確率密度の

族 (f(xIO); Ofθ)を， 観察の結果を生成する

統計的模型として，仮定する事になる。この場
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合，特定の固定された Zに対しては，比率尤度

の定義 (2.1)，及び， (6.1)により，

(6.3) 1(8Ix) ocf(xI8)， 

が成立する。 (6.3)は， (6.2)を仮定する事に

よって，後実験的な，従って，数理統計にお

ける統計的模型の概念とは無縁な， 比率尤度

1(8Ix) と， 仮定される統計的模型との関係を

表現する式である。

(6.3)は， 数理統計においては r尤度の定
義」として採用されているが，ベイジアンの立

場においては，この「定義」は，副次的な結果

である。また，以上の議論を， r尤度の定義」に
対する BAYMDと見なす事も可能で、ある。

後実験的な概念である事後密度を， (6.2)を

仮定する事によって，統計的模型の概念に関係

づける事が可能であるので， BAYMにおける

後実験的な議論及び結論は，任意の統計的模型

に対して応用する事が可能である。この様な

BAYM及び BAYMDの持つ方法論的な普遍
性を， 推論頑健性 (inferencerobustness) 

と呼ぶ事にする。

推論頑健性なる術語は， Box and Tiao (2J， 

第3章第2節， 153頁上から9行目から11行目

において，基準頑健性 (criterionrobustness) 

よりも方法論的な普遍性を有する頑健性と言う

意味で，使用されているが，上の議論では，推

論頑健性の方法論的に明確な定義を試みたので

ある。

7. 方法論的妥当性

統計的方法，或いは，統計的概念抗方法論

的妥当性を有するとは，その方法或いは概念に

対する BAYMに基づく演鐸，即ち， BAYMD， 

が存在する事である，と，少なくともベイジ

アンの立場においては，解釈される。但し，

BAYMDを構成する際に用いられる諸仮定

が，或特定の状況において，満たされる， と言

う仮定の下で，その特定の状況に対して，演緯

される!方法，或いは概念が応用されるのである

から，上記の意味での「方法論的妥当性を有す

る方法或いは概念」の，方法論的に意味のある

応用の範囲，が論理的に明確になる事を注意す

る。

なお，第1節で、述べた分布派の立場において

は， BAYMDを構成する際に， 第4節で定義

された PDP(f)の様な， 事前密度及び事後密

度に基づく方法論的な解釈が可能な量を用いる

事は認容されても，通常の意味での損失関数或

いは効用関数の概念を，その BAYMDを構成

する基本的な概念として，用いる事は，妥当で

はない。従って，仮りに損失関数或いは効用関

数の類似物を用いる場合でも，それらの類似物

を，事ー前密度及び事後密度の概念に基づ凡、て，

論理的に明確に定義しなければならない。

従って，特定の方法に対する，分布派の立場

からの， BAYMDの構成とは， rその方法を使
用する人格の知識に基づく，その方法を使用す

る事の妥当性を判断する為の，基準Jの構成に

他ならない。即ち，ペイジアン，特に分布派の

ペイジアン，においては，特定の統計的方法の

方法論的妥当性とは，演鐸的な論理によって構

成される「チェスの詰め手の様な」操作と， rそ
の操作を構成する際に使用される諸概念」に対

する方法論的解釈の明示，によって規定されな

ければならない概念なのである。

分布派の立場からの，上述の様な意味におけ

る， BAYMD'sの構成については，例えば，鈴

木(7]， (8 J， (9 J， CllJ.及び (6Jの第6

章，を参照。特に (6Jの第6章の考え方は，

一般逆行列を使用する事によって，組織的に一

般化され，且つ，その結果得られる手順 (pro-
cedure)に対する， BAYMに基づく明確な解
釈を有する，近似的な手順が，論理的に厳密に

構成される事を注意する。(この事については，

Sono (5 J，第5章，第7章，及び，第8章，
を参照。) なお， 多項分布の母数に関する所謂

尤度比検定，に対する， Box-Tiao流の客観的

ベイズ推論の思想に基づく，精確な BAYMD

が構成される事をも注意する (Sono(5 J，第
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2章，参照)。

8. 三つの価値判断

上記第1節及び第7節において言及した方法

論は，その一端が鈴木C10Jに簡潔に述べられ
ているのであるが，以下の三つに要約される。

第ーは，主観確率の概念に基づく事前分布及

び事後分布の概念，が， BAYMの基本概念で

ある， と言う事。

第二は，損失関数或いは効用関数，オニ度，非

報知事前分布 (noninformativeprior)，及び，

情報量，の概念は， BAYMにおいては，副次

的且つ便宜的な概念である， と言う事。

第三は，特定の人格が事前分布を選択する場

合には， r未知固定 (unknownbut fixed)の
形式的な表現」を持つ事前分布，なる概念は，

BAYMにおいては，方法論的根拠を有しな

い， と言う事。

特定の目的を達成する為に，その人格が自己

の知識の状態の表現を，その目的の内容に応じ

て， 自由に選択し得る， とするのが，第三の主

張の内容である。

第二の主張については， BAYM内の，事後

平均，事後分散，等の自然な概念が，既に，情

報を表現する量レである事，を，注意する。

事後分散の概念を損失関数或いは効用関数の

概念に基づいて解釈する事は，関数派のベイジ

アンによって， しばしば行なわれるが，第4節

で定義した事後密度の強度，PDP， を用いれ

ば，第5節， (5.3)式に基づいて，事後分散の

概念を解釈する事が可能であるので，少なくと

もこの場合は，損失関数或いは効用関数の概念

を用いる必要は沿い。

統計学の基礎付けの本質的な部分が，サヴェ

ジ (Leonard五mmieSavage，西暦1917年11

月20日一西暦1971年11月1日)の古典 C4Jによ

って，確立されたとするのが，批判的な立場を

取るか否かにかかわらず，ペイジアンの共通し

た認、識である。一方，この基礎付けの上に，い

かなる指針に従って，いかなる統計学的方法論

を展開するかについては，種種の立場が存在し

ている。この事態を収拾する為には，上述の三

つの価値判断が，少なくとも筆者にとっては，

不可欠である様に思われる。

なお， AICについては， 鈴木教授と議論し

たのであるが， 教授の主張を要約すると， rベ
イジアンから見る限り， AICの実用性は，事

前情報の単純さに強く依存している」事，及

び， rAICよりも方法論的解釈が明確で、あり，

且つ，表現の形式が一般的である諸式が，ベイ

ジアンの立場から容易に演揮されるにちがし、な

い」事，の二点となる。但し， この場合のペイ

ジアンとは，上述の三つの価値判断に基づくペ

イジアンである。従って，この小論文の第4節

及び第5節は， この二つの主張の確認である。
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