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経済学研究 35-4
北海道大学 1986.3 

単純なベイズ学習，母数空間の制限，

及び， Bergerの見解について

園 信太郎

1. 序

ペイジアンなる語を，単に「ベイズの公式を

使う」と言う意味に用いるのならば，ベイズ哲

学 (Bayesianphilosophy)と呼ばれる方法論

への極端な誤解が生じたとしても不思議ではな

い。例えば， Wald流の決定理論と決定問題へ

のベイズ接近との方法論的混同， より一般的に

は，前実験的基準(pre-experimental criteri-

on)と後実験的基準 (post-experimentalcr-

iterion)との概念的混同，が屡視られる。この

様な混同の典型として，所謂ベイズ推定量，に

基づく接近がベイズ接近の一種であると誤解す

る事が在るが， Box and Tiao [2 J， 第5章

の付録5.6，304頁から315頁まで，に， この誤

解に対する簡潔な分析が在る。

一方，ベイジアン内部に，統計学の基礎に関

する基本的見解の相違が在る。例えば，公理或

いは公準として提出される諸仮定に対する方法

論的観点、の相違である。 Savage[5Jに示され

ている， 公準 (postulate) なる概念に対する

態度は，そこで提出されている諸公準を採用す

るか否かにかかわらず，少なくとも方法論的意

味において，肯定されるべきであると，筆者は

考える。例えば，数学的構造に直接連関した部

分では，同書第3章第4節の42頁から43頁ま

で，特に43頁の最後の段落，における，統計学

の基本概念としての確率に対して完全加法性，

原文は countableadditivity，を要請する事を

拒否する論述等，は，論理的に明噺であると考

える。また，同書第3章第3節， 33頁から40頁

まで，における，世界 (world)Sの「任意有

限個の等確率な事象達による分割達」の存在，

を演鐸する際の論理の展開及び数学的形式によ

る概念規定は，同書39頁から40頁にかけて提出

される第6公準P6の論理的基盤として，簡潔

且つ適確である， と，考えるのである。

ベイズの公式によって表現される事前分布か

ら事後分布への変換を， r抽象化された単純な
学習」の表現として解釈する事が，ペイジアン

に共通する観点、である。以下の第2節におい

て， この「単純な学習」の定式化を母数空間の

制限に基づいて模索し，第3節において，この

定式化を実行する事によって，後実験的意味で

の，ベイズ学習の収束が容易に示される事を指

摘し， さらに， これら二節の議論と Savage 

[5Jの基本概念の 1つである世界 S，世界の定

義は同書9頁(第2章第3節)，全事象 (univ-

ersal event) と世界との同一視については同

書10頁(第2章第4節)を参照， との関連につ

いて，第4節において，論じる。なお，第5節

では， Berger [1 Jに端的に現われている「事

前分布の選択に関する考え方J， への簡潔な批

判を試みる。

2. 母数空閣の制限

事後分布の未知固定の真の母数への集積を，

確率収束の概念に基づいて定式化する事は，ベ
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イジアンの本来の立場からは，妥当ではない。

一方，実践的なベイジアン達は多数の数値例や

グラフ等によって，この様な集積が「事実上」

無条件に生じる事を示している。数値実験的な

諸例に基づいて，事後分布の収束が実証された

とするのも，方法論的には，一つの立場で、はあ

るが， ここでは採らなし、。

母数空間 θ上の事前分布 ρ(0)A (dO)に対し

て，

θ(ε) ={θEθ;ρ(0)孟c}，ε>0，

とする場合，実践的ペイジアンは， θそのもの

よりもむしろ， θ(c)の型の部分空間を考察の

対象としている， と仮定する事は方法論的に妥

当であると筆者は考える。 θが位相空間であり

ρ(0)が上半連続の場合は θ(c)は θの閉集合

となるが， 特に θ(ε)が compact，但し Ha-

usdor妊とは限らな!い，部分空間ならば，この

θ(ξ)は，実践的な意味での「母数空間の制限

(constraint) J， を表現すると解釈する事も妥

当である， と考える。

一方，未知回定の真の母数れが θ-θ(ε)

に含まれる場合は， θ(c)の部分集合の内で，

何らかの意味において最もれに近い集合上に，

事後分布が集積しなければならない。但し，こ

の近さを表現する為には，方法論的な解釈が或

程度まで明確な概念を用いる事が要求される。

また，事後分布の集積は，後実験的な収束，即

ちゅ概収束の概念によって定式化されなければ

ならな1い。

また， ベイジアンが θ(c) 上に位相を導入

し， 且つ， θ(ε)上に後実験的な尤度を定める

場合，この志度が， θ(c)上で， 正値且つ連続

であると仮定する事は，妥当である様に思われ

る。

以上の議論に基づき I単純な学習」の収束

を定式化し，且つ，演揮する。

3. 学習の後実験的収束

この節の議論は Sono[7]，第4章，に基づ

く。

4つ組， (θ， d; 0*， r)を考える。ここに θ

は擬距離 d によって定まる位相空間であり，

h は未知固定の，空間 θに属する，一点であ

る。また rは compact，但し Hausdorffと
は限らない，な， θの部分空間である。 f(x¥θ)

を，母数 OEθ を持つ，可測空間 (X，F)上の
σ有限測度 μ(dx) に関する， 確率密度とし，

且つ，任意の XEXに対して，f(x¥O)は F 上

で連続であると仮定する。従って f(則的は

(Xxr， FxB(r))， 但し B(r)は F上の位

相的 Borel集合族とする， 上の可測関数とな

る。さらに，任意の (x，θ)fXX (ru{o*})に

対して，f(x¥O)>Oとなる事を仮定する。任意

の (00，0) Er xコ0，∞Eに対して，集合 {Ofr;
d(O，θ。)く丹を U(Oo，O;r)と書く。 Kullback-

Leibler情報量が存在するのならば， これを

I(θ*; 0)と書く，即ち，

I(九;0) =E(logげ(x¥0*) /f(x¥ 0)) ¥0心，

但し E(・¥0*)は f(x¥0*)μ(dx)による期待値
を表わす， とする。 また minが=+∞且つ

logO=ー∞，とする。

この時次の命題が成立する。

C命題] E(sup{ ¥logf(x¥の¥;Ofru{o*}}¥o*) 
く∞を仮定し，

F*=fOoEF;rrlinoer I(O*;0)=I(θ*; Oo)}， 

とする。 P(dO)が， 0くp(r)く∞，且つ，任意

の (00，O)Er * x] 0，∞Eに対して P(U(Oo，0 ; 
r))>0を満たす， (θ， B(θ))上の σ有限な

測度ならば， Fcr-r* なる任意の閉集合と

(00， O)Er*X] 0，∞Cなる任意の (θ0，0)に対

して，

(SFP(dめん(判。))/(5P(d吋f(Xk¥ 0)) 
附 U(uo，o;T) ~ー l一0，P~':}a.s. ， 

η→∞ 

但し，Pに〕tf(ZK10山 (dXk)とする，

となる。

C証明] f(xn¥O) =flよl(x~\O) ， xn= (xk;k=l， 
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…， n)，且つ，r(x; 0)=2sup{)logf(x)01)-

logf(x)02)); d(OJ， 02)~当& (OJ， 02)f. r Xr}， 

と置く。この時次の不等式(1)が容易に導かれ

る。

(1) li~~up lOg(JHP(dO)f(xnjO) 

/JKP(d州 xn)O))

三玉E(r(x;0))0*) -min [(0*; 0) 
8，F 

+min [(0*; 0)， P~:)aふ，
8，r 

但し，HcFcr-r*， F は θ の閉集合， 且

つ，Kcr， K円r*=トφ&P(K) > 0，且つ，
max (diam (K)， diam (H) )三:;;;0，0>0。ここに，

diam(S) = sup{d (sJ， S2); (SJ， S2)f.SXS}(Sキ

併)， & diam(ゆ)=一∞。

E(r(x; 00))0*)→0， 0。→0，より，或占。>0

が存在して，任意の Of.J0，. ooJ ~;こ対して， 1(1) 

の右辺」く0，となる。故に不等式(1)より，0三玉00

ならば次の(2)が従う。

(2) fHP(dO)f(xn)刈FdO)f(f10)
一0，P~:)a.s， ・
n一歩。。

Fの有限被覆 {Hi;id}で， diam(Hi)三説。，

id，を満たすものを取り，且つ，K=U(θ0， 0; 

r)， (θ0， o)f.r * xJ 0， ooJ，と置く。この時(2)及

び fFP(向)f(xnj俗 Ii<lfnl(dO)!(xnjθ)よ

り結果が得られる。 C証明終〕

上記の議論においては， 標本空間 X に位相

的な条件，例えば Borel空間，可分空間，等，

が課せられていない事を注意する。一方， [命

題]において仮定されている条件は，何らかの

意味において Xが制限されており， その結果

として， r或正数m及び M が存在して，任意
の (0，x)ε(ru{o*}) xxに対して，m豆!(xjO)

三五MJを満たす場合には常に成立する。

上記の f命題]は大数の強法則の単純な系で

ある。ベイズ分析においては，母数空間上の事

後分布が，その分析の目的に応じて，種種の形

式に変換され，各各の変換された分布に対し

て，その目的に応じた解析的或いは数値的な計

算が行なわれるが，事後分布の漸近的な性質の

内で仮定され且つ利用される者は，上記の性質

に他ならない。{例えば， Box and Tiao [2J 

は首尾一貫してこの様なベイズ分析を行なって

いる。特に， 同書第5章， 244頁から294頁ま

で，例えば，第5.1. 3節， 248頁から249頁，

第5.2. 3節， 253頁から255頁，第5.2. 7 

節， 264頁から266頁，等において， 頻度論的

な分散分析の方法論的な不整合性(methodolo-

gical inconsistency)を指摘し， 且つ， この

不整合性が生じる原因達を，ベイズ分析の立場

から筒潔旦つ論理的に分析している。)従って，

上記の命題は，所謂漸近論者(Asymptotician)

的な議論が，ベイズ哲学から見る限りでは，統

計学の基礎に関する副次的な議論，である事の，

単純且つ論理的な一つの方法論的根拠であると

解釈し得る。

なお，上の〔命題]において，P(dO)を (θ，

B(θ)) 上の有限加法的確率測度としても， 同

じ結論が成り立つ事を注意する。

4. 標本空聞の制限と「世界」の位相

母数空間 θ及び標本空間 Xを或人格が考察

の対象とする場合，当の人格は前実験的な事

柄，例えば，予測，頻度論的な諸基準の設定，

等，を考察する事になるのであるが， この様な

情況においては，当の人格が対象とする世界S

から θxxへの全射 ψ，但し¢はなんらかの

方法論的解釈を有する，の存在が仮定されて

いる。この時 (θxX;B xF)上の主観確率

ρ(d(O， x)) =).(dO)μ(dx)ρ(0， x) =).(dθ)ρ(0) 

μ(dx)f(xjO)が採用されるのならば，その人格

は，前実験的な立場から，頻度論的な統計的模

型げ(xfO);(0， x)f.θxX) を仮定した事はな

る。さらに ρ(0，x)の θxx上、での有界性が

仮定され，第2節におけるが如き制限θ(.)及び

θxX上の制限 {(O，x)εθxX;ρ(0， x)三三寸，
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ザ>0，が採用されるのならば， これらの制限に
よって得られる θxXの部分空聞を Q とする

と， 或正数 m 及び Mが存在して，任意の
(8， X)EQに対して m手f(xI8)三五M， が成立

する。この場合， その人格は条件付き確率

ρ(d(8， x)1 Q) を考察することになるのだが，

表記の煩雑さを避ける為に， ρ(d(8， x)) が既
に，任意の 8Eθ(ε)に対して fm豆f(xI8)孟M，

μα.e.j，を満たしているものと仮定する。

この様な情況に基づいて解釈される次の C命

題〕を示す。

C命題J (θ， B)及び (X，F)を可測空間，

Fを θの空でない部分集合， 但し B の元と

は限らない， とする。また，f(xI8)を (θxX，

BxF)上の正値可測関数， μ(dx)を(x， F) 

上の測度， として，任意の (80，8) Eθ ×θ に対

して，

J(80; 8) = Sxμ(dx)f(xI80) (-log)十

(f姐lQL，
¥f(xI80) " 

(但し， (-log)全 (x)=max{ -logx， O}， x>O) ， 

と置く。この時，任意の 8Erに対Lて

Lμ(dx)f(xI8)く∞，且つ，
Oくinff(xI8)豆supf(xJ8)く∞，
(()， O)frXX (0， x)f1'XX 

ならば， {V(8; d); (8， d)Er xJ 0，∞[}，ここ
に， V(8; d) ={80Er; 11 (8， (0)くり，且つ，

11 (8， (0) =max{J(8; (0)， J(80; 8)}，とする，

を基底とする位相が r上に定義され， 且つ，
この位相空聞は擬距離による距離づけが可能で

ある。さらに， f(8h 82)ErXr，8，キ82，ならば

μ({XEX; f(xI8，)キf(xI82)})> Oj，が満たされ
る場合は， この位相空間 rはHausdorff空間

となり距離づけ可能となる。

C証明J{V(r); rは正の有理数}，但し V(r)

={(8" (2)ErXr; 11(8h (2)くのとする，は

F 上の或一様構造の可算基底となる。故に，

Chittendenの距離化定理，例えば柴田[6J， 

第IV章，第2.3節， 定理9及びその系， 246 

頁から247頁，を参照，により結論が従う。 E証

明終1

第3節の【命題〕においては， θ上に擬距離

dが与えられており，rはcompact，f(xI8)は
8fr上で連続， と仮定されているが，さらにこ

の節の E命題1の諸仮定がすべて満たされるの

ならば，この節の C命題1の二番目の結論によ
って定まる r上の Hausdorff位相と dに

よって定まる F 上の位相とが一致する事， を

注意する。(このことは， 11 (80， 8)が (r，d) 

上で Oに関して連続となる事，及び， compact 

空聞から Hausdorff空間への連続な全単射が

同相写像となる事，より従う。)この性質は，

便宜的な観点から導入される θ上の位相に関

して，尤度関数が連続である事を要請する事の

「実用性j， の， 論理的根拠の一つであると解

釈し得る。

この節の【命題]の一番目の結論によって定

まる F上の位相を'3:rとする。 Sから θxX

への全射?と， θxXからθへの射影π，との

合成写像によって，Sの部分集合 (π。タ)一'(r)

上に位相 (π。ψ)一'('3:r)が導かれる。上記の C命
題]によれば，この誘導された位相は，人格の

主観確率 ρ(d(8，x))によって定まるものであ

り，統計学の外部から与えられる，或いは，便

宜的に導入される， θ上の位相，によって定ま

るものではない事を注意する。この意味で，位

相 (π。ψ)一， (':Ir)， これは擬距離による距離づけ

が可能なのではあるが， は「内在的 (intrins-

ic) jである， と考えられる。

5. Berger [1 ]について

Bergerは[1]において，操り返し，ベイ

ジアンの立場を支持する事を主張するのではあ

るが，彼の決定問題に対する一態度は，事前分布

及び事後分布の概念に基づく統計的推論，即

ち，ベイズ推論，を基盤とする決定及び戦略，
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即ち，ベイズ決定及びベイズ戦略，を支持する

ものと言うよりは，寧ろ，所調ベイズ推定量，

本質的には Wald流の決定関数の理論，による

接近を支持するものである様に，筆者には，思

われる。実際，同書においては，首尾一貫して

損失関数の概念をベイズ接近の基本概念のーっ

として位置づけ， さらには，ベイズ推定量に対

する基準頑健性(criterionrobustness)の要請

を主張する。例えば， 同書第4.6. 3節， 139 

頁から142頁，及び，第4.7節， 155頁から156

頁，を参照。しかも， Wald流の決定関数の理

論においては基本概念の一つである「許容性

(admissibility) J，を重視する。例えば，同書

第4.5. 2節， 123頁から 125頁上から14行自

まで，を参照。

この様な方法論的矛盾が生じる原因の一つ

は rベイズ哲学における事前分布の概念」の
論理的解釈を Berger が軽視している事に在

る， と，筆者は考える。実際，以下で指摘する

様巴， lBox and Tiao [ 2 ]における，非報知

事前分布 (noninformativeprior) の解釈」

に対する無視， 共事E事前分布達 (conjugate

priors) とベイズ学習に対する方法論的解釈の

無視，及び r未知固定の真の母数」を含む母
数空間への「主観確率の導入」の方法論的意義

の軽視，が視られる。

Berger [1]，第4.3節， 99頁， 下から，

19行目から15行目， は， Box and Tiao [2] 

が採用している非報知事前分布の概念は，その

事前分布を定める規則 (rule)を見る限りでは，

Je妊reysの規則等の不変性基準 (invariance

criteria)と実質的な差がない， と言う趣旨の

意見を述べる。(但し原文は丸括弧でくくって

ある。)しかし， Box and Tiao [ 2 ]において

採用されている「事前分布の構成の方法達」

は，データ移動型及び近似的データ移動型尤度

(approximate data . translated likelihood) 

の概念と「適切に変換された母数達」に関する

事前独立性の仮定達 (theprior independence 

assumptions on the suitably transformed 

parameters) に基づくものであり， 従って

Je妊reysの規則の形式的あてはめは用心深く

検討されなければならない。例えば， Box and 

Tiao [2]，第1.3. 6節， 46頁から58頁，第

5. 2. 2節， 251頁から252頁，付録5.5， 303 

頁から304頁，付録5.6， 304頁から315頁， 第

10. 3. 1節， 531頁から533頁，等を参照。従っ

て，非報知事前分布をベイズ推定量を得る為の

単なる入力として処理することは，ベイズ推論

及びベイズ推論に基づくベイズ決定の立場から

は， 正当な事であるとは言い難い。例えば，

Berger [1]は，第4.5. 2節，例15，123頁

から124頁，において， データ生成模型 (data

generating model) 

f(xl s) = s-.e-X1s， x> 0， 

但し， α>1且つ既知，s>O，とする，の未
知固定なる尺度母数 siこ対して， 非報知事前
分布 π(s)= s-lを導入し， 事後分布 π(削x)

の事後平均によって与えられるベイズ推定量

。O(x)=x/(α-1)が α→1の時+∞に発散す
る事に基づいて，非報知事前分布 π(戸)=s-l 

を批判しているが， Box and Tiao [2Jにお

ける非報知事前分布の解釈に基づくのならば，

ベイズ分析の基礎となるべき分布は π(sIx)で

はなく， 母数 logs上の事後分布 π(logsI x) 
であり， 強て戸に関する点推定を行なうのな

らば， rr(logslx)の modeによって与えられ

るん即ち，

π (log~lx) =max rr(logslx)， 
s>O 

によって与えられる ~=x/α が最も論理的に妥

当な推定値となるので， 少なくとも Boxand 

Tiao式の π(s)=s-lの解釈に立つ限りでは，

Bergerの非報知事前分布に対する批判は正当

とは言い難いのである。なお同じ例において，

Bergerは「許容性」を重視する立場を示して

いるが， これはベイズ推論を基盤として決定を

行なうと言う本来のペイジアンの立場からは隔

たったものである。(この段落の議論は Sono 

[7 ]，第1章第2節，に基づくものである。)
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Berger [1 Jにおいては， 共事1s事前分布の

概念の方法論的有用性は否定されている。例え

ば，同書第4.2. 2節， 97頁下から10行目から

98頁上から 2行目まで，を参照。仮りに共事E事

前分布の方法論的有用性を承認すると， Berger 

が強く，繰り返し支持する「ベイズ推定量の

基準頑健性」の概念が，少なくともベイジアン

の観点からは，副次的なものとなってしまうの

で， (大部分のペイジアンにとっては意外であ

る)この共腕事前分布の概念への評価も，寧ろ

当然の帰結と言えるかもしれない。

Bergerは， r真の事前分布 (trueprior)j， 
同書97頁下から 7行白の冒頭，を共腕事前分布

で近似的に表現する事の有用性を否定或いは疑

問視している。理由は r共師事前分布を入力
として得られるベイズ推定量が，極端な値のデ

ータに対して，不合理な推定値をもたらす。j，

と要約できる。未知固定なる真の母数を含む母

数空間上に主観確率を導入する際には， r真の
事前分布」なる概念は方法論的な意味を持ち得

ない。実際，複数の事前分布を導入する事に

基づく， 事後分析の遂行， が， ベイズ統計学

(Bayesian statistics) の仕事である。この事

以外にも， Bergerの「事前分布の概念」に対

する態度に，疑問を感じざるを得ない箇所が幾

っか在る。例えば，同書第3.3節， 84頁，官

頭の段落，で，未知固定なる母数が「既知で

ある統計的模型」の出力であるとの仮定に基づ

く，ベイズの公式の応用を，ベイズ分析に含め

ているが，これは頻度論的な「ベイズの公式の

応用」以外の何者でもない。また， 同書第4.

4. 5節， 117頁から 121頁，では，経験的ベイ

ズ模型への経験的ベイズ接近に言及している

が， これも亦頻度論的分析である。しかも，同

書は，経験的ベイズ模型へのベイズ接近，及び，

“random e任ectmodel"へのベイズ接近，に

は一切言及していない。この様な例示のやり方

では， ベイズ接近の柔軟性 (fiexibility)が不

明確になるばかりか，ペイジアンへの誤解を招

く恐れが在るのではなかろうか， と，筆者は考

える。なお， Bergerは同書第4.6.3節， 139 

頁から 142貰，において，共部事前分布に代わ

る者として， r頑健な事前分布 (robustprior) j 
を支持しているが， この類の事前分布，同書第

4. 6. 4節， 143頁にふ(θ)なる一例が引用さ

れている，が，“randome妊ectmodel"に柔

軟に対応し得るとは，少なくとも筆者には，思

えない。

極端な値のデータに対しては r標本空間の
制限として表現される， 事前情報の一部j (こ

の論文の第4節を参照)に反する事後情報が得

られたのであるから，事前情報に基づいて仮定

された統計的模型で、は，その極端な値の生成を

説明する事が困難である， と，判断する事が合

理的である。従って，異常値を生成する統計的

模型達と正常値を生成する統計的模型達とを結

合して一個の統計的模型を構成する事に基づい

て，ベイズ分析が遂行される。この様な分析は

異常値問題 (outlierproblems)へのベイズ接

近として知られている。(例えば， 鈴木 [9J

を参照。)なお， Bergerは同書第4.6.3節の

最後の段落， 142頁上から8行目から 9行目ま

での丸括弧の中， で， 共焼事前分布の裾 (tail

を直訳的に「尾」としないのは，多次元の母数

空間上の山容の連想を採る為である)の部分の

確率密度が速やかに減少する事を， この事前分

布の欠点であるとする内容の記述をしている

が，この論文の第2節で述べた様な母数空間の

制限を，分布の切断 (truncation)を直接に用

いる事なく，簡潔且つ解析的に表現する「共師

事前密度の速やかな減少」は，この事前分布の

長所の一つに他ならない。

ベイズ学習 (Bayesianlearning)の収束に

は，同書は明確な形では言及していないが，そ

れと連関のある「高精度測定の原理 (principle

of precise measurement) j， 例えば， 宮沢

[4 ]，第2章第5節， 97頁から104頁，を参照，

に，“principleof stable estimation or 

stable measurement"として言及している。

(問書第4.6. 2節， I， 131頁下から13行自か



136 (706) 経済学研究 35'-4 

ら6行目，を参照。) しかし， 同節同箇所のす

ぐ次の段落において， この事後分布の性質は，

決定理論的な観点からは“uninteresting"で

あると評価される。(同書131頁下から5行目か

ら1行目まで。)一方，この第4.6. 2節， 1， 

の表題は“PosteriorRobustness"であり，

この概念が同節の冒頭の段落，同書130頁下か

ら6行目から 131頁上から 3行目まで，におい

て定義されるのであるが， rベイズ行為 (Bayes
action)α。に対する事後期待損失が，仮定され

る事前分布達の上で、比較的安定した値をとる場

合，その仮定される事前分布達に関して α。は

“posterior robust"である」とするのがその

内容である。しかし，これは「事後期待値の頑

健性」以外の何者Aでもなく， 寧ろ， r高精度測
定の原理」こそ“posteriorrobustness"の

定式化に他ならないと，筆者は考える。また，

或人格が「高精度測定の原理」の不成立を仮定

するのならば，尤度によって表現される「デー

タがもたらした情報」との比較において，その

人格の事前情報は報知的(informative) とな

り，事前分布，事後分布，及び事後密度と事前

密度との比率，即ち尤度，に基づく「行為の選

択j，即ち r決定j， を行なう事が，その人格
の合理的な態度となる。なお， この様な場合，

仮りに「未知固定なる真の母数」から隔たった

所に事前分布が集積していても，ベイズ学習に

よる，事前密度が事後密度に変換される際の，

「修正の度合」が，後実験的な尤度によって表

現されている事を注意する。

「未知固定なる真の母数」を含む母数空間上

に導入される主観確率に対して，その主観確率

が定める事前分布と r真の事前分布 (true
prior)j (同書第4.2.2節， 97頁下から7行目)，

との隔りを考える事は，方法論的に意味を持た

ない(ベイズ学習の観点と，方法論的に矛盾す

る)ばかりか， Berger自身が古典的な統計学

の欠点のーっとして明示する， r定式化の不十
分性 (formulationalinadequacy) j (同書第

1. 6. 1節， III， 21頁から23頁)， を， より複

雑な形で，ベイズ分析内部に引き起こす事にな

る。実際， r未知固定なる『真の母数~j 式の定

式化を用いずに， r母数達に関する知識の状態」
を「母数空間上の確率測度」として定式化する

事が，実践的であるか哲学的であるかにかかわ

らず，ベイズ学習の思想を重視するベイジア

ン達の， 共通の「規範」なのである。(なお，

「“trueprior"からの隔り」を考慮した「ベ

イズ分析の為の手順 (procedure)j，の， 単純

な一例を次節で与えるが，この様な「擬ペイジ

アン (pseudo-Bayesian) j としか言い様のな

い定式化が，方法論的な力を生じ得るとは，筆

者には思えない。)

節の終わりではあるが， Berger [1 Jに対

する簡潔且つ透徹した書評， 鈴木口OJ，が在

る事を注意する。(同書評の最後の段落におけ

る指摘と主張を，筆者も亦，支持せざるを得な

い。)

6. 第5節の付録

(この節の議論は Sono[7J，第3章，に基

づく。)以下の2つの定義を用いる。

E定義1J 母数空間 θ=[0，1J上の事前分

布の c.d. f. (累積分布関数)P(())が，

M P(()拠 )-P(()m-1) 
P(()) = I (P(()悌一1)十

叫:1'~ ()叫-()由一1

(()-()悦ー1))・IA前 (())，

(但し， Am=J九 -11 ()mJ， o=()。く…くθm-1く()m

く…くθM=l，且つ， 一般に， IA(())=rθt:-Aな

らば1，()E¥:AならばOj，とする。)，と，表現さ
れるのならば， この事前分布を， 分点 (()m;

m=O，…，M)を持つ台形事前分布(trapezoidal

prior)，簡略して， T.P. (θ隅)よ。， と呼ぶ。

f定義2J 決定者 (decisionmaker)の θ

上の「真の事前分布」の c.d. f.を P(())とす

る。 θ上の事前分布の c.d. f. P(めが， T.P. 

(()m)止。であり，且つ，任意の θEθ に対して
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11>くの-P(O)1孟O.
し P(0協)=P(九)，妙2=0，…，M， liつ，

OE] 0， 1 [，とする0)，を満たすならば，この事

前分布私誤差 d，分点(()心JCo， の主観的台
形事前分布 (subjectivetrapezoidal prior) ， 

簡略して， S. T. P. (0， 抑制)えら)， と呼ぶ。

次の板定 A1，A2，及び A3，

S. T.P.が構成される。

A1. 決定者の主主の事前分布の c.d. f. P(O) 

は挟議単調増加の θj二の連続巽数ヤなあり P(O)

出 Oをみたす。

Aえ 決定者は 2点 α，s，αくん及び値
P(α)， P(s)，が援郊である場合，また，その場
合に限って P(1うおお(P(α)+Pザ))/2 'a-:みた

す点 rE]α，s[を決定する事が出来る。

A3. 決定義氏 2点 α，s，αくん値 P(α)， 

P(戸)，が既知である場合，また，その場合に限

って，与えられた OfJ0， 1 [に対して r在意
の OE[α，sJに対して，

l伊附P町内附(伊掛0め〉一{♂附p

(0一α)}i

なる不等式の真鋒を判定出来る。

〔構成] (第O段階)0T. P. (0(0; m) ; m=O， 
…， M(O)) である Pcθ;0) を， M(O) 1， 
0(0; 0) =0， 0(0; 1)巴 1，多(0;0)出 0，多(0; 

1)出 1，と置く事により，P (0; 0)ニ0，OE8，と

定義する。

在意の le{O，1， 2，…〉に対して， rT. P. (0(1; 

m);m=O，・"， M(l))で、ある P(O;1) 

られるのならば， 長(l;m)=P(θ(l;m);l)，

m=O，…， M(l)， と量き(第1+1段諮)へと進

む。」

〈第 i十1段階)。 初めに 0(1+ 1; ()) =0， 
M(I+l; 0)=0， と驚く。 世主撃の mf{O.・・，

M(l)一時に対して， r不等式，

(片ド〉 径意の OE[f1(I; m)， 8(l;昔何十1)Jに

対して IP(O)-P(8; 1) 

が真であると耗定されるのならば，

と

M(I+1; m+1) =M(l+l; m)， 

O(l +1; 苦手Z十M(l+l;m) ァト1)

問。(l;n童十1)，
多(l十1;m十M(l+l;m)+l) 

出歩(l;m+1)， 

し， Lヰド)が偽であると判定され
るのなら十ま，

P(8(1; m， m十l))=(P(O(l;m))十P(O(l; 

m+1)))/2， を議たす点 θ(1;ますま，m+めを決

定し，

M(l-ト1;m十1)口 MCl十1;m)+l， 
θ(1十1;m+M(l-ト1;m)十1)

君。(1;m， m+1)， 
。Cl+1;m+M(I+l; m) +訪
問。(l;m十1)，
長(1ゃ1;m-トM(l+l;料開ト1)

=(長(1;m)十手(1;m+ 1)) /2， 

fi(l+l;m十M(l十l;nの+2)
z多(l;m十1)，

と定義する。」終わりに，

M(lトl)=M(わ十M(lムト1;M(I))， 

と置き， 主主つ，

lx[(Hl) 

P ((); 1十l)tzil長(lゃ1;m-I) 

+ι臼主よ笠にfi企二E.
。(l十l;m)-O(l十1;m-1) 

(()-O(l十1;m…1))) IA(t+!;制)(0)， 

ACl+1; m)=J8(1十1;m…1)， 
8Cl+1;初日，
長(1+1; 0)出 0，

と定義する。

もし M(l+l;M(l)) =0ならば， 手I1廃合停

して Pcめと=P(8;1)， 仇θ，と能義ずる。 ζ
れがS.T. P. (0， (8(l; m) ; m=O，…，M(l))) 

である。 E構或終3
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以下の3つの性質， P1， P2， P3， が容易に

確認される。

P1. 上記の構成の手順は， 仮定 A1，A2， 

A3， に基づいて， 決定者によって主観的に遂

行される。

P2. MCl+1; M(l))=Oの場合，またその
場合に限って， 任意の ()Eθ に対して P(();1) 

=P((); 1十1)が成立する。

P3. l(めを 2-1三三8をみたす最小の非負整

数とするならば，M(l(d) +1; M(l(d))) =0と

なる。

従って，上記の手順はよく定義されており，

且つ，有限段階で、停止する。

以下の2例において， S. T.P.を単純なベイ

ズ決定問題に応用し，且つ， r真のベイズ危険」
と近似的ベイズ危険との聞の誤差を粗く評価す

る。

C例1] 有限標本空間 X とその上の密度
f(xl())， (()， X)EθxX，を考える。 1(()lx)=f(xl())

と置き，且つ，尤度を単峰形と仮定して，最尤

推定量を &(x)と書く。 A=[O，1]を行為空間
(action space)， 

L(()， a) =K+[()-al・I[Q，口(α)

+K-Iθ-al・I印，Q] (α)， K+， K一>0，

を損失関数， とする。 P(O)=p(O) =0を満た

す任意の連続な c.d. f.' s， P(())及び P(())，に

対して，部分積分法により，以下の不等式を得

る。

I ~ ""XS9 L(()，的 ))I(()lx)d(P(θ)-P(()))I
<~ ""xS~IP(()) -P(()) 1・(L(()，a(x))・1
dl(()lx) I +1(()lx)・IdL(()，α(x))f) 

豆ðK~ ，"'x(2・l(&(x)Ix) -1(Olx) -1(llx) 

+ S~I(()lx)d()) 
<ðK(2 ・ ~'"，x 1(&(x)lx)-l)， 

但し， d=maxQ，eIP(()) -P(()) 1， K=max(K行

K-)， 且つ，a(・〉を任意の決定関数とする。

放に，次の粗い評価(枠)を得る。

ゆ) Ir(P) -r(P) 1 

<ðK(2~ x，xl (& (x) 1 x) -1). 

(但し，一般に，事前分布 Qに対するベイズ危

険をr(Q) と書く事にする。)P(())を「真の事

前分布」とする場合， 近似的事後分布 P(()lx)

の K+/(K一+K+)分位点が xに対する近似

的なベイズ決定となる。

仮定 A1，A2， A3，の下で， 決定者が(幹)

の左辺が 6>0を超えない事を要求するのなら

ば，。亘ε/(K(2~町xl(&(x) Ix) -1))なる dvこ

対して，上記の C構成1の手JI頂に従って， S. T. 

P.Pを構成する事で決定者の要求を満たす事

が可能である。この T.P. (()m);;r=oに対する事
後分布の c.d. f.， P(()lx)， は次の様に表現さ

れる。

。E[()m-I，()前〔なら ~i，

P(()lx)=也監θ)十三トI(Akーん也監}
AM十2:，，';;1'(Ak-Ak+I)S(()k) 

P(()k) -P (()kー1)
m=l，…，M. {旦し，Ak= 

()k -()k-I 

k=l，…，M，且つ，

J ol(()lx)d() 
S(()) =千「一一一，

J ol(()I x)d() 
とする。

C例2J (S.T.P. を多次元の母数空間に対

して直接あてはめる事は出来ないが，特殊な場

合にはそれが可能となる。)母数()=(仇)f=1E併

を持つ，有限標本空間 X 上の密度 f(xf())を

考える。 1(()lx)=f(xl())と置き，1(()lx) = Ilf=1 
l(()ilx)， (但し，各 l(()ilx)は (()i，X)EθxX  

のみに依存する非負の関数であり，唯一の極大

点 &i(X)を持つものとする)， と分解する事が

可能である， と， 仮定する。(この様な場合に

は，事前独立性の仮定が役に立っかもしれな
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連続な周辺事前分布達，Pi(Oi)及び Pi(Oi)，

i=l，…， ρ， と， 損失関数 L(O，a) = 2:f=1 
Li(Oi， ai)，但し，a= (ai)f=IE[O， l]P 且つ

Li(Oi， a) =Kt (仇 -ODIcei.lJ(ai) +K;(Oi-aD 

Ico.oρ(ai)， Ki， Ki> 0， i=l，…， ρ，とする，
を考える。この時，部分積分法，及び，

nf=IPi(Oi) -nf=IPi(Oi) = 2:'}=1 (ll仁lPi(Oi)) 
(P， (0，) -Pj (OJ))) nf=J+ 1 Pi (Oi))，を用いると，
C例 1Jの不等式(持)に対応する次の結果が得

られる。

1 r(llf=IPi) -r(nf=IPi) I三三

(2: f=IKi) (2:f=10i) (2 (2: x，xl (fj (x) 1 x) -1) + 

zf=1 OiK:t 、
(2:1'=10i) (2:f=lK:よ)ノ，

但し，K:戸max(Kt，Kt)， oi=max(IPi(Oi) 

-Pi(OD 1; OiEθ)， i=l，…， ρ，且つれx)= 

(tJi(X))仁!とする。この不等式に基づいて C例

1]と同様な議論を行なう事が出来る。

7. 註

註1. 第4節の〔証明1の中で言及した，

rChittenden の距離化定理」なる呼称は， ケ

リー (Kelley)[3 J， 第6章， r13 距離化定

理J(190頁)， r14 註J(191頁)， 及び， 同章

の章末問題の内の rIJの註 (212頁)， より借

りたものである。

註2. 第5節で引用した， (Berger [1 J， 

第4. 5. 2節，例15，123頁から124頁，におけ

る)事後密度 π(削x) を最大にする Fを声。
とすると，Po=xj(α+1)となるが， 同書同例

で示されている様に，平均自乗誤差をベイズ危

険とした場合の，oc(x) =cxなる型のベイズ決

定の内の「最適」なものが P。と一致する。一

方， この論文の第5節で、は， P=f， なる推定
値(形式的には最尤推定値と一致する〉が Box

Tiao流の客観的ベイズ推論から支持され得る

事を注意したが， この pは事後密度の比率
n(log s Ix)/n(log.al x) に基づく客観的ベイズ

推論の為に導入される概念であり，所謂「数学

的最適化」とは直接的には連関の無い，ベイズ

統計学的概念である。

註3. Boxand Tiao [2 Jの参考文献の表

の中で， 578頁官頭から 4番目まで Savage，

L. J.，に関する文献が引用されているが，第l
番目，第3番目，及び第4番目，の文献の表題

の各各に現われる“Foundation"なる単語は

“Foundations"と修正すべきものである。また

Savage [5 Jの付録2，269頁上から 4行目(但

し 3行目は空)に太文字で“ Schwartz

inequality" と在るがこれは太文字で“ Sch-

warz inequality" とすべきものである。

註4. 第4節で前実験的模型の選択に触れた

が， (より重要な)後実験的模型の選択に対し

ては，園 [8Jに簡単な論述が在る。
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