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経済学級究 36帯2
北海滋大学 1986.事

均衡価格を求めるアルゴリズムとしての

シンプレックス法

永田 信

線型計画法 (LP)で援われる典謹的な生産

問題比消費者と生産者からなる経済としてと

らえ直すことができる。議選生産を求めること

は，双対定理のいうようにシャドウプライスを

求めることに椋等ずるが， このシャドウプライ

スは均衡髄務として理解できる。したがって，

シンプレッグス (simplex)法は均衡価格を求

めるアノレゴジズムとして理解できることにな

る。

以下第I節で生産関題をま話式し1) 第E惑で

simplex法の通常の理解を示し， 第頂第で均

衡価格言三求めるアルゴリズムとして担え臨す。

吏に，均衡極格が双対詩想の解になることか

ら，第w節で双対まさ理の証明を与え，最後に，
このアルゴリズムの自然な応用として，輸送問

題を第V節で述べるO

I 線型の生産開運の定式

1 -1 具体的

と「労働Jを投入財として用い， r-生

産物Jてど作る。 I技術j は2つあゥて， 1つは

4単位の資本と 2単依の受動で3単位の生産物

を作るもので，もう 1つは3単位の資本と S単

位の労働で4単位の生産量物を作るものとする。

資本と労働の賦与最がそれぞれ12単佼. 10単位.

であるとき，生産物を最大にするには2つの技

りここのノ…トは H.Scarfの講義をもとに LPの
、てLゐ。既習者は第I. 立節

をとばして第漉節より緩まれて差支えない。

術をどう賂いたら良いだろうか。

技術は. I一次向次」かっ「加法的Jとナる G

前者は投入物を〈全て〉鍔倍併な0)すれば，

主主主物も銘倍になることを意味し，後者は問時

に2っく或いは一般に幾つも〉の技術を用いて

も互いに干渉し合わないことを意味するO 技術

はそれぞれn きるのだから，ある基準の荷

倍用いているか， ということができる。ここで

は上述の組合わせを基準にとり予第1の技術を

Xl倍用い，第2の技術をぬ傍用いることにす

れば， 資本を 4xl+3X2' 労働を 2xl-ト5X2

入し，生産物な 3x1ト4X2生産することにな

る。従って，賦与援の締約のもとで生産を最大

にするという際関は，以下の如く欝ける。

(max 3x1+4x2 生産物〉

I S.t. 4Xl十3x2S:12 (資本)
(lA) ~ 

2x1十5xぷ10 労機〕

Xj二三ofor j二二1，2 

投入物は必ずしも全て使い知られるとは賎ら

ない。題意から，資本，労携ともに設い切らな

い場合は最適ではないが， どちらに余剰が生じ

るか郎新もできない。どちらに対しても余剰が

生じる可能性を保証するために形式上余って

いる資本，及び労働Jを， それぞれ Yh Y2で

(YI::::::O， Y2み0)， ことにしよう。 これらをど

slack変数と呼ぶ。 ここのときめ及び YZはゼ

ロかも知れず，正かも知れない。郎ち「非負j

である。(IA) の不等式は以下の如く警換え
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られる。

Yl 十4x1+3x皇官12

Y2 ト2x1+5x2=10 

家たzを生産震を現わず変教として

う。

十4X2

生産問題は次のようにまとめられる

努まax z 

s.t. Z -3XI-4x2= 0 

(IB) ~ Yl 十4xけ仇=12

Y2 十2x1や5x2=10

しよ

Yi> }=1， 2 

zの導入は.r践的関数J.つまり生議議の備
が，すぐに晃てとれる様にするためのものであ

る。この扱いによって zが閥的関数の{援を与

えるものであることに翻意し，会u鈴式だけ脅さ?
並べれば， r笥親は定式されることになる。この

鵠約式の係数合議き並べたマトリザグスはシン

プレ γ クス・タブ pー (simplextableau)と

呼ばれ， この剖では以下の様になるO

Z Yl Y2 X1 X2 b 

(1 0 0 -3 -4 0 ~ 

(1 C) I 0 1 0 4 3 12 I 

~. 0 0 1 2 5 10 J 

max z 

simplex tableau，例えば (1C)が与えら

れれば， (I B)の形に議換えられ，獲に(IA) 

の形になり適当な生意爵額として理解すること

がでぎる。

1 -2 一般例

生産投衡は n個の投入獄を用いて 1つの生

産物さと生産するものとし，総額あるとする。備

えば，j番目の技術は各投入財を aj}， α2:1t…，

a.，もJ単位ずつ賂いて生態物をの単位生産するも

のとする (j=l， 2. … m入金産の様子成

会技衡をそれぞれ九ぬ，…，X"る倍して用い

ていると表現できる。与えられた投入財の賦与

量を九九….bn とすれば， 問題は次の様

に定式される。

(IIA) 

狩zax CIXl十CIXZ十・..-トC隅Xm

s.t. allXl十alZX2+…ートaz明X醜 :;;'b1

aZIXl十α22均十…+az制Xm:;;'bz

恥 1Xl十仇2X2-1・…十G叩 X鳴き二ι
均二三ofor jぉ=1.2，….m

ゑ体例の場合とi可様に議論を運べば，以下の

等式系で制約条件〈広義には持号条件も含む

が， ここでは狭義にそれ以外宏指す。)

ことができ問題は次の招くなる。

s.t. Z -C1 XI-X2 X2一…-c前 Xm=0 

Yl 

(IIB) YZ 

斗αI1XI-トa1Z)ピ君÷…+al哨X描 =b1

十a21Xl十a22XZ十…十azmx，糊口b2

. 
0・

y"十anlXl十a句 X2十・・・十anmX部出b伶

Xi. Yi二とofor i=1， 2， …，m j出1.2， …，n 
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これを simplextableauで表わせば次の通り

となる。

Z Yl Y2…Yn Xl X2… X叫 b
100  … Oーのーら… -c叫 O

010  O all a'2 a1m b， 
(nc) I 0 0 1 O 。21α22 α2m b2 

000  1 an， aπ aη叩 bn

我々の扱う LP問題は幾つかの点で一般的で

はなし、。まず，もともと狭義の制約条件が全て

不等式で与えられている。まずこ，符号条件が

(もともとの)全ての変数を非負としている

(この2つの条件を満たすものは「基準型」と

して知られている)。更には右辺相当の，つまり

tableauの最右列が(第1行要素はゼロだがそ

れ以外)，全て正である。この3条件を満たすも

のを「単純形」と呼ぼう。以下では単純形であ

り「非退化」のものだけを扱うことにするの。

11 Simplex法

ll-l 幾可的解法

(I A)の定式は簡単に第1図の様に示せる。

「許容解J(広義の制約条件を満たすれぬの

組合せ)の集合が斜線で示された四角形とな

り， また目的関数の値を同じくする XJ， X2 の

軌跡(図上，等目的値直線と呼ぶ)を描くこと

ができる。このとき，@許容解が凸多角形をな

すこと，及び，⑥最大値がその端点3)で与えら

れることが見てとれる。

(I B) の定式では， 図示は ((z，YJ， Y2， 

X" X2)の5次元空間での話になるので)でき

ないがペ 上述の@⑥に同様のことがいえる。

2) r退化」の定義， 及び単純形以外へ， 或いは退化
する場合へ， このノートの議論を一般化するやり
方については， LPの教科書にゆずる。
3) (30/17， 28117)。
4) 2変数1制約不等式は等式系に変換してもなお図
示可能。 例:X， +x2:S;;1， X" X2二三Oは，Yl+X，+ 
X2=1， Yl， X" X2ミ0となり 3次元の simplex
となる。

またこれは一般にもいえるり。

ll-2 端点の代数的解法:Part 1 

さて，端点を図上でなく代数的に求めるには

どうしたら良いだろうか。第1図でも ω，0)， 

X2 

等目的値直線

第 1図

Xl 

(3， 0)， (0， 2) はすぐ分かるが 4つ目は代数

的に解かねばならないだろう。

実際，許容解の集合は4つの不等式;

X， 二三O ……(1) 

X220 ……(2) 
4x， +3x2:::::12 ……(3) 

2x，十5x2:::::10 ……(4)

のそれぞれの表わす半空間の交りとして求めた

ものである。その端は，つまり境界線は上の不

等式が等式で成立しているところなのだから，

端点を求めるには， この 4つの不等式から 2木

を選び，それを等式として連立方程式を作り，

解けば良い。勿論，この2本の選び方は「適当」

なものであって，他の 2本の不等式をも満たし

ていなければ端点ではない。実際4本から2本

選ぶには 4C2=6の組合せがあり 2個余分が

でている。これは6つの組合せのうちの 2つは

(5， 0)と (0，4)を与えるものとなっていて余

5)証明は， LPの教科書にゆずる。ここでは直感的

に理解できればよい。
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分だからである。

従って，単に2*を選ぶことは「端点の綾補j
を求めることに退ぎず，端点を求めるには不充

分であるC

ように「漉当Jな選び方をすべきかの議

論は先にのばして，このような「端点の鱗補J

の求めガが等式系(IB)や…般にはどうなる

のか，考えてみよう O

(I A)での不等式から等式として成立する

ものを選ぶことは，等式系(IB)にあっては

どのような意味を持つであろうか。不等式系か

ら等式として成立するものとして狭義の税約条

件を選び出したとしよう(例えば，上述の(3)，

(4))。それは対障する slack変数 (YI> Y2)を

..Ji p rこしたことに等しL、また符号条件で、ある
((1)， (2)式〉を選んだのであれば，その

変数 (%1，%2)きピゼ口にしたことになる。

一般的に考えてみよう。 CllA)では m次元

控摺で考えているO 議って mヌドの〈独立で無

の)一次方謹式により一点、が与えられる。

としてm本の不等式が与えられ， (挟義

の〉制約式の nヌドの不等式とともに，

定義されている。従って「議点の候補」会求め

るには， この m十鈴木から総本灘び出L

とし，その瀧立方程式系な解けば災いことにな

る円 cn B) に於いてはゼロにすべき変数た
m こと しいことは上述の議論から畷

らかであろう。

TI-3 除務な解

1 -1の議後で述べた様に， simplex tableau 

られると，それは逆に生産賄額として解

釈できるG また単純形の simplextableauに

ついては， 更に， i!3現な解」合示していると

の解釈もできる 7)。

6) m 1滋の変委主で mj闘の方程式だから解けると震う
訳であるο 勿論 rank条件が必要望だが，詳述しな
し、。
7)長単純形での simplex法では， 自拐な解であるば
かりて、なく， 自切な[端点。コ後補jであり， しか
も綴切な端点でさ手えふる。

「自明な解j とは， tableauのやに単位行列

まれる持，それを裁いた左辺相当の到に当

たる変数をゼ P とおいて，議Ij約式を解いたもの

である。例えばく1C)では第1，2， 3列に

よって単位行列が作られるので，それ以外のデu

に対応する変数をゼ口とおき (%1出 %2=0)，(1 

B)を書き出ぜば，

O 

ニ12

=10 

となる。これは解くまでもなく(放に「自

と呼ぶ)解会与える。]，:た右辺は非負であるの

で，ゼロにおかなかった変数〈ここでは Z，

YI> Y2)も非免 ゼロにおいた変数(九 %2)

も勿論非負なので符号条件も満たす。一般慌で

も同様のことが言える。

明
V
〆

γ〆

ダム
m
f
2
2
2
2
2
2
s
t
a
E
l
i
-

、

=0 

ニbn

Yjの定義は余剰であった。少し見方を変えよ

うoyj ~こ務当ずる tableau の売をぬに相当す

る郊と同様に解釈するのである。即払 j番践

の投入財を 1挙佼黒いて，そして他の投入財は

使わずに，生産物宅ピゼロ単位生産ずる技術と考

えるのである O これはj番目の投入財を捨てる

ことに他ならないので， disposal activityと

られる。

って， simplex tabl問 uの始めの形(I

C)に対応するお拐の解拭，投入財をど全て捨

て，生産物を認も生まない状態きと表わしていた

ことtこなる。

さて i自明な解j が端点の候補をど与えるこ

とは， 日-2の議論と多少の数え上げで明らか

になる。一般例で tableau(百 C)は (η十1)

x (m十幻十2)次元のマトリッグスであった。

このとき単位行売はゆ十1)x (双十1)次元であ

り，残りの変数は(右辺の定数を除いて)m 
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である (Xjの個数でもあるので縫か)。故にゼ

戸においた変数はm倒であり，従って自明な解

は端点の候補でもある。しかも単銭形な

近穏当の要素は非負であり.符号条件も満たす

ので，実際，端点であった。

11-4 総点の代数的解法:Part日

(I B)で， r議点の候補jを求めるために，
X2=0， YI=Oとしたとすれば，連立方程式は，

-3x1 0 

4xJ =12 

Y2-ト2Xt 口 10

となる。これらの各式に定数合かけたり辺々加

えるなどレて;(第1式)十弘x (第z式)，弘
x (第2式)， (第3式)一弘x(第2式); 

ニ 9

Xt = 3 

Y2 口 4

この演算は通常の消去法に他ならな

以上の言語点、の候補を求める手続きは，惑もと

の等式系に (X2=O，Yl"江0) の条件さと代入し，

諮去法に相当する績葬を行う， という 2段階

からなっている。この)[煩序を逆にして，先に間

じ演葬場を(IB)に行い，

( z十%Yl 一九ぬ=9

(ID) i 1;4引十Xj十%X2=3 

i 一YzYl+Yま みちもX2口 4

，毛主X2口 0，Yl =0安代入しでも詞じこと

である。 CID)を tableauの形℃表わせば，

Z Yl Y2 Xj X2 b 

( 1 ろま o 0 …五 9 " 
(IE) I 0 弘 o 1 % 3 I 
¥ 0一V2 1 0 ち 4) 

の形になる O 第2，5， 6潟 (i.e.Ylとぬと

b相当の持〉をど省くと

(1 0 0 i 

I 0 0 1 I 

，， 0 1 0) 

の形になり[列の乱れた単位符列Jむ となる O

これを基礎に自拐の解を求めてやれば(Z， Y1> 

Y2， Xb X2) ( 9 ， 0， 4， 3， 0 )となる。

上の色ゼ Pにおく，@演算，の額を逆にする

ことを…般的に，連立方礎式系〈立 C)に対し

て考えるには 2つの単純な観察が助けにな

る。 1つは連立…次ブゴ器王立を解くとL、う演害事:は

行列表現では r7ilの乱れた単校行列Jを作るこ

とである点。もう…つはm1媛の変数をゼ口にす

れば銭の変数 n-ト1僚は連立方穏式の解として

求められるという点である。

手続きは次のようになる。ゼロにする m儲の

変数が決tどれば(上の部ではYhゐ)陪持に連

立方程式として解くべき n+l個の変数が決ま

る (Z，Y2， X1)O そこで，それに対錯する列i

が「列の乱れた単位符デUJとなるように，に
認する「実数倍」と「地の行者旨加える」という

2穫の基本演算を施す CIEをど求める〉。次

に(号ゼ Pにすべき変数にゼ pを代入してやる

( 1 D に代入する〉。これ誌(IEに対レて)自

明な解を見てとれば良いことになる。

ここで，ほとんど昌明のことであるが，左辺

相当の列の n十縦十1本 (z，Yi， xJ)から選ぶ

符十1本(解くべき変数， チリ)には zに対応す

る最左持を含むべきであることに桟意しよう G

何故なら zを導入したのは目的調教をど見易く

する為だったからである。

II -5 pivotting 

1I-4までの議論を用いれば?理論上 LPは

代数約に解ける署員、になる。まず， 喜一 lで最適

解は端点で与えられる事を@惑的に見た。 II-

2では， m1i阪の変数をゼロにおき

解くことで端点、の候補の得られることを克たo

U 行の乱れた単位行列でもある。きLれのない〈通常
の〉単位行列にしても議論は変らないが， 計算が
多少複雑?となる。
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JI-3では， tableauが単位符持を含むと

それを自切な解を表わすものとして見ることを

JI-4で単位行列をどの n+1本

の列に出現さ売さるかによって端点の侠補を様々

ことが出来ることを箆た。また，m1懸の

変数はぜ P，n-ト1留の変数の{車は改訂された

tableauのお辺相当の列に与えられるので，

された tableauを箆るだけで，その様点の

侠舗が実際，機点であるか者か判断がつく。し

かも右遣の第1行褒繁はzで、あり， 目的関数の

{車を与えるので，部十"Cm 偲の tableau~計算

すればベそれらの tableauな北較する

(最右列は非負のものだけとり出し，その

第1行要素の般大のものをど選び出せば，各変数

の{障もその tableauに自明なものとして)解

が与えられる。

勿論， この様な鱗嬢鈴な方法では(掛川C匁偲

の tableauの計算)時間がかかって註様がな

い。明らかのガ法で systematicに計算しよう

と考えられたのが symplex法である。

我々の照題では，もともとの tableauに (z

とyiに対認するところに〉単捻行列がはいっ

ている。-;まず1つ Xjさと選び， これに対誌ずる

列な単位行列のやに「呼び、込」んでやろう。す

ると 1つのわに対応ずる持が「掃を出jされ

ることになる。例えば， (I C)に対してんを

呼び込み， Yl を掲~出ぜば， 0 豆) ~内'a) 0 

このように1つずつ変数を選び換え，単位行列

化女計ること宅rpivottingと呼ぶ。

きて(IC) に対して， めを呼び込み Yl

き出すことに決めれば，めの列は (0，1， 

ovの形の単位ベクトノしに， 基本演算の繰i乏し
で変形されることになる。逆にめの列をとどの

単位ベクトルに変形するかを決めれば， どの列

が縁き出されることになるか決まる。例えば，

(0， 0， 1Vへ変形するのマあればれが掃き出

されることになる。

野弘どの列を呼び込み;;をのどの行を必戸

にせずに(i.e. 1にして)残ずかを決定すれ

ば， pivottingは-3撃に決まる。このよう

れた要素た rpivot饗素」と

例えば， (I E)の Xz列の第3行事警護ミ，即ち

1色合pivot要素として掃き出しを行う。まず，

第3仔宅ピ%倍してく0，一l，?"与を， 0， 1，号め
とする。それの一弘傍な第2おへまた九倍を

l行へ加えてやれば Xz 列の第1， 2 ITは

ぜ口になり， (I F)を得る。
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色、

、E2
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τ孟〆，e
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れた課鶴は， どのように pivot要素を

選び出すか(i.e.行と列)である。

主-6 pivot要素:弼の選びガ

まず一般的な simplextableauを次の如く

る。

z Yl YZ YπX1 Xz X揖 b 

1 π1 古2 ・・・ 1C.包 1てn-トi 1Cn+2 1τn+批 b' 0 

O α'11 a'12・..a'戸 G'I同ふ1G'l同十2…G'l，時叫 b'l
(IID) I 0 421 iz'22 ・・・ α'Z防 G'Z戸十1a'宮川牛2… α'2同十視 b'空

一一一一一一一一

o a'nl a'''2 ... a'附}.a1n，糾 1a'匂鈴ム立… a'n州判，b二

9)搾け終+2行よち n十1行(もしくはm行)宅ピ選
ぶが，最右列は定費文相当の列なので選ばないし，

最左列はzに穏当なので必ず選ぶ。従って灘択
は，残された列に関ずるものになる。
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もともとの tableau(n c) も (nD) 

の特殊として程合される。我々の興味があるの

は更に次の条件を議たすものである。容は D)

の中には単位行列さと含むことO これはもともと

の tableauについても替えるし， pivotting 

の結果，そうなるので，我々の興味せどこのよう

に隈定しても良いからでるる。また，@最右の

b列は正(銭外的に， もともとの tableauの

九だけゼロを許す〉 とする川。 この条件を要

言毒するのは， tableauを品切の解として見る

時， 自拐の解が端点になることを保証するため

である。

以上のゑ条件を満たすく ID)私

をど示すものとして 2通りに解釈ができる。こ

れを具体例(IE)に関して述べてf!ょう O ま

もともとの罰題(IA) とはおの期

(併し，解は一致する¥1))と考えるのであ

る。(IC)からけ A)を〈逆に)求めた様

に(IE)から次の鰐題を得る。

( max 一%'Yl 十九均十9

I S.t. %.引十Xl+号-4Xz謡3
(IG) ~ 
i 一;!ZYパ輸出 十%x2S4

Yh Xi み0，j=l， 2 

この時 YzとXlは disposalactivitiesを

表わし，YIとぬは「生産技術」を表わすと理

解される。怒し，Ylは資本弘単位と労働を一括

挙佼用いて生皇室物を一弘単位産出する技術で，

生産物弘単位と資本%単位で労働

出す技術と読める。

この解釈に従い，等式系で問題を考えると，

もともとの問題とは形式上選うが (z，Yh 

yn， Xl1 …， Xm)安時での許容解が(数学

的に)同じ爵罷であることに気付く。また， 闘

能額数 (zのみ)が関じなので，議選解も同じ

10) IEでなく，非負であれば，充分。また，b'o ~こっ
いては制緩は本姿。しかし， もともとの tableau
マゼロで為仇以下で述べるようにpivotting毎
に増加するので， 本文のま議に言うことができる。

11)基本操作の前の式を満たす玄比後の式をも満た
す。支払逆も言える。

として議揮されるo

もう一つの解釈誌もともとの関惑に即し

てョ各変数に意味を与えるものである。これに

ついては付論2 。

さて， (I G)に於いて，自明の解ではわと

X27，とゼロにおいである O それらのうちでゼロ以

外 (i.e. IEγ非負条件)にすることで呂的関数

を増大でざるものがあるだろうか。答は発であ

るo;むを互にすることは好交しい。故に， r非
ゼ口の変数の組J，i. e. r単位行列の列j として
ぬきど呼び込むことが委譲される。

…般の場合もまったく跨様で為る。 (nD)の

1行は

Z+(1<IYl十π2Y2十…十1<nYn)

+(れ十lXl十町+2X2十…+nn+mX心=b'O

るが移噴して，13的関数の形にすれば，

(百-F) z= (-nIY1-n2Y2- ……1<~y心

十〈…ね+lXl-rr:するや2X2一‘

一郎仰る劣拠)+b'o 

となる。 この治辺の n十m 留の変数のうち n

{協の係数は4iPである (γ条件寄〉。 もし

0， j'=1， 2，…，n+mであれば zは b'o

大できないので，その持の自明の解が最大穫を

与えており，もし約<0なるものがあれば，対
露ずる変数(1</くOであれば単位行列の構成到

にはいっていなし、。故に宙開の解としては負数

になっている〉を正にすることで際的関数の儀

を増大できる。設に，

pivot行の選び方

1. nj の中から， 1<)くOのものを選ぶ1230

2. めの中に 1CjくOがない(i.e. nj孟ofor 
all j)ならば，その時の患院の解が，

{直 b'o~ヒ与える。

12)幻く0なる jが2つ以上ある場合は，そのう乞の

どれを取っても良い。そのうちの絶対値が最大で
ある jを滋ぶのが通例jだが，これは本質的な選択
ではなし、。重量て、あれば充分である。



JI -7 pivot要紫:行の選び方

前第で， tableauの最右折jに事普請された条件

は，非負であることであった。従って行の選び

最右持に負数がはいり込まない様にすれ

、選択を絞ると負数が生じることは，

(I C)からめ持な pivot列として選んだが

第3行をど pivot行として， 要素2を pivot

とした場合に明らかである。

36-2 

の2つの条件が必要となるl九条件(1)は，

pivotting訴の tableau の最右列がである

ので

究石耳学草寺経8 (114) 

ゲり>0
と同じである。この条件を用いて(1I)を撃さ

し，正である a'iJ!(b' k・グみをか

、、2
，，
 
i
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。rtj¥htz'zj
-6':: /~fl;-
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ヴ
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万
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弘

O 1 

となる。到J1::>"各行ごとに当該チ!l(j)と

「比 a'ki/b'りをとり最大のものを選べば

(こわしな「比テスト jと呼ぶ((立1 放に(1I )， 
を満足する 3九

きて，この2条件を満たすものが常にある

か，吟味してみよう。まず(1うさと満たす iが

ない場合もあろう。つまり， (lID)のある列

jに関して， 1'j<Oで a'ij:;;;;O，for i=l， 2， 

‘ nという場合である。この時の j列の意味

を考えてみれば， めく0なので生産物を生産す

ることがで、き，しかも正の投入がない持、>0
がない)。魚の投入があるかも知れないが， そ

うで、あれば，投入財をも問時に生じていること

になる (cf. 1I 6 (I G) の解釈)。 もしこ

の様な技術があれば，投入財の観罷に挺触する

ことなく，産出をいくらでも増大できることに

なる。

では a'ijの符号が， あるものはまたあ

るものは非主であったとずればどうか。まず

(Iうをど満たすべく iの錠捕を選ぶことができ

またはうを満たすものを選びうる。何故なら

a'露五/b'kは有線なので最大のものを選びう

but i. n， .. ， 
O 

この時，自明の解誌な，YI， Y2. Xh xo) = 
(15， -8， 0，弘前で、あり，もともとの

対してはくXJ， X2) = (5，訟で， 目的関数を15

るが，資本についての制約条件を鶏たさな

H護参照〉。

(1I D) に於いて， 第 j列をど

としよう (πtく船。 このとき

i行を pivot行とすれば， どのような

条件のとき， pivottingによって最有列に負数

がはいり込むか考えてみよう。

まず，a'ijを1へ換えるべく，第 i行なめi

で製り，a'kj (k+i)を00こ換えるべく第長行

i行の…αい/a';j倍セ加える。従って 13〉，

l 

1 

O 

一般的な場合

pivot 

O 

O 

、、1
JH
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b'o-b'i・1'j/a' i} 
b'J b九・a'jj/a';j 
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b乍-b'i・a'町/a'ij

j列
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H
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・
旬

i

:
・

(IIE) 

上七，O 

るからである。このとき最右列が正であるを得る。

pivot要素がーH;こよって1I -6， 次に，b'i/ a'ij>O 

b¥ b九.a'k//a'ij>O 

k=l， 2， 

(1) 

(主〉 〈数えてみれば，第

俄の列は議論に爵

14)く五 E)では第 j列と設省列

党十m十2列) のみを記しすこ。
係がないので臨幸した。

15) CI H)でb列に灸が生じたのは〈立?の条件キヒ
満たさない行を選んだためである。

but i. 

の吟味は後

n， 

13)議:;t辺の第1行(闘的関数穏当の行〕

述。
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るかを考えてみよう。まず幻<0を満
たすjは機数億あるかも知れない。併しこれは

後に述べる様に，どれな選んでも ない。

次に「比テストjに於いて絞大僚を与えるもの

が複数個あるとどうなるだろうか。日とテストj

は(Il )を満足さ~るためのものであった。「比j

の最大値が2つ(以上〉あれば，新しいtabl伺 u

(II E)の右辺にゼロが生じることになる。こ

の場合， 自明の解に於いて，ゼ戸になる変数は

m-ト1個〈以上)となるα 等式系で表現した時

の「変数が-liロになるJ比不等式系での「不

喜多式が等式で、成立するjである。つまり 1 (Xt， 

" Xn)空間で境界〈超)半面が m輸は倒，交

っていることになる 1九これは自拐の解が端点

であることに反する訳ではなし、但し，次の比

テストマピ存・う時tこ「よと」が定義できなくなると

いう不都合が生じる。この様に f比テストjで

陪点首位の生じる場合を「進化j と呼び¥この

ノ…トで、は「退{tJは生じないと仮定する 1730

1まとめると以下めようになる。

pivot行の選び方:比テスト

CD その列(jとする)における a';i要素のう

ち，庄のもののみとり出す。無ければ el的

関数t土無際大をとりうる O

窃 当該 a'ijの各々について対応する最右持要

素との比 a'ij/b'i し，最大のもの

ぶ。

Il -8 Simplex法

今迄の議議論をまとめ， simplex法により単純

形で滋北のない LP問題で最適解〈∞きと含む)

が得られることをど示す。

16)総次元夜間に憐れない者は m=2，つまち王子言語内
で3*の境5平総が交っている場合を怒まきすれば良
L 、。

17) m 次元~間で{狩トー1)次(趨)平協が持1十1 偲
交わる (mを2として読んでも完了)確率がゼ口で
あるとして f退化Jを無視する「実務的」扱いも
ある。義主総な扱いは教科書にゆずる。

CD 問題を simplextableauに書き表わす

ば -1参照〉。

争 これなくIlD)の特殊と見なしは -6参

照)， 第一行に負数があるか調べ， ③なけれ

ば，その tableauの示す自拐の解任 -3

参照)が最適{直を与えるc ③あれば，その列

を pivot列とし，舎へ選定r(立 -6参照〉。

@ pivot持の αJtj要素から正のものを取り出
す。@もしなければ，最適{邸主無謀大とな

る2830 ⑥もしあれば，

を行い， pivot 

@ 得られた pivot

を議しは-5)， 

いて，舎を行う。

それらの中で比テスト

るは 7参照)。

して pivotting

された tableauにつ

simplex法が必ず終了することは， 次の2

つの事実より明らかである。

工 場点、の数比端点の設補より少なく，殻捷

の数は悦+するCηるであり有隈である。端点の候

舗は全て(上の郊や行の選び方を無規すれ

ば)， pivottingで闘関の解として得られる。

2. 上の手続きのもとで， pivotting毎に目的

関数の接は(強慈fこ)増加している。これは

ほ E) より明らか。新しいzの自闘の鑑は

b'o -b'げたJ/a日j であるが.b'i>O (1I …6， 

@)， 11:)くo(喜一6，日そして α勺>0(五
7， (I'))なので， pivotting前の zの自

明な{政 b'oより大きL、。

さで上述の 1より simplex法は繍潔しな

ければ@…③もしくはなbー③の意味で必ず終了
するが， 2は纏環しないことを保設する。

〈幾度かの pivotting の末，得られた)第

l行の党jが全て非負である tableauを「最終

tabl総 uJと呼ぶ。最終 tableauの示自現の

解が最議穫を与えることはな" YI> …， Y'" 

Xt， … x悦)空鰐で考えた持，明らかである。

18)この時対応する変数を然線大にするのは鼠努だ
ヵ"毒時?こ他の変数も何らかの土色謀総で終段大にし
なければ， (…般には〉言語約を満たさなくなる。
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荏3まの許容解は， (n B) を満たすものとして
定めうるが，それに基本操作を加えて得られた

(n F)式をも満たす。母様に，畿終 tableau

の定義する制約をも瀦たず。 ところが， 鹸終

た，撃の許容解について Yi足。 (i口1，2， 

…， n)， 議た XJ量二o(j=l， 2， …， m)。故に，
最終 tableauの係数れと任意の許容解につ

いて z<b'oが成立する G また最終結国eauの

与える自明の解てど (z*，y九 日 ，y九， X*l， 

…， x*挽)で示せば，z*=b'oo 故に，

容解について，z<z*o 

111 均衡価格を求めるアルゴリズムとして
の事implex法

盟… 1 経済，持欝価格，蔀分経済での均番号繕

格

lで考えた生産問題作 -B，C)を鈍格機

構の働く分権的な経済として考えてみよう。

「経務」は消費者と企業からなる。消費者は

price-takerであり，与えられた騒絡で彼の効

用を最大化する様.勤し，企業も price-taker

で議うって，与えられた鶴格のもとで， 自らの

術により利潤な最大化する様，行動する0

1人で19) 投入財を初期保有として

っている。その識は，各々，(bl> b2• • ・" b心

で与えられる。それらは，櫨格 (ρ10pz.…， 

P，.)二三Oで発ることが出来，控上げで生産物(価
格はじを賢う。彼の効用は生産物の量だけの

単調増加箆数である。設の行霊告は極めて単純で

ある。保有する投入財を全て吏却し，全て生際

物の購入にあてる o (細かく言えば， 会jミ二Oの

みを仮定するので， 中にはあ=0の場合もあ

る。設は売っても究らなくても無議別である。

併しこの場合も売ってしまうと仮定する。)

1告〉消費者が1人なのに， 独占主主形成し価総を設定し
ょうとし沿いのはヲ 賎黙に y-倍の経済を考えて
いるからである。つまり， Eをは非常に多くの r人
の消費者が居， また会業も何様L 向じタイプの
企業がrずつ臆oと仮定しているのである。

企業は m-トn倒あるまの。それぞれ1つの親捜

な投衡を持っている。係jえば n+j簿目 (j=1，

2，…. m)の企業は投入財さと (αlI> azJ，嶋、

仇'j)滞いて主主産物なのだけ議出できる。また

t番13(i=l，え…，n) の企梁は i番良の

投入財宝ピ只捨てるものとする。各企業は消費者

と同じ揃格体系(投入獄は(ム， Pz，…， pn) 
生産物はりのもとで利鞘最大化さど計る。

企業のf守護さもそれ程，複雑ではないが，技術

が線翠なので，限界原理〈課界生産物価髄口価

務〉に従って投入，議出を決定するとは言い難

い。現行の鶴格体系〔丸 ρb ・1 か;むのも

とで，j番目立=1，2，… m+的の企業
基準の;水準で生産主ピ行った持の科務を

位科潤jπJと呼べば，

r 7Ciおお -[  

(IIG) ~ 
I 7c緑け

+ρZ3  

i=l， 2，… n 

[ -Cj+ムa1jートPZa2J十
…同トムanj]j =1， 2， … m 

られる。もし単位制溝が魚であれば，こ

の企業は生震を中止 (Xj=O) するのが， 最適

行動であるG もしIEであれば，生産水準会j二げ

て，利潤を更に増大しようとするだろう。単独

の企業にとって，全産水準v:..上離はないので，

その企業は無畿大の料費きと上げようとすること

になる 21)。また利器がゼロならば，企業は行動

会衰える誘臨をど持たない。

従って均構であれば，念業の利、i爵をま負で生産

を行わないか，料理がゼロで，有限の生護活動

を仔うかのどちらかでなければならない。逆に

全ての企議の単位務調を非まにするような師絡

な f均衡担格Jと呼ぶことにしよう。 諮護者に

とっては， どのような価格でも均衡的である。

彼は単にく初期保有である投入財を〕売りつく

し. (生産物言ど〉賢いつくすだけである22)。

20)上の注に問機。
21)勿論，特定の企業が無限に投入を増大しようとす
まもば， 投入費才市場で超過需要が生じ価格は上ら
ざるを得ず，上った儲絡では， 利潤は低下する。

22)鱗格は非負とする。
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次に「部分経済」という概念を導入する。こ

れは一般に (ll-B， C)で与えられる「経

済」からいくつかの企業を取り去ったものであ

る。特に， r部分経済」として自明な解で正の水
準で用いられる技術=企業のみからなる経済を

考える。即ち技術 (or企業)の数が m十nか

らnへ減少した，小さい経済を考えることにな

る。この部分経済に対する均衡価格を考え， こ

れを「部分経済均衡価格」 と呼ぶ向。(IC) 

に対応する部分経済均衡価格は (0，0，…， 0) 

である。何故なら，各 disposaIactivityが利

潤ゼロになる(正の水準で用いられる技術は利

潤ゼロ)為には，対応する投入財価格はゼロで

なければならなL、からである。

この価格体系の時， 第1番目の技術 (-3，

4， 2)Tを持った企業がこの経済に参入したと

しよう。この企業が利潤を上げられるのは明ら

かである。そこで生産をゼロの水準から上昇さ

せる。勿論，無限に投入量を増大できるわけも

なく，資源の制約にぶつかる。第2番目の技術

をまだ考えに入れていないのでぬ=0 として，

(I B)の(狭義の)制約式を記せば

y， +4x，=12 
Y2+2x，=10 

上の式からx，は1弘まで増大できる (y，孟Oよ
り) ことが分かるし， 下の式からは1%までと

分かる。どちらか先に制約につきあたった方が

先にきいてくるのでこの比の小さい方が有効で

あり，x，は3まで増大し，れはOとなる。
この考察は，実は「比テスト」と同じことで

ある。まず，問題となる変数の係数が全て正な

らば，ここでの比は「比テスト」のときのそれ

の逆数なので， ここでの最小は「比テスト」の

最大である。右辺は正なので，問題となる変数

の係数にゼロもしくは負のものがある時は，こ

の企業はその資源制約に抵触しないことにな

る。「比テスト」で， dげの負のものを顧慮し

23)ここで言う部分経済均衡は通常の経済学で言う部
分均衡とは，別の概念である。

ないことに対応する向。

この状態(価格はまだ変らず，生産が変っ

た)で技術1を持つ企業は生産計画を国定，す

るかと言えば Lなし、。何故なら，相変らず，

利潤が正だからである。故に生産を増大しよう

と，資本を更に需要するので，超過需要が発生

する。価格は上昇し，この企業の利潤がゼロに

なった時，企業の生産増大誘因がなくなり，部

分経済は均衡する。

この状態 (Y2と引が用いられれとぬが

ゼロである)は(IE)の自明の解として与え

られる。均衡価格も，割に簡単に計算できる。

労働価格は Y2が用いられているのでゼロ，資

本価格はあ=0を用いて， 企業1の単位利潤

ゼロの条件 3-4P，+2P2=0より，ム=弘。 こ
れは(IE) の第1行に π1 として与えられて

いる 25)。この状態は，Y2とx，に対応する企業

24)これが「比テスト」のもう一つの解釈である。
25)用いられる技術全での単位利潤をゼロとするもの
として部分均衡価格を定義して， tableauの第一
行 Yi相当の要素行 (π1，…，町)が自明の解か
らなる部分経済の部分均衡投入財価格を与えるこ
とを(多少技巧的だが以下の様に)証明できる。
はじめに，もともとの tableau(ll C)に基本
操作を行ない，得られた tableauとして (llD) 
を考える。このとき，これに対応する要素価格
は， (:π"…， 71n) in (ll D)で考えられることを
示す。一般的に考え，もともとの tableauの左
n+1列に右へもう 1つ(1， 0，…， O)Tを並べ，
更に右に自明の解に含まれる列のもともとの列を
並べる。すると次のような (n+l)x(2n+2)次
の行列が出来る。
1 0 … 011 c 
0 10  

A 

010  
但し cは(lxn)，1とAはともに (nxn)行
列である。この行列に，自明な解を与える行列を
得るため行った操作で

( ~π1πn: 1 0 
o B : 0 
を得る。このとき

(IrIh)(IC) 11 I - 0;-o B)  .-. ¥ 0 A 
の逆行列であって，特に c+π瓦=OTである。故
に全ての単位利i聞は価格を (π1…πη)としてゼロ
である。また，この方程式はπについてn元一次
連立方程式であり， rank条件を仮定して，一意
に決まる。
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と消費殺からなる部分経済の均衡とも，更にYI

に対Jit;ずる企業主ども含む〈多少拡大された)

分経済の均衡とも考えられる。と習うのはれに

対応する技術に対する単位利潤はこの髄格体系

で食だからである O

車-2 機会偲i絡

{函格の持つ意味には，もう一つある。その髭

の単位当たりの機会費用である。この意味に汚

いる時， 1"機会縮格j と呼ぶことにしよう。機

会費用とは，その縦済に於いて得られるであろ

う最大の利得である。

この様に定義されるならば，機会費用瓜生

産の様子により異るものである。と言うのは，

用いられている技術が呉れば，得られるであろ

う畿大の利得が異るからである。

III 1に於し、て， (I C)の与える自明な解

からなる郊分経済にふに対応する企業を加え

ようと考えたとき， (I C)の与える部分経済均

衡価格を患いて，加わることがその企業にとっ

るか否かで判断きと行ったが，題意、に

おって考えるならば，引の企業に生護を行わせ

ることが，経済全体の生産な増大させるか宥か

で判断されるべきだろう O つまり， X1 

生産を仔わせるために紫諒を他の用途か

分けてこなければならないが，それによ

減とめの導入による生産増を比較する必要が

ある。ところが部分経済栖絡に対する

裁の有無は，その食業がその部分経務に加わる

ことによる社会淳生(ここでは総生産)

に一致する。このことな以下で見てみよう o

j企業がその部分経済に加わるとき，基準

単位で生産を行ったとすれば，投入財会それぞ

れ (alj，aZi，…， αnj)用いのの生産主ど得る。

従って，投入財のそれぞれの減少による

の減少が分かれば，第j企業をその部分経済に

加えることが総生産を増大するか夜かが分かる

こと?こなる。

さで一般に投入財に対する機会舘格は，その

投入財…単位が追加的に存在した場合の追加的

に得られる生産物(i.e.利得)として測られ

る。投入黙の追加的な減少による生産物の追加

的な議少も同様に測られるので，機会僚務が与

えられれば，金議官ど部分経淡に加えることによ

る総生堂去の増減が計算できることになる。

( 1 C)の与える自拐の解からなる (disposal

activitiesのみが実行されている〉部分経済で

は，機会器務私自明的に全てど Pである。何

故なら， どの投入財が追加的に存在しても生産

物を増大しないからである。この場合，部分経

済均衡髄絡と，認じ部分経済に対する機会価格

は(ゼ口で〉一致した。

次に(IE)の与える自明の解からなる部分

(或いは獲に引を加えたもの〉を考え，

これに欝する機会価格を討算してみよう。まず

資本が1単位、追加的に増大したとしよう。生産

量はどれ程増大するだろうか。問題は

max 3x1十4x官

S.t. YI 十4Xj十3xz口 12十1

Y2ト2Xl十5xz竺=10

となり，邑implextableau 
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を得る。これがこの部分経済にとって

ることは，対Jit;ずる (Xzの例な裁く，¥・部分経

済に含まれなし、)第lfiー要素が非負であること

から明ら るにf.立-8包)A)o従って，

るの

この機会費用が第1行第271Jで与えられてい

26) xまに関する列は冷L察であるが，伎の tabl儲むと
比較しあい様に加えてあるoA手に然視すれば良
L 、。



disposal activityの負の単位利潤を表わして

いる (cf.(n G))。つまり，この技術の，この

価格体系(自明の解の与える機会価格)のもと

での負の単位利潤が，対応する第1行要素に示

されていることにもなっている。このことは，

他の生産技術についても言える。

定理 2 部分経済に於ける機会費用で評価し

た各技術の単位利潤は，部分経済を構成する技

術を自明の解とする tableau の第l行要素の

負数で与えられる。

証明:n+j列 (j=l， 2，…， m) について

示せば充分で、ある (i列 (i=l， 2，…， n) に

ついては既述)0 (n c) にあっては，n+j列

は初めの n十1列の線型結合として，次の様に

書ける。

13 (119) 永田均衡価格を求めるアノレゴリズ.t;としてのシンプレッ Fス法
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この両辺に， (n c) より (n D) を得たのに

用いた行に関する演算を施せば， これらの演算

が列に関する線型関係を保存するので，

O 

O 

O 

anj 

ることは注目に値する。資源増を示す右辺への

加算列と左辺第2列の disposalactivityの列

がもともと同じであって，同じ「行への演算」

が施こされたので、あるから，同じになるのは当

たり前であった。これを一般的に言ってみよ

う。

定理 1 n 11固の生産ベクトル (disposal

activityを含むことも可)を選び部分経済を

構成する。 この時， もともとの tableau に

pivottingを(何度も)施し，対応する列が

(乱れた)単位行列になる様に tableau を変

形すれば，各投入財のこの部分経済における

機会価格は得られた tableau の対応する

disposal activityを表わす列の第1行要素と

して示される。

証明:もともとの tableau を (nc) とす

る。そして pivotting の結果 (nD)を得た

とする。定理の結論は，投入財の価格は (π10

， TCn) で与えられるということである。さ

て，第j投入財が微小量(27)だけ増大したとす

れば，新しい問題に対応する simplextableau 

は次の様になる。
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(但し， 議論に不要な要素は*で示した)。

1行のみをとり出せば

前と同じ pivottingを施せば，これに，

TCj b'。1 πl … π" πn十1・・・ πη十叫

πn+j= -Cj+a1jTC1十a2jTC2+.・・ +anjTCn

となり，TCn +1で投入価格が(1!'h 7r2，…， rr:n) 

であるときの(定理1より， これらは部分経済

に於ける投入財の機会価格)負の利潤が示され

ることが分かる。

定理3 最終 tableauの投入財の機会価格

(π10九…，7rn) はこの経済の均衡価格を与

え， この均衡価格で生産量と資源の均衡価格評

価は等しくなる。

b'1 I I a'jj 
1 +6 1 

b'j I I a'jj 

b'ηα'吋

が得られる。

さて，各投入財の機会価格は同時に対応する

27)第j投入財の増大が離散的であると，最適な技術
の組合わせが変ってしまう可能性がある。勿論，
n個の技術からなる部分経済に限れば， この可能
性は否定される。

* 

O 

O 
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証明:蔀半は，殻終 tabl切なでは第1行が

全て非桑であることと，定理zから明らか。後
半部は，定理zの証明に用いた議論を最右到に
鵡用して，

b'o=ロ0・1+b1何十九均十…十b，，:n:胞

を持ることで言える。

上の式の右辺は均横揺格 (πh 11:'2，…，恥)

での消費者による投入財の売上げであり，生産

物の鴇要である。左辺は生議量であるので，生

産物供給であり，需給持衡な表わしている。

IV双対定理

京対定理の一般的な議論はLPの教科書に譲

り，ここではその肝要のみ，即ち主開賜と双対

問題の有議最適値が同一であることを論じる。

(n A)念行列表示で示せば，

f max cx 

(mA) ~ s. t. Ax:::二b

l x二三G

となる。双対問題は

(min y b 

(盗B){ s.ι yA::::::c 
l y二三O

で，認識され， この持， (盟A) を主賠題と呼

ぶ。 このとき， (渡A) と(艶 B)の任意の許

容解について

仰ぎyAx豆yb

が成立する。

ところで主問題を simplex法で解き，均衡

鯨絡 (πh 142，…， nn)があれば， これは双対

問題での許容解である (-Jて五二三0，for i =1，え

九録。まずこ町付二三o(for j=l， 2， …， m) 
は狩A::::::cを意味する)0 

定理3の後半ば，主問題に対する最適解を

がとすれば cx*=坊と表わざれる。放

より CX*は主問題での最大{直言ピ

坊は双対問題の綾小鐘を与える。

V 輸送開盟

V-1 具体例

出発地A，Bがありそれぞれに物資12単位，

18単位ある。ここれを目的地久 b，cへ，それぞ

に γ 一一一l れ10単捻ずつ届けたい。畿送h，1 a b c t 
人1 ， ，. I 紫揺は左閣の瀧りである。こ
IAI 4 5 6 : 

の時 5つの場所により区部

された財についての生産開題

として把揮することもできる。但し，こ

用綾小化の務懇であり，次のよう る。

殺事tn

s. t. 

4XAα.+5XAb+6xM十2XBα十Xsb+3xscー

ぬけぬけ XAc :::;;:12 

XB計二I:B.+Xsc:5o二18

XAα .+ XSa. 二三10

XAo 十.XBo 二三10

XAc 十 XBc二三10

Xij足。

(
N
A〉

この LP問題を simplextableauに書く為

には母島能欝数に(1)をかけて最大化問

とする。窃この問題ではちょうど，出発地の

(12+18)と閥的地の要求設の総

和 (10十10+10)は等しく過不足がないので，

上で不等式で書いてある務総は等式として成立

する。また，その時 5本の制約式は独立でな

いので(部は〈第1式)十(第2式)…〔第3式)

4式)=(第5式))， たとえば， 第5式を

除く。等式系で， (n B)類イ訟の問題及び九im-

plex tableauJは以下の様になる。

max z 

st. z 4XAa+5XA1iキ6XA汁2XBa十XBo3xBC=0 

XAa+ X.11>十 XAc =12 

Xsα十XsoXBcヱ=18

XAa + XBα 出 10

XAb 十XBo 口 10

X，j与二O

N 
B 
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1 4562133  

O 111、o0 0 12 
(N c) I 0 o 0 0 1 1 1 18 

O 1 0 0 1 0 0 10 

O o 1 0 0 1 0 10 

さて上の (NC)をn-6で定義した sim-
plex tableauと比較すると， これは単位行列

を含んでいないので， 自明の解を持たない。従

って第1行が非負であるからと言って， これが

最適を表わすと早断しではならない。

V-2 流れ図と価格による解法

A 

上の図はVー1の問題を図示している。 A，

Bの長方形は出発地，a， b， cの円は目的地を

表わす。出発地の上段には保有量， 目的地の上

段には要求量が書かれ，それぞれ下段に価格を

書くべくあけてある。矢印は，可能な運輸方法

を示し，それぞれに，その費用が与えられてい

る。

出発地の保有量の総計 (12十18)は目的地の

要求量の総計 (10+10+10)に等しいので，費

用最小化を考えなければ，実行可能な輸送計画

を立てることは簡単である。例ば，Aより α

へ10，残ったAの2を bへ，bで足りない分

をBから，そして残ったBの10を C へ運ぶ。

この計画は次の図の矢印にそえられたマノレ囲み

の数字で示される。この時，実行されている輸

送活動は(部分経済)均衡価格でゼロ利潤を実

A 

現しているので，仮に Bに於ける価格を πと

すれば，輸送価格から C の価格では π+3，

bでは π十1となる。また A→bという輸送活

動も用いられているので Aでの価格 Z は

x十5=π+1i. e. X=π-4となり， αではπと

なる。

この時，他の輸送活動(用いられてないも

の， i. e. A→cとB→α) が正の利潤を生まな

ければ， 最適で、ある。 B→αは Bで πで買

い費用2をかけて Aで πで売るので単位利

潤は -2となる。 A→cでは単位利潤は (π+3)

一((π-4)+6J= +1 であり， この活動は利用

した方が良い。従前の輸送計画に更に加えて

A→cを利用すると，Aで不足 cで過剰を生

じるので，輸送，計画調整が必要である。この

ため Aから C を結ぶ実行されているルート

を探せば，A→b，B→b， B→cがあり，最小

量は A→bの2なので， その分量だけ計画を

変更し，次の図になる。
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そして全てのノレートで利潤が非正となり，最

適解が得られた。

V-3 流れ図の解法と simplex法

simplex法にあっては， 自明な解が単位行列

を含むtableauから求められる事実を用いて，

まず①そのようなtableauを書き出し，②列を

選び出し，③比テストで pivot要素を特定して

④ pivottingを行い，①もしくは②へ戻るとい

う手続きをとった。

流れ図の解法では①の単位行列を含む ta-

bleauの書き出しが， I北西」方式によってな

される。即ち，出発地と目的地をそれぞれ順に

並べ， 11原にそれぞれ，出発地は保有量を消費す

るまで， 目的地は要求量を充足するまで，輸送

計画を辞書式に立てて行くのである。

②の列の選び出し方は価格設定と，用いられ

なかった輸送活動の単位利潤の計算によって行

われる。対応する tableauは

A B a b C XAαXAbXAcXBαXBbXBC b 

1π-4πππ+1π十30 o -1 2 0 0 * 
O 1 o * * 0 0 10 
O O 1**002  

O * O 0**108  

O O o ~ ~ 0 1 10 

となる。投入財として A，B， a， b， Cの5つ

があげられているが， うちの 1つは自由に決め

られる(ここでは Bの価格を π とした) の

で，本来，決定されるのは4つだけである。

列のテストから X.4C をとり込むことが決定さ

れる。③と④に相当する作業はルートの変更で

ある。これは，実行されているルートは増減ど

ちらも可能，実行されていないルートは増加の

み可能， とし、う事実をふまえて別のルートを探

し出し，新しい実行可能計画を求めることによ

り，なさ;hる。

付論1 改訂 Simplex法28)

simplex法は simplextableau に行の演

算を次々に行って行くものである。 simplex

tableau Sを

で定義すれば幾度かの pivottingで p.sと

変わる(但し Pは正則)。そして列のテストで

必要なことは， p. sの第1行のはじめの n個
の要素(価格) さえ分かれば， もともとの

tableauから負の利潤として計算できる(第2

行~第 n十1行の計算はいらない)。

取り込むべき列が決まれば， もともとの

tableauの当該列と Pから，改訂すべき列

は，PXj (Xjは取り込むべき列のもともとの表

現)。として計算できる。 しかも，Pは改訂さ
れた tableau の左 n+1列として与えられて

いる。

故に，以下の方法で simplex法は代行で

き， これを改訂 simplex法と呼ぶ。

① 単位行列を含む tableauを書き出す。

② 第1行要素の符号を調べ，③負のものがな

ければ，既に最適である。⑧負のものがあれ

ば，その列を pivot列とする。

③ 左 n十1列と pivot列と最右列について，

28)この節は他より少々高度な(と言っても教養部程
度の)線型代数の知識を用いる。
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比テストを行い， pivot行を選び pivotting

を施す。

④ 残りの列の単位利潤を，①の tableauの

列を③で得た価格(第1行の第2列から第

n+1列迄の要素)で評価したものとして順

に1つずつ計算し， 負のものがあれば rそ
の列」を pivot列とする。

⑤ ④で選んだ列は，①の tableauで与えら

れただけなので，左から③で得られた左

n+1列を行列としてかけて pivot列とす

る。③へ戻る。

なお，④で負のものが見つからなければ，

最適である。

付論2 pivotされた simple玄 tableauを

もともとの技術に即して解釈すあ

( 1 C)の様に与えられた tableauは生産問

題(IA)として解釈される。これに対し， 0
E)は， (1 A)と異る問題として以下の様に解

釈されうる。即ち，

max 一%引+九x2+9

s. t. %Yl+弘X2三三3

一1!zYl+%均三三4
均三三oj=l， 2 

この問題と(IA)の最大値が一致すること

については既に述べた。

(I E)を(IC)より pivottingで得たも

のと考え，計算経過を見易くする為に書き直し

てみれば，

[~肘…1凶山弘いO 一肘叫弘併
o 1 +4 0 4+4 3+4 12+4 
o O+I(一%)12+4(ー弘)5+3(一%)10+12(一%)

となる。第2行は単に4で割っただけで，資本

4単位をもって新しし、1単位にすると単位を定

義し直したことになる。そこでこれをもとにも

どしてやれば

[: 制一…弘いO叫 +判叫3凶弘 O伽十ロ
o 1 0 4 3 12 

o O+I(一弘)I2+4(一%)5+3(一%)10+I2(一%)

となる。例えば，第2列をとり出して考えれば，

もともとの資本に関する disposalactivityに

1倍の (弘， 0， 一弘) を加えたものとなって

いる。

この tableau(i. e. (1 E))は Y2と X1 ~.こ

対応する技術で資本と労働を費消する部分経済

を表している。もしれに対応する技術(i.e. 

資本を捨てる)を用いようとすれば，資本を使

いきっている爪と抵触し，X1が生んでいた生

産物は減少し，んが用いていた投入財は他の

技術にとって利用可能になってくる。それらが

資本一単位あたりどれ程かと言えば弘及び%で

あるo Y2の水準が 1単位上昇するにつれ， 資

本は1単位向へまわせなくなり Xl を通して

の効果としては生産を(弘xI)単位減少させ，

労働を%x1単位増加させる。この Xl を通し

ての効果をも合わせ考えたものとして(IE) 

の各列は読みとることができる。第4列 (X1)

については自ら用いる分と引を通しての効果

が同量逆方向なので打消し合うことになる。

最右列はむしろ (0+3・1%，へ 10-2・l%y
とした方が理解し易し、。即ち 1弘は X1の最適

水準(勿論，部分経済に於ける)を表わし，こ

のときの生産物をどれだけ生じまた引にど

れだけ投入しているかを計っていることにな

り，合わせてこの部分経済でどれだけ他の技術

で利用可能かを示すものとなる。
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