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経済学研究 36-4
北海道大学 1987.3 

Savage の行為の或抽象化 Dedekind の数，

個人的確率，及び， von Neumann-Morgenstern 

効用，について

園

1. 序

Savage [3 ]においては， 例えば， 同書33

頁最後の段落中の確率測度の定義，及び， 73頁

定理4の証明中の Dedekind切断， が指摘で

きる様に，暗黙の内に実数論が仮定されている

のではあるが，一方，例えば，同書第2章第7

節の21頁から22頁最後から2番目の段落まで，

における， sure-thing principleに関する議

論，及び， 38頁下から12行目から39頁上から4

行自までの，公準P6'に関する議論，に見られる

様に，同書における 7個の公準達は，数学的議

論の為の大前提であるのみならず，方法論的な

解釈における自明性を所有しているのである。

従って，もしかりに，純粋数学的概念である

lDedekind切断に基づく実数J，の存在を， こ

れらの公準達と共に仮定する事が必要であるの

ならば， Savageの方法論は，存在論的に不自

然であると，筆者は考える。しかし，以下で指

摘する様に，第1公準から第6公準までに基づ

いて， Dedekindの実数が構成され， さらにま

た， ，集合の連鎖」及び Dedekind有限，各各

河野訳[1]第二編~ 4， 74頁四四，及び~

5， 80頁から81頁，六四，を参照，によって，

事象の分割， Savage [3 ] 24頁， 及び， 事象

達の合併，を定式化しなおす事によって，上述

の6個の公準達に基づいて， Dedekindの自然

数，上掲訳書86頁七三， の存在が示され，且
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つ，有理数聞の演算を定義せずに，直接に，実

数聞の乗法が定義される事，が指摘される。従

って， Savageの公準達は自然に数の概念を導

く者であり，その意味において， 自己完結的と

言える。

一方 Savage[3 ]においては，行為 (act)

は，状態達の全体である「世界 (wor1d)Jと呼

ばれる集合から結果達の全体への写像として，

定義されるのであるが(同書14頁下から10行目

から7行自までを参照。なお， 結果 conse-

quence， の概念については， 同書第2章第5

節， 13頁から， 14頁表1の直後の段落まで，を

参照。)， しかしながら， ，Savageが同書第2

章第4節， 10頁最後の段落から13頁までで指摘

している様に，世界の状態に言及しないのなら

ば，事象聞の所謂集合算は， Boole代数によっ

て数学的に定式化されるので，かりに基本概念

である行為が，世界の状態なる概念に基づかず

に，事象達，結果達，及び， Boole代数，に基

づいて定義され，且つ，その抽象化された行為

に基づいて，個人的確率及び vonNeumann-

Morgenstern効用(この呼称については，同

書第5章第6節， 98頁最後の段落，を参照)の

存在と， 自明な多様性を無視した場合の，一意

性， とが，導かれるのならば，世界の状態なる

概念を用いずに基本的結果が得られると言う意

味で， Savageの方法論の論理的構造は十分に

初等的(elementary)である」と，筆者は考え

る。また， この様な行為の概念の抽象化は，以
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下で指摘する様に，容易に行なう事ができる。

結局， Savageの方法論にとって有利な，但

し論理的な，証拠達の提出が意図されるのであ

る。なお， 以下では， Savage [3 J及び De-
dekind，河野伊三郎訳， [1 Jを，各各， S書及
び DK書と略称する。なお，第4節において

は，簡潔な，方法論的注意達が述べられる。

2. 数達の存在，及び，定量的確率の存在

S書32頁の冒頭の段落及び定理1によって，

第1公準から第5公準までに基づいて，定性的

確率 (qualitativeprobabi1ity)と呼ばれる事

象聞の関係の存在が演揮される事， が知られ

る。また，第6公準P6 (S書39頁から40頁)

の方法論的妥当性の根拠の 1っとして提示され

る， 1定理4 (8書38頁)における， 定性的確

率が精密(自ne)且つ緊密 (tight)になる為の

必要十分条件」である所の公準P6'(S書38頁)， 

が明示され，且つ， P6'に対する明確な解釈が

述べられている。 (8書38頁から39頁にかけて

の論述を参照。)これら定性的確率及び P6'に

基づいて， 単純無限集合 (DK書第二篇~ 6， 

七一， 85頁)，及び， Dedekindの実数，の，或

Boole代数 B の内部における，存在が演縛さ

れる。また，さらに，定量的確率(qualitative 

probabi1ity， S書第3章第3節 33頁， 下か

ら2番目の段落の冒頭から3行自)の存在が示

される。

〔命題1]. くB，V， ̂， "1， 0， 1>を Boole
代数，即ち，次の B1，B2， B3， B4， を満足

する代数系， とする。

Bl. 1任意の b'EB と b"EB とに対して;
b'Vb" = b"Vb'，且つ，b' ̂ b" = b" ̂b' j， 

が成立する。

B2. 1任意の b'EBと b"EBと b"'EB とに

対して b'V(b"八blll)= (b'Vb")八(b'¥/

b") ， 且つ b'八(b"Vb'勺=(b'八b")V

(b'八b''')j，が成立する。

B3. 1任意の b'EBと b"EBとに対して;

b'V(b"̂  ib") =b'，且つ，

b'八(b"V"lb") =b' j，が成立する。

B4. 10キ1，且つ，或 b'EBと b"EBとが存

在して，O=b'八ib'，且つ，

1 = b'V -Ib' j，が成立する。

(以下の議論においては， Boole代数上の自然

な半順序を，く，と表現する。即ち，b'くb"を

b'=b'八b"によって定義する。)

この Boole代数 B 上に，次の条件 QL1，

QL2， QL3，を満足する線形順序5L即ち，定
性的確率，が与えられているものとする。

QL1. 任意の b'EB に対して O~b' である。

QL2. 1任意の b'EBと b"EB と blllEBと

に対して ;b'八blll= b" ̂b'" = 0ならば，
Wb'Vb川三b"Vb川の場合， またその場

合に限って，b' 三b"~j である。

QL3. I~O は成立しない。

(以下では，Ib'~bぺ且つ， b"三b'jによって

定義される自然な同値関係を Ib'士bつ， と表

現する O また， Ib' (: bつを， Ib" ~b' に非ず」

によって定義する。)

この定性的確率三は， 次の条件 DP6'，を満

足する， と仮定する。

DP6'. 1任意の b'EBと b"EB とに対して;

b' (: b"ならば，或D有限 (Dedekindfinite)， 

即ち， 自身への全射でない単射が存在しない，

B の部分集合 X で，

PA1. X の上限 VXEBが存在して，且つ，

VX=I. (従って， B4より， Xキct.) 

PA2. 任意のどEX と X"EX とに対して;

X'̂X"キOならば X'=x"

なる条件 PA1及び PA2をみたすものが存在
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して， w任意の X'fXに対して，b'Vx' ~ b" ~j 

である。

(以下では， r条件 PAl中の 1を bfBで置き
かえた条件，及び，条件 PA2jをみたす Xの

全体を， Par(b)， と表現する。)

これらの仮定の上に， さらに，

DIi. r任意の単純無限集合 YCB，即ち，
“或伊と或 y とが存在して ，cpは Yから Y

への単射であり，且つ，yfY -cp[Y]， 且つ，

い)Y=日{X;XcY， 且つ，yfX， 且つ，
タ[X]~二X}

"をみたす任意の YCB，に対して，上限

¥/YfBが存在するj，

(上記式(* )の右辺において，cpを単射とは
限らない一般の写像と仮定して，与えられる集

合を，cp*[y]， と表現する。即ち，cp*[y]とは

「集合力〉の連鎖j，DK書74頁四四参照，で

ある。)

なる条件 DIiを Boole代数 Bが満足するも

のと仮定する。

以上の仮定達の下で以下の結論1， 2， 及

び 3，が成立する。

結論1.B+={bfB; O~b} と置く。 この場合

B+から B+への写像ψで， r任意の bfB+に
対して， φ(b)モbj， をみたすものが存在する。
従って，末屠の付録における C命題AJより，

自然数系列 (DK書86頁七三)の存在が従う。

そこで， DK 書第二編~ 6 から~10， 85頁から

118頁まで，において演揮されている， r自然数
系列j に関する， 諸結果， 及び， 同書~14， 

130頁から140頁まで，において演縛されている

(但し， r一六八 (137頁)j及び「一六九C138
頁)jを除く )D有限集合に関する諸結果，を，

以下のこの第号節においては，仮定する。

結論2.任意の bfB に対して， 或 b'fB と

b"fBとが存在して，rb=b'Vbぺ b'八b"=O，

且つ，b'三=bりをみたす。また，任意の bfBに

対して， Par (b)から Par(b)への或写像φで，

「任意の XfPar(b) と任意の抗X とに対し

て，或 {x'，x勺E二φ(X)が存在して;

x=x'Vxぺ x'八x"=0，且つ， ど=とz勺， をみ
たすものが存在する。

結論3.或 HCBで， rlfH，任意の hfHに

対してつhf H， 且つ，任意の h'fHと h"fH

とに対して h'Vh"fHj， 且つ r任意の bfB
に対して，Hから Hへの或写像0で，“任意の

hfHに対して hく()(h)"且つ“或 h'fHが存

在して;九[hつの B における上限が存在し

て， V九[h勺士b勺，且つ， r任意の{H'，H"} 
に対して;“H'キ件 H"キゆ H'nH"=ム
H=H'UHぺ且つ，任意の h'fH'と任意の

h"fH"とに対して h'~ h" "，ならば，“或 bfB

が存在して;任意の h'fH'と任意の h"fH"と

に対して，h'~ b 且つ b~h山 j，且つ， rHは

単純無限集合j， をみたすものが存在する。 こ

の場合，I=B/土 ， [HJ ={x ; xfB/士且つ

xnHチゆ}， と置き Iを rB単位区間j，

[HJの元を rH有理数j，と呼ぶことにする。

〔証明].結論1は DP6'より従う。(結論1か

ら得られる自然数系列を利用して， rXcBな

る任意のD有限集合 X は上限 VXfBをも

っ」事，及び， rBから B への任意の写像 ω

と任意の bfB とに対して， ω*[bJの上限

〉ω*[b] fBが存在する」事，が示される。)

結論2の前半は， 自明な相違を無視すれば，

S書第3章第3節定理3，37頁，の証明中の

rPart 5 (同書38頁第1番目の段落から第3番

目の段落まで)jと同じ論法により従う。(この

場合， DP6'及び DIiが利用される O また，

後半は前半より従う。)

結論3は，結論2において「φの定義域が

Par(l) jの場合を考えて， H={h;:或 D有限
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集合 Xcuφ*[{1日が存在して h=UX}，と

置けば従う。 f証明終1

C命題2J. ([命題1]の仮定達を仮定する。)
“C命題lJの結論3'"の〔証明1における H
と φ*[{1日に対して;任意の bEBv;こ対して，

或 φ*[{1日から H への写像 θが存在して;

「任意の XEφ*[{1日に対して ;θ(X)<θ(φCX))
且つ “bEH ならば ;θ(X)キ0 ならば
θ(x)モθ(φ (X))j，且つ， r任意の XEφ*[{1日

に対して， 或 YCXが存在して ;VY~b 且

つ“YCZ且つ ZCX且つ YキZなる任意の

Zに対して， b<iVZ"j，をみたす。 また， こ

の θに対して， 或 φ*[{1日から H への写

像Aが存在して ;A ({1}) =θ({1}) ，且つ，“任

意の XEφ*[{1日に対して， A (φ (X)) = 

θ(φ (x))八「θ(おをみたす。 また， この

dに対して， VA[φ* [{l}JJ土b，が成立する。
([証明1は「帰納法による決定の定理j (DK 

書106頁一二六)，及び， 'IH の定義j，による。

以下 Aを'Ibの H 表現」と呼ぶ事にする。)

C命題3]. ([命題lJの仮定達を仮定する。)
B!'!.を，B と同様に， [命題lJの仮定達をみ
たす Boole代数とする。 B に関する諸概念に

対応する，Bムに関する諸概念を「上っきのム」

をつかって表現する。この場合，B/土から

Bム/土A への全単射 Iが存在して'1任意の

b'EBと b"EBと b"'EBムと b川'EBムとに対し

て;“ b'土bぺ且つ， b'八b"=0， 且つ，

b'"土ムb'川， 且つ b'"八b'川=0ム， 且つ，

I(π(b'Vb")) =が (b'"V b川)" ならば，

I(π(b')) =が(b"')j，且つ， r任意の XEB/土と
yEB/土とに対して ，X豆y(但し，B/土上の

線形11慎序 'Ix孟yjを， '1或 b'EXと或 b"Eyと

が存在して b'~bつ， によって定義する)は

l(x)孟!'!.l(y) と同値であるj，をみたす。従っ

て，B 単位区間く王手〉と Bム単位区間

<I!'!.， ;;計〉とは順序同形となる。(即ち， 単

位区間 Iは， 順序同形を無視すれば， 一意的

に定まる。)また， この様な順序同形写像 fは

一意的に定まる。そこで，以下では，この様な

写像 Iに基づく'111原序同形」を'1強順序同

形」と呼ぶことにする。

C証明J.([命題2Jにおける記号達を用いる。)
抗 I且つ bEXとする。また Aを bの H 表
現とする。 Uφ*日1日-{O}から Uφム*[{P日

-{O斗への全単射fで， 'Ib' ~b" と J(b') ~ 

J(bつとは同値j，をみたすものが存在する。こ

のJに対して，rh= A (X)且つ h=VY且つ
YCX且つ hキ0， ならば，K(h) =VJ[YJj 

且つ 'IK(O)=0ムj，をみたす，A[φ*[{1日〕か

ら Hムへの写像 K が存在する。がを Bム

から B!'!./土ムヘの標準的全射，即ち， '1任意の

b'EBムに対して b'Eπムゅうをみたす写像j， と

して， この K に対して，

l(x) =が (VK[A[φ*日1}JJJ)， 
と定義すればよい。 C証明終1

〔命題4J. ([命題lJの仮定達を仮定し， 且
つ， [命題2Jの記号達を用いる。また， πを

B から B/土への標準的全射とする。)任意の

bEBと，bの任意の H 表現達 A及び A'，

とに対して.7(0 A =πo A'が成立し，且つ，

rbEHならば， .或 XEφ*日1日が存在して，

7(( A (x)) =π(b) j， 且つ，'IbEB-Hならば;

任意の XEφ*日1日に対して，“π(A(x))キπ(0)

ならば，π(A(X))語π(A(φ (x))) (但し'Ix豆y

に非ずjを'Iy豆xjと表現する。)勺，が成立す

る。(この写像 πoAを'Ibの二進展開 (binary

expansion) j と呼ぶ。) この場合， '1 Aを定義

する際に用いられる φ」と'1A'を定義する際

に用いられるφ」とは，“ C命題lJの結論2"
の条件をみたしているのならば，同じ写像であ

る必要はない，事を注意する。従って， この命

題は， 'Ibの二進展開は一意的に定まるj，と表

現できる。([証明1はAの定義より従う。)

C命題 5]. ([命題 1Jの仮定達を仮定する。)
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任意の bEB+に対して Bくわ={b'EB;b'くb}，

とおき，且つ，任意の b'EB<b>と b勺Bくめとに

対して， Ib'三<b>b勺， Ib'Vφ切り， Ib'八くb>bつ，

「寸〈めb'j， 10<b> j， 及び 11くめj， を， 各各，

IH~b勺， Ib'Vb勺， Ib' ̂ b勺， Ib八 ib'j，

10j，及び， Ibj，によって定義するのならば，

定性的確率三め及び Boole代数 B<めは，

E命題1]の仮定達を満足する。従って， [命
題3]，但し，そこでの記法において， 1上つき

のム」を「上つきのくb)jで置きかえる， より，

B 単位区間くI， 亘〉と Bくb>単位区間くI<b>，

孟くめ〉とは，強順序同形となる。

E命題6J. ([命題 1Jの仮定達を仮定する。)

或写像 Cが存在して;I(の定義域 dom(()は

B の部分集合であり， 且つ， (の値域 ran(()

(=([dom(() J)はdom(()の部分集合であり，

且つ， OEdom(()であり，且つ，“或九Edom(()

が存在して ;O~b*， 且つ， dom(() =ふ[b*JU 

ふ[0]，且つ，ふ[b*Jn ふ[OJ=ム"且つ， “任
意の b'Edom(()に対して b'く((b')， 且つ，

b' <H (b') ， "且つ， “<dom(()一心[OJ，く〉と

くこ*[((0)]， く〉とは順序同形である"J， を

みたす。この場合， (は単射であり，且つ，上

記の Ib*jなる元は， ( iこ対して，一意的に定

まる事を注意する。また， くdom(() ふ[0]，

く〉からく(*日(O)J，く〉上への順序同形写像

をαとすると， この αも亦， 一意的に定まる。

なお，以下においては， (を IB整数系列j，

dom(()の元を I(整数j，元 Ibdを IB整

数系列 Cの生成元j，写像「α」をほの反転j，

と呼ぶことにする。

C証明]. ([命題5Jの記法を用いる。)任意の
bEB+に対して IBめから B<めへの写像5が

存在して，任意の b'EBめに対して，“c(b')く

b八ib'，且つ， c (b')土(b八寸b')̂ic(bγ」

が，成立する。また，或 {bぺ b"'}CBが存在

して Ib'"くbぺ且つ，寸b"土bF'，且つ，b"八

ib川土b'勺が，成立する。この様な bに及

び， ibぺに対応する，上記5に相当する写像

達を，各各C'， 及ひび、C'ぺ とする。 また，

Z'={X釘EB<φb'川，〉 ; ;或或 Z〆'EC'*正[b
X=V(ぽC'*[印b"勺，つ1一C'*[民C'(ωZ〆め，う)汀J)リ}， と置く。 この

場合 Z'から Z'への写像がで 1任意の

XEZ' i:こ対して，或 X'EC'*[b'つが存在して;

ず(X)= xVC'(x') ，且つ X八C'(X')=Oj， をみ

たすものが一意的に存在する。 c"に対しても，

“b""くl寸bH，且つ，b""土ib"̂ ib'川"なる任

意の b""EB vこ対して，このがと同様の写像，

f，が一意的に存在する。この場合，Z=dom 
(マつ U{O}Udom(イ)と置き， 1((O)=b川j，且

つ， 1任意のどEdom(めに対して，((x') = 

ず(X')j，且つ， 1任意の x"Edom(甲つに対し

て， ((x") = r;" (x") j，によって，Zから Z八

の写像 Cを定義する。 この Cは IB整数系

列」の諸条件をみたす。 E証明終1

f命題7J. ([命題1Jの仮定達を仮定する。)

Cを B 整数系列，れを Cの生成元， αを C

の反転， とする。任意の bEむ[OJに対して，

dom(()，以下 Z と記す，から Z への或写像

T が存在して 11'(O)=bj， 且つ， 1任意の

XE(*[OJに対して，1'(((X)) =((1' (x))j，且つ，

「任意のYE(*[b*Jに対して;“心[bJCふ〔α(Y)J，

ならば;ふfα(y)J一心[((b)】からふ[OJへの

或写像 1" で 1"(α(y)) =0， 且つ， 任意の

b'E(*[α(y)J一心[bJ に対して，1"(((b'))=

((1"(b'))， をみたすものが存在して， τ(y) = 

〆(b)"， 且つ， “(*[α(Y)J三ふ[bJ， ならば，

ふ[bJーら[((α(y))Jからふ[OJへの或写像1'''

で， 1'''(b) =0， 且つ， 任意の b"E(*[bJ一

心Cαω)Jに対して，l'ぺ((b"))=( (1'ぺb"))，を
みたすものが存在して，1'(yρ)=α1吋(1'ぺαω)))，γ" 
また， この様な写像 T は，各 bE(水[OJに対

して，一意的に定まるので，各 bE(*[OJに対応

する T を， l1'bj， と記す事にし，且つ，各 bE

(*[b心に対して， 111任意の b'E(*[b*Jに対し

て，a (b') =α(b')J， 且つ， 1任意の b'E(*[((O)J

に対して aゅう=α一I(b') j， 且つ， la(O) = 
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Ojj，によって定義される Z から Z への全単

射 a~こ対して ， 'Z"b==a-10Tゆ )oaj，と定義する。

この場合 Z上の「二項演算j，+，を， 1任意

の bfZと b'fZとに対して，b+b'=η (b') j， 

によって定義すると，代数系くZ，+)は加群

となり，零元はOとなり，また，aが，逆元を

与える写像となる。この場合， 1任意の ZfZに

対して Zから Z への或写像 μが存在して;

μ(0) =0，且つ， μ(b*)= -Z，但し Z の逆元

を I-zjと表現する，且つ，任意の yfZに対

して， μ (~(y))= μω) 十 zj が成立する。この

様な写像 μは，各 ZfZ~こ対して，一意的に定

まるので， 各 ZfZに対応する μを， 1μzj， 

と記す事にする。 この場合，Z上の「乗法j，
・， を 1任意の ZfZと Z'fZ とに対して，

Z. Z'=μz (Z') j， によって定義すると， 代数系

くZ，+， ・〉は， 単位元~(0)を持つ， 可換

環となる。

〔命題8J. ([命題1]の仮定達を仮定し， 且

つ， [命題7Jの記号達を用い，且つ， [命題5J

における「上つきのくb)jを用いる記法を利用

する。また，可換環くZ，+， ・〉における零

元 0，及び，単位元~(0)，を，各各， 0" 及び，

1" と記し，旦つ，Z上の線形11原序「亘dを，
「任意の ZfZとどEZとに対して ;z'+(-z) 

f~正OJ の場合，またその場合に限って ， Z三玉dj，
によって定義する。)L={bfB;或 b'fZが存在

して 1“b'くb， 且つ bく~(b') "，或いは，

“bくb'，且つ，b' = -1， "j}， と置く。 この場

合 L 上の同値関係 L を 1任意の b'fLと

b"ELとに対して Ib'土bぺ 且つ， ~或 b川EZ

が存在して;“ b'"くb'，且つ，b'"くb"，且つ，

b'くこ (b'勺，且つ， b"<，~(b'つぺ或いは，“ b'<，b川，

且つ，b"くbぺ且つ，b川=-1，" ~j，の場合，

またその場合に限って，lb'7Tつj，によって定

義する。また，R=L/'L'と置き，Lから L/'L

への標準的全射をねとする。

この場合，Ro=ヤfR;或 bfLと或 b'fZと

が存在して，x=7rR(b)，且つ， 0，豆，b'，且つ，

b'くb，且つ，bく~(b')}，且つ R*=R-Ro，

且つ，R;=Ro-{πR(O，)}， と置くと，R水から

f可への全単射戸が存在して 1任意の bf

π五tR*J と b'fπËtR*J とに対して~“ b~b'"

と“或 b"fs (πR(b))と或b川fs(πR (b'))とが存在

して ;b"~b川"とは同値~，且つ， ~任意の lcL と

れL とに対して 1“或 Zf.Zが存在して ，Z十1，

くb，且つ Z十1，くb'，且つ，bくZ，且つ，b'く

Z，且つ，b士 b'，且つ，b八b'Ai(z+l，)=0， 

且つ，一 (Z+1，)く1，且つ，一 (Z+1，)くJ'，且

つ， 1く-Z，且つ，I'<，-z，且つ，1八1'̂i一

(z+l，) =0 "，且つ，1土1'， 且つ，s(7rR(bVb')) 

=7rR(lVl')j，ならば，s (πR(b)) =7rR(I)Hを

みたす。また，この様な戸は一意的に定まる。

(この戸を，IRの反転j，と呼ぶ事にする。)

また， 0，三玉，Zなる任意の ZfZ~:こ対して，

B<l，>/土<1，>から B<(Z+l，)八九>/土<(Z+I，)八寸Z>への

全単射Lが存在して ;1任意の lcB(l，>とl'fB<I，> 

と bfB<(件 1，)八寸のと b'fBぐ(叶1，)八「のとに対して;

W 1 ~ <1 ，> l' と L(π<1，> (1))云<(z+I，)八百L(π<1，>

(1') )とは同値~，且つ， w“Î I'=O，且つ，1士

J'，且つ，b̂ b'=O，且つ，b土b'，且つ，L(πく1，>

(1Vl')) =π<(Zト1，)八万>(bVb')ぺならば，L(が1，>

(1)) =π<(z十1，)八寸の(b)H をみたす。従って，

Lは強順序同形写像であり，且つ， ([命題3J

より，)0，三三，Zなる各 ZfZに対して，一意的に

定まる。この Lを Lz，と記す。

C命題9J. ([命題8Jにおける， 仮定達， 及

び，記号達，を仮定する。)任意の αf.Roと， 0， 

手，Zなる任意の Z.fZ と， 任意のたL とに対

して 1α=πR(I)，且つ，Zく1，1主つ， 1く~(z) j， 

ならば，Rから R への全単射 Tが存在して;
T(πR(O，)) =a，且つ， w任意の Z'fZと， 任意

の I'fLとに対して;110，壬ci，且つ， z'く1'，

且つ，l' <，~ (z') j，ならば 1任意のbく1cとb'

く1，と， 任意の b"fB<'(z+z')八寸(叫が)>と， 任

意の b'"fB<C(，(z+z'))八寸C(z十z')>とに対して;IIb 

八b'=O，且つ， Lz(π<1，>(b)) =π<，(z)八万>(1八「
Z)，且つ，Lz'(π<1，>(b')) =π<，(刊八市'>(1'八つZ')，
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且つ，Lz+z-Cπ<lc>(bVb'))=π<r.(z+Z')八寸(z+川>(b")j，

ならば，T(πR(l')) =1l'R((z+z')Vb")J， 且つ，
iT1c八つbくb'，且つ，Lz(π<1ジ(b))=析。〕八寸z>

(l八つz)，且つ， Lz'(π<1'>(b')) =πくC(Z，)八「め(1'

八寸z')，且つ Lr.(山つ(πく1r.>(b八b'))=π<r.(C(z十

Z'))八'r.(Z+z')>(blll)j， ならば， T(πR(l')) =πR( 

<: (z+ Z') Vblll) jjj，且つ， fiz' +1，豆，0" 且つ，

z' +lcくl'， 且つ， l'くz'j， ならば f任意の

Z"fZと， 任意の 1"fLと， 任意の bくたと

b"く1r.と，に対して i戸(πR(Z'+1，)) = 1l'R(z")， 

且つ，s(1l'R(l')) =1l'R(l勺，且つ Lz(π<1r.>(b))=

π<C(Z)八「の(1八IZ)， 且つ Lz"(π<1c>(b勺)=

π<C(z")八市">(1" ̂ 寸z")，ならば ii1c三五，z十

(-z")， ならば， iib"くb， ならば，Lz十(-z，，)

(π<lc>(b ̂ 寸b勺)=πくC(z+(-z"))八寸(件(-z"))>(b川)

なる任意の blllfBくr.(叶(川)八寸(Z+(-z"))>に対し

て，T(πR(l')) =1l'R((Z十(-Z")) Vblll) j，且つ，

ibくbぺならば L(Z+(-z"))十(-1，)(π<1'>(1，八寸
(b"八Ib)))=π<(叶 (-z"))八1((叫( 川〉ート(-1r.))> (blll) 

なる任意の blllfB<(z+(-z"))八つ((Z+(-Z"))十(ー1，))>

に対して，T(πR(l')) =πR( ((z+ (-Z")) + (-
1，)) Vblll) jjj，且つ， fO，=z+ (-z")，ならば，

ifb"くb，ならば，T(πR(l')) =1l'R(b八Ibつj，

且つ， fbくbぺならば， ii口(b"̂Ib)キ1l'R(O，)，

ならば，T(πR(l')) = s-1 (πR(b"八寸b))j，且つ，

「πR(b"八Ib)=1l'R(Or.)， ならば， T(πR(l')) = 

πR(O，) jjjjj， 且つ， iz十(-z")豆， -lc，なら

ば， ifbくbぺならば，Lー(件(-z'つ)(π<1r.>(b"̂ I 
b)) =π<C(-(z+(川))八寸(ー(z十(-Z")))>(b'つなる任

意の b川 fB<'(ー(件(-z")))八寸(ー(z十(-z")))>に対して，

T(πR(l')) =戸 1(πR((一(z十(-z勺))Vb'勺)J，

且つ fb"くb，ならば L_((Z+(-Z"))+I，)(π<1，> 

(1，八つ(b八寸b")))=π<-((z十(川)十1c)>(b"')なる

任意の blllfBくC(ー((Z+(-Z"))+I，))八寸(ー((z+(-z"))+ 1c))) 

に対して， if 1l'R((一((z+(-z")) +1，)) V 

blll)キπR(O，)，ならば，T(πR(l')) = s-1 (πR( (一

((z十(-z勺)+ 1，)) Vblll)) j， 且つ， iπR((一

((z+(-zつ)+l，))Vb'つ=口(0，)， ならば，

T(πR(l')) =πR(O，) jjjjj~，をみたす。また，こ

の様な Tは，各 afRoに対して，一意的に定

まる。各 afRo~，こ対して定まるこの T を，

Tα， と記すことにし，且つ， 各 a'ER*に対し

て， iii任意の a"fR* に対して，s(α") = 

s (a") j，且つ， i任意の α"ER;に対して，

s(αつ=s-1 (a") j，且つ，rs(πR(O，))=πR(O，) jj， 

によって定義される R から R への全単射

s，に対して，T，α，= s-1oTs(αつosj，によって，

R から R への全単射 Ta'を定義する。

この場合， f任意の aERと a'ER とに対し

て， α+Ra'=T，α(α')J，によって，R上の「二

項演算j，i + Rj，を定義すると，代数系くR，
+R)は加群となり，且つ，sは逆元を与える写
像となり，且つ，零元はπR(OC) ，以下，この零

元を ORと記す，によって与えられ，且つ， i任

意の ZEZとどEZとに対して，日(z)十R1l'R(Z') 

=1l'R(Z+Z') jが成立する。また， i任意の aER

とa'fRとに対して;ゲ+R(一α)fRo，の場合，

またその場合に限って a三五Ra'j，によって，R

上の線形順序玉R，を定義し，且つ， iα豆Ra'，

且つ，a~a'j を「α嘉誠'j と略記する。

この場合， i任意の afRとa'ERとに対して;

α手Ra'，ならば，或α"ERが存在して， fμα星豆五Rαa"

且つ a"兵iRa'jj， が成立し， さらに， また，

iDedekindの連続性公理 (Dedekind'saxiom 

of continuity) j，即ち， i任意の ACRとA'

CRとに対して ;iAキ仇且つ，A'キム且つ，

AnA'=ゆ，且つ，R=AUA'，且つ， i任意の

aEAなる αと，任意の a'fA'なる α'とに対

して a三五Ra'jj， ならば， i或 α"fRが存在し

て i任意の aEAと，任意の a'EA'とに対して;

α三三lIa'¥且つ a"三三Ra'jjj， が成立する。 ま

た， i任意の αERに対して，或 α，EπR[ZJと或

α"ERとが存在して ;α=α'+Rαぺ且つ，OR三三R

Gぺ且つ， α"~R 1l'R(lc)j，が成立する。また，

この様な a'EπR[ZJと α"fRとは，各 afRに

対して，一意的に定まる。そこで， 各 afRに

対して一意的に定まる， この様な a'EπR[ZJ及

び a"fRを，各各， Gau(α)及び Rem(α)， と

表記する事にする。
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じ命題10]. ([命題8J，及び， [命題9J，にお

ける，仮定達，及び，記号達，を仮定する。ま

た，ZR=7rR[ZJ と置く。)

任意の aERに対して，ZRから Rへの或写

像 M'が存在して ;M' (OR) =OR，旦つ， 1任意

の a'EZRに対して，M'(α'+R 7rR(l，)) =M' (α') 

+R aj，をみたす。また，この様な写像M'は，

各 αERに対して，一意的に定まる。そこで，

各 aERに対して，この様な写像Aグを，M'α， 

と記す。

IO~ 1， 且つ，1く1dなる任意の lEL ~こ対
して，B<lc>j士 <1，>から Bくりj=とくりへの強順序同

形写像が一意的に存在する事， が， [命題5J

より従うので，この様な強順序同形写像を，

L〈t〉，と記すことにする。この場合，10R~Rh， 

且つ，h三玉R 7rR(l，)jなる任意のかRに対して，
R から R への或写像M/I が存在して 1任意
の IO~1，且つ，1く1dなるたL と，任意の

a'EZRと，任意の l'fB<1 c>と， 任意の l"fBくり

とに対して;Ih=7rR(l)， 且つ Lく1>(π<1，>(1')) 

=πの(1つj，ならば，M/I(a'+R 7rR(l')) =M'h(α') 

+ R 7rR(l勺j，が成立する。また，この様な写像
M"は，各 10R塁手R h，且つ，h三五R 7rR (1，) jなる

hfRに対して，一意的に定まる。そこで，

10R~R h，且つ，h三玉R7rR (1，) jなる各 hfRに対

して， この様な写像 M"を，M"h， と記す。

この場合，R上の「二項演算j，1・Rj，を，

11任意の a'fZRと，任意の aERとに対して，

a'・Ra=M乍(a')j，且つ， 1任意の α'EZRと，

任意の αfRと，IOR~R h，且つ，h三五R7rR (1，) j 

なる任意の hfRとに対して， (α'+R h)・Ra= 

M乍(α')+ R M"h(α) jj，によって定義するのな
らば，代数系くR，+R，・R>は，加法，十九

及び，乗法，・R，に関して，可換環となり，零

元，OR，及び，単位元，日(1，)，以下，これを，

1R， と記す，を持つ。また 1任意の α'fRと

α"fRとα川fRとに対して ;α三五Ra"，ならば，

a' +R a'"三三Ra"+R a川j，及び，1任意の α'fRと

α"fRと， 任意の α附 fR;とに対して;同αF三亘三Rαa"

ならば，ゲORa川三玉Ra" -R a'勺，が成立する。さ

らに， また， 1 Archimedesの公理j，即ち，

「任意の a'fR; と α11fRo* とに対して， 或

ZfZR が存在して ;OR~むZ， 且つ， a"Z手RZOR a'j， 

が成立する。

IDedekind の連続性公理j ([命題9J参

照)，及び， 1 Archimedesの公理」により，

「任意の a'fR-{OR}に対して，或α"fR-{OR}

が存在して a'・Ra" =lR，且つ，a" 0 R a' = 1Rj， 

が示される。従って， 代数系くR，+R，・R>

は，可換林であり， 且つ， 線形I1原序亘R に関

して11原序体でありi 且つ， IDedekindの連続

性公理j をみたす。故に， 代数系 <R，+R， 
・R>は， 1実数体」となる。

E命題11]. ([命題1Jにおける仮定達，及び，

C命題5J及び〔命題lOJにおける記号達，を

用いる。)bEB，且つ，O~b， なる任意の b に

対して，B がら実数体くR，+R，・R>への写

像 Pが存在して，次の条件 QN1，QN2， 

QN3，及び， QLN， をみたし， 且つ， この様

な写像 Pは，各 bfB+に対して，一意的に定

まる。各 bEB+に対して， この様な写像Pを，

P(・b)，と記し， 1条件 bfB+が与えられる場

合の，定性的確率三によって誘導される条件

付き定量的確率 (conditionalquantitative 

probability) j， と呼ぶ。

QN1. 任意の b'fBに対して ;OR孟RP(b'!b). 

QN2. 任意の b'EBと b"fBとに対して;

b'八b"=O，ならば，

P(b'Vb" ! b) =P(b' I b) + R P(b" I b). 
QN3. P(ll b) =IR・

QLN. 任意の b'fBと b"fBとに対して;

b'八b三b"八bの場合， またその場合に

限って，P(b'lb)三三RP(b"lb).

また， さらに 1任意の bfB+ と任意の b'fB

と，OR豆Rh且つ h三五RlRなる任意の hfRと

に対して，或 b"fBが存在して b"くb'，且つ，

P(b" ¥ b) =h・RP(b'l b)J，が成立する。まだ，
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「任意の bEB+ と任意の b'EBとに対して，

P(b'八b11) =P(b 11)・RP(b'lb)j，が成立する。

C証明J. [命題5Jにより，B(b>/土どめから

Bくlc>/土<1，>への強順序同形写像が一意的に存在

するので，これをんとする。また，IR={hER; 

OR亘Rh，且つ，h手RIR}，と置くと，B<lc>/士<1，>

から IRへの全単射 Lで，r任意の bEB<I，>に
対して，1， (rr<lc>(b)) =rrR(b)j，をみたすものが

一意的に定まる。さらに，また， r任意の b'EB
に対して，Rb(b') =b'八bj，によって，B から

Bめへの写像を定義する。以上の写像達を用い

て， r任意の b'EBt;こ対して，
P(b'l b) =Ic(Ib(π(b> (Rb (b')))) j， 

によって，P(・1b)を定義すれば結論が従う o
f証明終〕

C命題12J. ([命題1Jにおける仮定達，及び，

E命題5J及び[命題lOJにおける記号達，を

用いる。)任意の bEB+ と， 任意の b'EB と

b"EBとに対して r条件 bが与えられる場合，
b'は b"から統計的に独立である」とは，

rb"八b土0，或いは Bくめ/土くめから B<b"八め/

士ゲ〈めへの強順序同形写像 Fが存在して，

r(πくb>(b'八b))=π(b"八め(b'八b"̂b)jの事であ

る， と定義し，且つ， この関係を， b'J上(b>bぺ

と記す事にする。この場合，任意の bEB+と，

任意の b'EBとb"EBとに対して rb'II (b) b"， 

ならば，b" IIくめ b'j，且つ， r或 b川 EBが存在し

て;b'土b'ぺ且つ， b"'J上〈め b勺，且つ， rb'll <b) b" 

と P(b'八b"I b) =P(b' I b)・RP(b" I b) とは同

値j，が成立する。

[命題13J. ([命題1Jにおける仮定達，及び，

E命題10J，[命題11J，及び， [命題12J， にお
ける記号達，を用いる。)任意の αERに対して，

La(=}{a'ER;α'孟Ra}， L*(a)={a' ER; a'手Ra}， 

U(α)={a'ER;α孟Ra'}，且つ，U* (a) ={a' ER; 

a~手R a'}， と置き， また， さらに，-LR={X; 

XC.R，且つ，或aERが存在して，rX=L(a)， 

或いは，X=L*(α) ，或いは，X=U(α)，或い

は，X=U*(α)j}， と置く。この場合，-LRか

らB への写像fが， r任意の aERに対して;
x (U*(α)) = '"lx (L(α))， 且つ，x (U(a)) = 
Ix(L棒切))， 且つ r任意の a'ERに対して;
a三三Ra'，ならば，x(L(α))くx(L(ゲ))j，且つ，

x(L*(α))くx(L(α))，且つ， rr任意の a'EU*(α)
に対して bくx(L(a'))jなる条件をみたす，任

意の bEBに対して bくx(L(α))j，且つ， rr任
意の a'EL*(α)に対して x(L(α'))くbjなる条

件をみたす，任意の bEBに対して ;x(L*(α))

くbjj， なる条件をみたす場合， またその場合

に限って，写像£を， r抽象的変数j， と呼ぶ
ことにする。特に，任意の aERに対して r任
意の h-LRに対して rαd，ならば，a(l) =lj， 
且つ， rael，ならば， a(l) =Ojj， によって，

抽象的変数 dを定義する。また，任意の aER

に対して r任意の a'ERに対して ;YCL(a')) = 
x(L(α'+R (-a)))j，なる条件をみたす抽象的

変数 3が一意的に定まるので， この 3を，
x+a， と記す事にする。さらに，また，任意の
抽象的変数fに対して r任意の a'ERに対し
て;z(L(a')) =正(U(-a'))j，なる条件をみた

す抽象的変数乏が一意的に定まるので，この E

を -x，と記す事にする。また，任意の aER

と，任意の抽象的変数主に対して;I任意の a'ER

に対して Iα=OR， ならば W=ORj，且つ，

rOR;;i手Ra，ならば，め(L(α'))=x(L(α'・Ra-1))j， 
且つ Ia;;i手ROR， ならば，め(L(a')) = 

主(U(α'・Ra一1))jj，なる条件をみたす抽象的変

数めが一意的に定まるので，この Wを，ax， 

と記す事にする。

この場合，任意の抽象的変数主とタとに対

して I任意の aERに対して， i.. (L*(α)) = 
V{bEB; :或 a'ERが存在して，b=x(L*(α') )八

(( -y)γa) (U*(α'))}j， をみたす抽象的変数

乏が一意的に存在する。そこで， この乏を，

£τF， と記す事にする。(なお，xてr5i， を定義
する為に用いた式の右辺の上限は，抽象的変数

の定義， 及び，仮定DLJ，より存在することが
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容易に示される。) また， この場合 iτy=
y+i，が成立する。

また，任意の抽象的変数£とタとに対して;

「任意の aERに対して，主(L*(a)) = V{bEB; 
b=i (L(OR)) ̂ i (U(OR))八OR(L*(α))，或い

は r或 a'ERが存在して，b=i(U*(OR))̂  
5 (L*(α'))̂(a'正)(L*(α)) j，或いは， r或α"ER
が存在して， b=i(L*(OR))八S(U水ゆっ)̂

(a"i) (L* (α)) j} j， をみたす抽象的変数 2が

一意的に存在する。そこで，この 2を， Z7f，

と記す事にする。この場合，i":y=yγi，が成

立する。

また，任意の抽象的変数£と 3と，任意の
bEBトとに対して r任意の α'ER と α"ERと
に対して，主(L(α'))八blLめ S(L(α"))八bj，が

成立する場合， またその場合に限って r条件
bが与えられる場合，主は 3から統計的に独
立であるj， と定義し， 且つ， この関係を，

iiL<り， と記す事にする。

また， 任意の bEBに対して r任意の aER
に対して rb孟Ra，ならば，z(L(α)) =lj， 

且つ， rrOR孟R a，且つ， aj手R lRj，ならば，
z(L(α)) =寸bj，且つ， rα妥ROR， ならば，

z(L(α)) =Ojj， をみたす抽象的変数 2が一意

的に存在するので， この 2を， cくb>，と記す事
にする。さらに，また，任意の抽象的変数主に

対して r或 a'ERと或 α"ERとが存在して;
i(L(ゲ))=1，且つ，i(L(a")) =Oj，が成立す

る場合， またその場合に限って r主は有界で
あるj，と定義する。

有界である抽象的変数の全体を CVとする。

この場合，任意の bEB+に対して ;CV:から R

への或写像で，次の条件I1， 12，及び， 13，を

みたすものが，一意的に存在する。そこで，各

bEB+に対して， この写像を，E(・Ib)， と記

す。

1 1. 任意の a'ERとα"ERと，任意の i'ECV

と i"ECVとに対して;

E((αγ)+ (α"i") [b) 

=a'・RE(i'lb)十RaヘRE(i"lb). 
1 2. 任意のおCVに対して;

P(i(L*(OR)) I b) =OR，ならば，

OR 三三RE(i[b).

13. 任意の b'EBに対して;

E(cくb'>I b) =P(b' [b). 

さらに，また，任意の bEB+に対して r任
意のたCVと yECVとに対して;主主〈b〉F， な
らば，E(iγy[b)=E(i[b)・RE(y[b)j，が成

立する。

任意の bEB+と任意の iECVとに対して;

E(ilb)を， r条件 bが与えられる場合の i
の条件付き期待値j，と呼ぶ。

3. 抽象的行為，及び，効用

(この節においては，第2節 E命題1]にお

いて導入された記法達を用いる。)

Boole代数くC，Vo，八0，10， 00， 10>から

Boole代数くB，VB，八B，IB， OB， lB>への
準同形写像の全体を ιg[， 即ち，rCから B へ
の任意の写像 H に対して r任意の C'ECと
C"ECとに対して;H(c'Voc勺=H(C')VBH(c勺，

且つ，HClo c') = IB H(c') jの場合，またその

場合に限って，H，ιg[j， とする。 また， Boole 

代数 C及び B 上の自然、な半順序を， 各各，

くc及びくB，と記す。

E定義1].任意の dEC~.こ対して r任意の CEC

に対して ;cくod，ならば，c=d j，が成立する

場合，またその場合に限って， rdはCにおけ

る基本的結果であるj， と定義される。 また，

Cにおける基本的結果の全体を D と記す。

C定義2].任意の HE!J[に対して rD'C.D

なる空でない D有限集合 D'が存在して;

VB H[Dつ=lj，が成立する場合， またその場
合に限って，rHは !J[における基本的行為で
あるj，と定義される。また， ι釘における基本
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的行為の全体を♂と記す。

〔定義 3]. 任意の HE!J{ と H'E~( とに対し

て r任意の dEDに対して，H(d) =H'(d)j， 
が成立する場合， またその場合に限って，rH 

とH'とは D 同値であるj，と定義し，且つ，
この関係を， rH互H'j，と記す。関係 D は !f{
上の同値関係となる。

E定義4]. 任意の dEDに対して r任意の
CECに対して ;rdくcC，ならば，A d(C) =hj， 

且つ， rrdくcCに非ずj，ならば，A d(C) =OBjj， 

によって Cから B への写像 Adを定義し，

且つ， この Adを， rd行為J， と呼ぶ事にす

る。「任意の dEDに対して，A d Eej，が成立

する o i1)={HE!f{・;或 dEDが存在して H=

A d}， と置く。

【定義5]. 任意の HE!f{とH'E!f{と， 任意

の bEBとに対して r任意の CECに対して;
くH，H'; b)(c) = (H(c)八Bb)VB (H'(C)̂B 
IB b)j，によって C から B への写像くH，

H'; b)を定義する。「任意の HEι釘と H'E!J{

と， 任意の bEBとに対して， くH，H'; b) 

Eι!J(j，が成立する。

〔定義6]. JlC，!f{なる任意の J に対して;
「任意の FEJlと F'EJlと，任意の bEBとに

対して，<F， F';b) E!f{ j，が成立する場合，

またその場合に限って， rしAは行為空間 (space
of acts)であるj，と定義する。例えば，ゆ，e， 
及び， !f{f土行為空間である。

E定義7]. JlC，!J{なる任意の行為空間 J
と，Jl上の任意の二項関係ベとに対して r任
意の FEJlと F'EJl と F"EJl とに対して;

rFベF，或いは，F'={Fj， 且つ， rrFベF，

且つ，F'={F勺， ならば，F={F勺，且つ，

rF旦:F'，ならば，rFベF，且つ，F'ベFjjj，

が成立する場合， またその場合に限って， rベ

は J 上の選好 (preference)であるj，と定

義される。また，Jl上の任意の選好ベに対し

て;r任意の F丸Jlと F'EJlとに対して ;rFベ
FF，且つ，F'={Fj，の場合，またその場合に限

って， rF'=Fjj， によって， ιJ上の同値関係

ーを定義する。また，rF'={Fに非ずj，を，rF 

式F'j，と記す事にする。

C定義8J. JlC，!f{なる任意の行為空間Jと，
J 上の任意の選好ベとに対して ;D[JlJ= 

{dED; A d EJl}， と定義し，且つ r任意の
dED[uむと d'ED[u灯とに対して Ad={Ad'，

D 
の場合，またその場合に限って，d={d'j，によ

D 
って，D[JlJ上の関係，ベ，を定義する。

E定義9J.JlC，!f{なる任意の J と，Jl上
の任意の関係もに対して;次の APlから

AP6までの条件達が成立する場合， またその

場合に限って，くJl， ={)を Savage系(Savage

system) と呼ぶ。

AP1. Jlは行為空間であり，且つえは Jl

上の選好である。

AP2.任意の FEJlとF'EJlと，任意の GEJl

と G'EJlと，任意の bEBとに対して;

くF，G; b)ベくF'，G; b)，ならば，

くF，G'; b)ベくF，σ;b)。

AP3.任意の dEDと d'EDと， 任意の bEB

とに対して rA d EJl， 且つ，A d'E Jl， 且
つ， r或 FEJlと或 F'EJlとが存在して;
或 GEJlが存在して，くp，G;b)式くF，

G; b)jj，ならば， rr A dベAd，j，の場合，

またその場合に限って， r或 GEJlが存在
して，くAd，G; b)ベくAd" G;b)jj。

AP4.任意の bEBとb'f.B と，任意の dEDと

eEDと，任意の d'fDとe'EDと，に対し

て;rA d EJl， 且つ，A e fJl， 且つ，A d，E Jl， 
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且つ L1e' EJl. 且つ L1e式L1d. 且つ，

L1 e'式L1d'. 且つ，くL1d. L1 e ; b>ベくL1d. 

L1e; b'> J. ならば， くL1d'. L1e，;b>ベ

くL1d'. L1 e'; b'>。

AP5.或dEDと或d'EDとが存在して L1d EJl， 

且つ L1d' EJl. 且つ L1 d守~L1 d'。

AP6.任意の FEJl と F'EJl とに対して;

F~F'. ならば. 1 L1 d EJlなる任意の dED

に対して XCBなる或 D有限集合 X

と YCBなる或 D有限集合 Y とが存

在して 1任意の町XとX'EXと，任意の

yEYとy'EYとに対して;IX ^B X'キOB.
ならば.X=X'J.且つ.IY^B y'キOB，なら

ば.y=y'JJ. 且つ.VB X=lB. 且つ，

VB Y=h.且つ.1任意の XEXと任意の

yEYとに対して;くL1a. F; X>式F， 且

つ.F式くL1d. F'; y>J。

E定義10J.任意の Savage系くJl.=Uと，

任意の bEB とに対して 1任意の FEJl と

F'EJl とに対して 1或 GEJlが存在して，

くF.G; b>ベくF'， G; b>J. の場合， またそ

の場合に限って.Fベ(b>F'J. Kよって.Jl上
の関係，ベベを定義する。この場合， 1任意の
bEBに対して;ベ〈めは Jl上の選好であり，

且つ. 1任意の FEJl と F'EJl とに対して;

「任意のdEDVこ対して，F(d)八Bb=F'(d) ̂ B bJ， 

ならば IF~<b>F'. 且つ. F'~<b>FJJ. が成

立する。また.IFベ<b>F'に非ずJ. 及び，

IF~<めF'， 且つ. F'~<b>F J. を，各各，

IF'式<b>FJ.及び.IF~<めF'J. と記す。

また， この場合，任意の bEBに対して 1任

意の FEJlとF'EJlとに対して.Fベ<b>F'J.

が成立する場合，またその場合に限って.Ibは

零事象 (nullevent)であるJ. と定義する。

C定義11J.任意の Savage系くJl.~>に対

して 1任意の bEBと b'EBとに対して 1或

dEDと或 eEDとが存在して L1d EJl. 且つ，

L1 e EJl. 且つ L1 eマ~L1 d. 且つ，くL1a. L1 e ; b> 

ベくL1a. L1 e; b'> J. が成立する場合， またそ

の場合に限って， 同署長b'JJ. によって B 上の

関係，ベ，を定義する。また. Ibペb'に非ずJ.
及び. Ibベb'，且つ b'ベbJ. を， 各各. Ib'会

bJ.及び. Ib会b'J.と記す。この場合，ベは，

B 上の定性的確率となる，即ち. [命題1Jに

おける条件 QL1. QL2. 及び. QL3.を満足

する，事が. Savage系の定義. [定義9J. よ

り，容易に従う。(但し，その際，条件AP6を

用いる必要はない。) さらに， 条件 AP6を用

いる事によって，この定性的確率，園長，が， [命

題1Jにおける条件 DP6'を満足する事，が従

う。

また， この場合. 1任意の bEBに対して;

OB会b. ならば. 1くJl. ベ<b>>は Savage系で

あり，且つ. (ベめから定義される定性的確率

ペくめに対して). 1任意の b'EBと b"EBとに

対して b'八Bbベグ，̂ B b. の場合， またそ

の場合に限って.b'ベくめb"JJJ. が成立する。

また. Boole代数 B が[命題1Jにおける

条件 DLJを満足するのならば. [命題11Jによ

り.IOB会bなる任意の bEBに対して;条件 b

が与えられる場合の，定性的確率べによって誘

導される，条件付き定量的確率.P(・1b). が一
意的に存在し，且つ，条件 lB が与えられる場

合の，定性的確率ペめによって誘導される，条

件付き定量的確率.p<b> (・). が一意的に存在

し，且つ.1任意の b'EBに対して.P(b'lb) = 

pめ(b')JJ.が成立する。

〔定義12]. ([命題13Jにおける記法達を用い

る。また. Boole代数 B が条件 DLJをみた

すと仮定する。)任意の Savage系くJl.ベ〉に

対して 11任意の dEDとd'EDとに対して;
D 
dベd'の場合，またその場合に限って，U(d)亘R
U(d')Jなる条件を満足する D から R への

任意の写像.U. (以下， この様な写像を. ID 

単調な写像J. と呼ぶ事にする). と，任意の
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FfJlとに対して 1任意の afRに対して，或

b'fBが存在して，b'=VBF[U--:l[L(α)]] j，な

らば， 1任意の αfRに対して;王(L(α))=VB

F[U--:l[L(α)]] j，を満足する抽象的変数£が

一意的に存在するj，が，容易に示される。この

様な抽象的変数£を，IFの U表現j， と呼

び，F可と記す事にする。この場合，任意の D
単調な写像 Uに対して 1任意の FfenJlと

F'fenJlと，OB会bなる任意の bfBとに対し

て Fベくb>F'，の場合，またその場合に限って，

E(FU[ b)孟RE(F'Ulb)j，が成立する場合，ま

たその場合に限って，IUは基本的効用であるj，

と定義する。なお， 1或基本的効用 Uが存在し

て，任意の基本的効用 U'~こ対して ， OR 三五Raな

る或 αfRと，或 α'fRとが存在して，任意の

dfD ~こ対して ， U(d) =aoR U'(d)十Ra'j，が，自

明な相違を無視すれば， S書第5章第3節， 73 

頁から76頁まで，における議論と同じ議論によ

って， 示される。(但し S書第5章第3節定

理3，の証明， 74頁から75頁まで，において，

行列式が利用されているが，同じ定理が，同書

第5章第2節定理4，73頁，に基づいて容易

に示されるので，この論文で指摘する所の，

Savageの公準達の持つ「自己完結性」が， 1不

自然」なものとなる恐れはない事， を注意す

る。)

さらに， また，任意の D 単調な写像 Uに

対して;11任意の FfJlに対して，Fの U表現

が存在して，FUは有界な抽象的変数j，且つ，

「任意の FfJlとF'fJlと，OB会bなる任意の

bfBとに対して Fベめ'F'，の場合， またその

場合に限って，E(FUjb)三三RE(F'Ulb)jj，が

成立する場合，またその場合に限って，IUは強

効用 (strongutility)であるj，と定義する。

E定義13]. (Boole代数 B が条件D2Jをみ

たすと仮定する。)任意の Savage系くJl， ~> 

に対して;次の条件 ML，及び，.AP7，が成立

する場合， またその場合に限って， くJl， ベ〉

を強 Savage系 (strongSavage system)と

呼ぶ事にする。

ML.任意の FfJlと任意の dfDとに対して，
或 b'fBが存在して，F(d')キOBなる任意の

d'fDに対して d令，の場合，またその場合

に限って，F(d') <B b'。

AP7.任意の FfJlと GfJlと，任意の bfB

とに対して;11任意の dfDに対して ;F(d)キ

OB，ならば L1d ベくめ Gj，ならば，Fベ〈めGj，

且つ， 11任意の dfDに対して ;G(d)キOB，な

らば，Fベ<b)L1 dj，ならば，F ~<b> G j。

この場合， 1任意の強 Savage 系くυ~，ベ〉に

対して，或強効用 Uが存在して， 任意の強効

用 U'に対して，OR語Raなる或 afRと， 或

α'fRとが存在して， 任意の dfDに対して，

U(d) =α・RU'(d)十Ra'j，が成立する事が，自
明な相違を無視すれば， S書第5章第4節， 79 

頁から80頁まで，における議論と同じ議論によ

って，示される事を注意する。〔但し， 1効用関

数の有界性Jが，第7公準 P7を利用する事に

よって，示される事は S書においては，第5

章第4節の脚注において言及されているのみ

で，実際の証明は与えられていないのではある

が， しかしながら，この有界性は P7，及び，

S書79頁の補題1， を利用する事によって， 容

易に示される事，を注意する。)

4. 方法論的注意達

C注意1]. 屡， 或特定の条件達を満足する抽

象的な測度を， 1確率測度j，と呼ぶことによっ

て，応用数学的な議論が展開されるのではある

が，この様な議論が，仮りに，何らかの意味に

おける「有用性Jを所有し得るとしても，例え

ば， DK書やS書において典型的に視られる所

の， 1科学」と呼ばれる者の基礎付けに関する，

論理的考察と，少なくとも直接的には，連闘を

持ち得るとは，筆者には思われない。また，何
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らかの「定性的」な「確からしさ」の存在を仮

定して，何らかの「定量的」な「確からしさJ
D存在を演揮する， と言う様な論理が，統計学

の基礎付けとしての蓋然論において，十分な説

得力を所有し得るとは，少なくとも筆者には，

思われない。既に， Julius Wilhelm Richard 

Dedekind (西暦1831年10月6日一西暦1916年

2月12日)が， DK書，例えば，第二篇第一版

序文， 45頁の後から4行目から51頁の本文の終

りまで，において，簡潔，且つ，論理的に，主

張している事なのではあるが， 11測り得る大き

さ」の存在」を意識的に， 或いは， 暗黙の内

に，仮定すると言う様な立場，或いは， この様

な立場に類似する立場達，からは 1科学」の

基礎付けを実行し得る程の，存在論的に，精確

且つ的確な，論理を展開し得る， とは，筆者に

も亦，思われないのである。

〔注意2J.第3節C定義9Jにおける Savage

系に基づいて， 但し， Boole代数 B が条件

D~ をみたすと言う仮定の下で B 上の定性

的確率の存在がみちびかれ，且つ， この定性的

確率が条件 DP6'をみたす事が示され， さらに

また， この Boole代数 B と， この定性的確

率とに基づいて，第2節における命題達，例え

ば， [命題lOJにおける「実数体」の存在， 及

び， [命題11Jにおける「定量的確率」の存在，

等，が，演揮されるのではあるが，それ故に，

この演揮の過程において，その存在が示される

所の概念達は，皆，その基本的構造に関する限

りでは，行為空間上の選好によって記述される

事，を，注意する。

〔注意3J.DK書第二篇第一版序文 45頁の

後から4行目から46頁の本文の終りまで，にお

いて，既に， 主張されている様に 1自然数系

列」と「論理」 とに基づいて 1新しい概念」

を積極的に創造する事が 1科学」の本質的進

歩にとっての不可欠，且つ，主要なる要因の一

つである， と，筆者も亦考えるのではあるが，

この論文においては， 1或特定の人格が，決定を

下す際に，考際し得る事象達の全体」なる自然

な解釈を持つ Boole代数 B において， 1既

に，数達，確率達，効用達が『内在』している

事」を指摘する為に，通常の純粋数学的構成の

流儀を機械的に採用する事，を，避ける事にし

たのである。特定の人格が，不確定なる要素が

多く連関している一個の系に対して，1実際にJ，

的確なる判断を下し得る事， と，その特定の人

格が，純粋数学，或いは，応用数学，或いは，

自然科学，の素養がある事，またさらには， 自

然数の簡単な計算が出来る事，等等， とは，本

質的に異なる， (但し， 本質的連関は存在し得

るかもしれないが)， より基本的な事柄達に連

関し得る， と考えるのである。例えば，粗雑に

表現するのならば， 或種の集団からは 1野蛮

人 (savage)J， と呼ばれる一個の人格が， 或

特定の状況に対しては，その集団における任意

の人格よりも「はるかに透徹した」判断を下し

得る(但し，その一個の人格が，その自己の判

断に対する演鐸の過程を「論理的に表現する為

の記号列」を所有しているとは限らなし、)事は

十分に起こり得る事である， と，考えるのであ

る。

また，統計学の基礎付けと本質的な連関のあ

る分野にベイズ統計学があるが， この分野に関

する簡潔且つ透徹した，但し，みかけ上は「書

評」の形式を借りている，論述に，鈴木 [6J， 
がある事を注意する。(また， この「書評」へ

の補足的論述としては， 園 [4J， [5 J， があ

る。)

なお，第2節 C命題1J における Boole代

数の公理達の内， B1， B2，及び B3，は，

西村，難波 [2Jの付章第2.1.1節， 218頁，

より， また B4は，竹内外史 [7Jの第1章

第2節， 74頁， より，借用したものである。

5. 付録 (Dedekindによる連鎖の概念)。

DK 書における連鎖の概念(同書第二篇~4， 

72頁三七 74頁四四， ) に連関した〔補題A勺

と E命題AJとを示す。
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C定義A]. (DK書74頁四四)。任意の空でな

い集合 XとXからXへの任意の写像 φとに
対して;任意の肝X に対して，

ψ*[xJ= n{Y; XEY且つ YCX且つ
ψ〔泊三Y}，

によって，集合 ψ正副を定義し， この集合を

Ixの ψ連鎖」と呼ぶ。

〔補題AO].1ψ 連鎖」に関して以下の 1。か

ら5。までが成立する。

10
• (DK書76頁五七)。

φfψ水[xJJ=φ*[ゆ(x)Jo

20
• (DK書77頁五八)。

ct*[xJ ={x}Uψ*【ψ(x)Jo

30
• (DK書77頁から78頁)。完全帰納法の定

理。任意の集合 Zに対して;“抗Z，且つ，
任意の X'Eψ*[xJnzに対してい(x')EZ "， 
ならば， ψ*[xJc二Z。

40 • 任意のどψ正xJ と X"Eψ正副とに対し

て 1ψ*[x'J c二φ*[x勺或いはい*[x"J c二
<t*[xつ」が成立する。 (4。は 2。，及び 30，

より従う。)

50. Ix'三二x"J を 1ct*[x"Jcct*[xつ」 によっ

て定義する。この場合， ψ正副上の関係三二
は線形 )1頂序であり， 且つ Ix'三二x"且つ

x/fζx'Jを IX'-:::::'xりと表現すると，IX' =x" 

ならばど三~x"J が成立する。

C補題A勺.任意の空でない集合x，任意の

ゴ，任意の ψ，に対して;“三が X上の線形

順序であり，且つ， ψがXから Xへの写像で、
あり， 且つ， 任意の XEXに対して ψ(x)ペz
(但し，IX':;Sx" iこ非ず」を IX"ーくど」と表現

する)，¥ならば， 任意の yEXとy'EXとに対

して， 1 y'φfφ*[yJJならば“y'一..;y，且つ，

ゆ(yっぺい(y)"J。

C命題A].[補題Aつにおける仮定の下で(但

し， [補題AOJの 50における記号達を用い

る)，以下の γ から rが成立する。

1*. xEφ*[ゆ(x)J。

γ X':::::X" とど=x" とは同値である。

3*. X'-<X"とX"くど(但し，Ix'三二f に非ず」

を Ix"く〆」と表現する)とは同値であるo

4*. x"く〆と φ(x")くψ(x') とは同値であ

る。

5*. 併を ψ*[xJに制限した写像は単射であ

る。従って， 1*より， ψ*[XJは xを「基

礎要素」とする，いによって「順序づけられ

るJ，単純無限集合 (DK書85頁， 七一) と

なる。

C補題A水の証明]. ZEφ*[yJに対して， ゆ(z)

べy且つい(ψ(z))ぺψ(y)，と仮定する。 この
場合 1φ(φ(z))ベφ(z)且つ φ(z)ーくyJ より

「ψ(φ (z))ベyJが， また 1ψ(φ(φ(z)))ペ

φ(ψ(z) )且つ ψ(ψ(z))ペψ(y)Jより「φ(ψ(ψ

(z)) )ベφ(y)Jが，従う。故に C補題AOJの
30 より従う。 C証明終]

E命題Aの証明]. 1*は E補題A勺及び 10よ

り従う。 2*は 1*及び 2。 より従う。 3*は

40， 2*， 20，及び， [補題Aつ， より従うo4* 

は 40，2*， 20，及び， [補題A勺，より従う。

5*は 1*，10，及び， 4*より従う。 E証明終1
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