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経済学研究 37-1
北海道大学 1987.6 

初期状態・合成仕事と

多機械フロ}・ショップ問題の解法

関口恭毅

要約

m機械問題がある 2機械問題と等価になるための十分条件のいくつかは従来から知られており，これを満

たすときは古典的な Johnsonの規刻によって最適スケジュールを求めうることは良く知られている。著者

はまず，これらの十分条件が満たされる場合であっても，フロー・ショップの各機械がそのスケジュールの

処理に着手できる時期，つまり初期状態を考慮に入れると， Johnson規則によるスケジューノレが最適では

ない場合のあることを指摘する。次いで，初期状態を明言的にとり入れて， m機械問題が2機械問題と等価

になるための十分条件を明らかにする。また，任意のスケジューノレが最適スケジュールにくらべ， どの位悪

いかを判定する簡単な関数を与える。形式的に構成される， m機械問題と等価な2機械問題が，負の処理時

聞をも許すSekiguchi(1983)の2機械問題と等価なことが示される。その結果，等価な2機械問題を利用

するm機械問題の解法が，仕事に対して処理時間に含まれない段取時間，後始末時間，各種の時間遅れが指

定されている場合，グノレープ・スケジューリング問題となる場合， さらに， これらの問題に先行関係制約が

ー与えられる場合，などにも適用可能なことが明らかにされる。

1. はじめに

順序づけ問題は，製造システムや計算機シス

テムにおけるスケジューリング問題のモデルと

解釈できることが多い。これらの現実の状況を

思い描くと，順序づけされる対象(仕事)を処

理する場(工場)は仕事の処理とともに変化す

る，ある種の“状態"を持っていると考えるの

が自然である。例えば，フロー・ショップ問題

では，各機械が利用可能で、あるかどうかが， こ

の状態に相当すると考えることができる。与え

られた一群の仕事の処理に着手する時の，工場

の状態が，あるスケジュール〔順列)に従って

その仕事群を処理する際の効率に影響し，それ

故に，最適な)J原序の決定に影響を与えると考え

るのは自然である。しかし，順序づけ問題の分

野では，慣例として問題の記述の中に明言的に

初期状態を組み込むことは少なし、。わずかに，

Gilmore and Gomory (2J， Sekiguchi (7-

11Jが明言的に初期状態を扱っている。
本稿ではフロー・ショップ問題を研究する

が，まず 3機械問題になると，初期状態によ

って最適スケジューノレが変化することを示す。

従って， Johnson (3J， Burns and Rooker 

(1J， Monma (4Jが与えた 3機械問題が，あ

る2機械問題と等価となるための十分条件(初

期状態を明言的に導入していなし、)を満たす場

合であっても，一般的な初期状態の下では，必

らずしもこの2機械問題と等価にならないこと

が明らかになる。初期状態を明言的に扱うこと

が，理論的にも必要な理由である。

しかる後に3節では一般的な初期状態を明言

的に扱い，多機械の問題を2機械問題として解
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くことができるための十分条件を導く。この検

討は一般化した時間遅れを利用する Szwarc

C13Jの分析手法を利用して行う。この方法は，

仕事に，処理時間とは独立の開始遅れ，終了遅

れ，運搬遅れ，段取時間，後始末時間のいくつ

かあるいは全部が指定されている問題を統一的

に，しかも，簡単に扱うことを可能にする。

従って， ここでの結果は Nabeshimaand 

Maruyama C5Jの成果を包含するものである。

しかし， この手法では，負の処理時聞を有す

る仕事が発生したり，k番目の機械での処理

を，k-1番目の機械での処理に着手する前に，
開始する状況が発生する。そこで4節では，そ

の物理的意味を明らかにし 3節で提案する解

法の適用領域を拡大するために， Sekiguchi 

C9-11Jの合成仕事を利用する手法との等価性

が指摘される。その結果 3節で提案する(近

似)解法を，先行関係が指定される問題やグ

ループ・スケジューリング問題 C6，lOJに応用
するためには，等価な2機械問題をSekiguchi

C10， 11Jの方法で解けば良いことが明らかに

なる。

2. 記 法

N={l， 2，…， n}， M={l， 2，…， m}は各々

仕事と機械の集合とする。 ti.kと ai.k(iEN， 

kEM)は各々 ， 仕事 iの機械 hにおける処理

時間と時間遅れであるとする。ただし， αi.1=0

(iEN)を仮定する。 Nは当面順序づけすべき仕

事の集合である。 Nはある母集合 5，2M個の

実数 t品 a..k(kEM)の組から成る要素全体の

集合，の部分集合でもあるとする。つまり，N
は仕事につけた番号の集合であるとともに，仕

事を定義するパラメータ債の組の集合でもあ

る。

Sあるいは N の任意の部分集合の要素の11原

列をσで表わす。 4節以外では順列とスケぷュ

ールは同義語として使われる。 11頂列 σ1の直後

に別の順列 σzを連接したものを， σ1・η で表

わす。任意のJI頂列σの直後に仕事 iを処理する

時，各機械の完了時刻は次式で定まるものとす

る。

C"(σ • i) 

=max{Ckー1(σ・i)十ai.k，Ck(σ)} 

+t i •k kEM …(1) 

ただし， CO(σ)=0とする。

空の順序をゆで記す。 Nが与えられたと
き，Ck(ゆ)は機械hが Nの中の仕事の処理に

利用可能となる時刻であり，利用可能時刻

(available time)と呼ぶ。簡単のため， O(併)

=0とし， これを時刻の原点とする。

tO.k=O 

tO.k=Ck(ゆ)-Ck-J (ゆ)

kEM-{I} 

によって，初期状態を定義する。従って，

C"(ゆ)= l'to.v+O(件)
p=1 

である。

-・・(2)

くかを σの t番目の仕事であるとすると，

機械 hにおけるこの仕事の完了時刻は C弘(σ)
で、表わされる。しかし，以下では簡単のため

に，特に断らない限り σ=1・2・……'n となる

ように，仕事の番号は常につけ替えられるもの

とする。つまり，くか=iであるから，Ck(併)を

Co". C~i>(σ) を C~ を書くことにする。

(1)， (2)及び O(が)=0から，
k 

C~=max{C~-1 +a1.k， l'tO.P}+t1.k …(3) 

である。これから出発して，数学的帰納法を用

いれば次式を得る。

n 

cよ=l' t i •1 

。
I

C~~ _ max {l'ti.1+av，・2
02>VI2> ・三%ーl'三 i=O
旬 V

k
_
1

+万九2十G旬2.3+…+刀i，k-l
νν 0-Ok_2 

+aVkーl.k十三ti.k}
・-Ok_1

kEM-{I} 
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。a
C!= max {主ti.1+av..2 
0;王旬1三…三%ー1三n z=日 l 

り2 匂k-I

十I:tu2+av_，3十・・・+I:ti， k-I 
，=旬1ιt=旬k-2

+α仇旬九vk_ト刊一

Crにおいて U列l=V句2='….い.=v仇k一斗r一=1となるた

めの条件は，

I: (tlo p+alo P+l)孟I:to， P+l …(5) 
p=1 p=1 

h=l， 2，…k-l， 

である。これはどの機械においても，初期状態

(つまり，利用可能時刻)が陸路となって最初

の仕事の処理開始を遅らせる必要が生じること

はない， ということである。 Nの任意の順列に

対して(5)が成立するための必要・十分条件は，

k k 

I: (ti， P十ai，P+I)孟I:to， p+l 
p=1 p=1 

ViEN， VkfM-{m} 

が成立することである。

-・・(6)

古典的な Johnson問題 C3Jは，形式的に，

to，危=0，ai， k=O， ti， k孟o(viEN， vkdlのであ
るとき(1)を最小化する問題であるから，そこで

は(6)が常に成立している。

(6)が成立していれば，上の Crの式は次のよ

うに簡略化される。

k 

C~= I: (tl， p十α10p) vkfM 
p=1 

この式から出発して数学的帰納法を用いれば次

式を得る。

v. 

C~= max {I:ti，1十av"2+ 
1さみ I~ “三%ー 1三~n -i=l 

。k-Iη
…+刀i，kーi切りトl'k+刀uk} ・・ (7)
O-Vk_2 o-vk_1 

kEM-{I} 

(4)と(7)でk=mに対し，VI=V2=…=Vト I=V
のところでの右辺の最大値を M':とすると，

。 前一1

M';=max {I:ti， 1 + I: (ん，p+av， p) 
~言。芸n i=O p=2 

n 

十av，前十 I:ti，隅}
t=旬

旬 叫 1

M;:"=ma~ ，{I:tu 1 + I: (tv， p十品，ρ
1;三。;:;;"' i=1 P=2 

" 
十G町市+I:ti， m} 

i=v 

を得る。そこで，

Ai= I: (ti， p+ci;; P+I) 
p=1 

B色=I: (tu P十ai，p) 
P=I 

i=O， 1. 2， ・・・，n

とおくと，次の恒等式が成立する。

-・・(8)

-・・(9)

-・・(10)

(8)の左辺の{ }中=2As-Ehz+fth叫
旬。-] n 

(9)の左辺の{ }中=I:Ai-I: Bi+ I:tu m 

従って， (8)， (9)は次のように変形される。

v-1 
M:::=max{I:Ai-I:Ba+ I:ti， m 
0;王。三三，n i=Q i=日 ー も=日

旬。-1 n 

M::'=max{I:Ai-I:B;}+ I:li， 
1三;;;v~n -i=l i=l i=l 

Johnson問題で m=3の場合，

t;， 2三玉11J.in{tj，3} VifN 
1三j~n
j寺z

ti， 2孟min{tj，l}
1吾j;呈n
j，持z

viEN 

...~J) 

...~?) 

-・・M

・・・M

のいずれか一方が成立する場合，C~=M~ つま

り 3機械問題が機械1， 2の処理時間が Ai'

Biで与えられる 2機械問題と等価であること

が指摘されている C3J。また，その後も数人の

研究者が，これとは異なる 2機械問題と等価に

なる (従って， Johnson規則を用いて最適ス

ケジュールを定めることができる)ための十分

条件を導いている。先に述べた Johnson問題

の状況から明らかなように， これらの分析は(9)

と同式の比較に基づくものである(ただし，時

間遅れを含まないので，両式でai，け土削除され

る)。初期状態は明言的に扱われていないから，

どんな初期状態の下でなら，彼らが求めた十分

条件が成立するかという議論は存在しえない。

しかし，図1の例が示すように，たとえ，

Johnsonが与えた十分条件を満たしたとして
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19 

図 1

に導入することは，理論的にも，実際的にも，

意義の認められるところである。

も，初期状態によっては， Johnson規則で求

めた順列が最適で、なL、かも知れない。このこと

が，その他の十分条件についても同様で、あるこ

とを調べるのは容易である。

帥， 同の M:;:は，右辺の第l項を最小化す

る順列によって，最小化される。優先関係三三を

次のように定義する。

(Ai豆Bi'Aj亘Bj， Ai三玉Aj， or 

iff ~Aも三五Bi， AjミBj， or 

lAi孟Bi'AjミミBj， BiミBj

もし i三三jだが j豆iは成立しないなら iくj

と書くことにする。 Sidneyの一般化順序づけ

定理 CI2JをM:;:に適用すれば，M;:は iiくj
なら tは jに先行するJI原列」によって最小化

される。これは Johnson規則の一般化であ

m機械問題の解きうる場合3. 

〔定理1]

Johnson (3 J， Burns-and-Rooker (1 J， 

Monma (4Jで与えられた 3機械問題が2

機械問題と等価になるための十分条件は，一定

範囲内の初期状態の下でのみ正しい。 t三三j

定理lは 3機械問題の最適)1頂列が初期状態

に依存することの一つの反映であり m孟3で

あれば，常に，最適JI原列が初期状態に依存する

ことが観察できる。一般に，工場に新しい一群

の仕事が投入される瞬間に，仕掛中の仕事が荏

る。

M:'を最小化する N の中の仕事の順列を σ*

在することは，現実には良くあることである。

従って m機械問題の記述に初期状態を明言的
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と書き M:::の最小値を M:;'Cσ*) と書くもの

とする。 M:::は，仏)あるいは(ηの右辺に Vl='
=Vm-l という制限を追加して導いたものであ

るから，明らかに

c;:ょlldr ・"(1$

が任意の順列に対して成立している。従って，

c:る(日)=M:;'C♂)…同
が成立するときには日はもとの m機械問題の

最適順列にもなっている。しかし，当然 u*は

必らずしも c:を最小化しなし、。 CJを最小化
する順列を σ。と書くことにすれば， tZくの定理

は簡単に証明できる。

【定理2J

C;:Cσ)-c;:Cσ。)三五C:Cσ)-M:;:Cσ勺 …伺

〔証明〉

C;:'Cσ) -C:;:Cσ。)豆C:::Cσ)-M;:Cσυ) 
Mによる，

亘C:Cσ)-M;:C日)// 

UCu) =G，';，'Cσ)-M:::Cσ*) …同

を定義する。 UCσ)はσの (σうからの)希離土
界である。ゴ¥E離上界は一意ではないから他の形

のものも後述するが， 日が c:を最小化する
場合には UCσ*)=0であり，その意味で最良の
上界である。

ある順列σを構成するのに必要な計算量はオ

ーダーとしては，Nの要素のソートに必要な量

と同じであると仮定する。すると， σがc:を
最小化する順列に近いかどうかを判定するには

次の2段階手続きを実行すれば良い。

(1) σを構成する

(2) UCσ)を評価する
第2段階の実行には一般に(1)の実行よりも必

要計算量のオーダーが大きくならなL、から， こ

の手続きは， o (nlogn)の計算量で十分実行で
きる。 11頂列 σを求めて， これを近似解とLて利

用じようとい 5のであれば，UCσ)カ川、わば近

似の程度を表わすと考えることができるので，

極めて，好都合であろう。

m機械問題の近似最適順列として，M:;'を最

小化する σ*を利用する方法は有望である。 σ*

が真に m 機械問題の最適順序であることが保

証される，例えば定理1の十分条件が正しい状

況下では，UCσ*) =0が必らず成立するので，
定理2と上の2段階手続きは，実用的には，

C;:=M;:となるト分条件を求めて，その成否を

判定する方法以上に効果的であると考える。一

つには，求めた十分条件を満たさない場合で

も，UCσ*) =0となることがあるからである。
定理2は Nabeshimaand Maruyama C5J 

の Remark Cp. 358) の直接的な一般化であ

る。 σ が任意であるという点と c~n， M!/:は

任意の時間遅れを含んでいるという 2点で。以

下に見るように，処理時間 ti，kと時間遅れ ai，k 

を適切に定義してやれば， (1)は，開始遅れdi， k， 

完了遅れ d'ulc，運搬遅れ bi， k，段取時間 Si，k， 

後始末時間 ri，k Cbi， k以外は非負)のすべて，
あるいは，一部を含む場合のフロー・ショップ

における完了時刻に一致する。特に，m=2の

場合には C~=M~ が常に成立するから，日を

Sidneyの一般化順序づけ定理によって求める

アルゴリズムは， C5J の2機械問題の解と一

致する。さらに，運搬遅れは開始遅れ/完了遅

れのどちらによっても表現することができるか

ら，このアルゴリズムは 2機械問題に直・並

列先行関係が指定されている場合をも解いた

Sekiguchi C10J の結果に包含されるものであ

る。

機械 hにおける仕事 tの段取は， この仕事

の他の機械での処理の進行とは独立に実施でき

ると仮定されているから，機械 hが仕事 tの

処理に着手できる時刻は CL1+Si，kで与えられ

る。後始末も同様の性質を持ち，仕事 iの機械

hでの処理が終了した時刻に着手可能である。

従って，機械 k-lが仕事 iの処理を完了する

時刻は， C~ーし Yi， k-lで与えられる。各処理は
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dj， k 可
ム
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Sj，k 

処理時間とは独立な5つのパラメータが指定された時の完了時刻

である。もし，上のようなパラメータを指定さ

れた仕事を帥の時間遅れと処理時聞を持つ仕事

(これは一種の合成仕事である)で置き換える

ものとすると， (1)で計算される完了時刻を最小

化する問題と， (1~を最小化する問題は等価であ

る。
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実際，帥を代入すれば(1~は次のように変形され

る。

C~=max{C~-1 十 a;， k， C~}+t';， k， 

5つのパラメータのうち，指定されないものが

あるときには，仮りに次のような値を割り当て

て側を用いれば良し、。

• Si， k(r;， k)が指定されないときはこれをO

とおく 0

・d;， k(d'i， k)が指定されないときはめ，k= 
ti，ト l(d日，k=ti，k) とおく。

• bi， kがOあるいは指定されないときは，

れを負の無限大とおく。

こうする理由は， これらのパラメータが完了時

刻に及ぼす効果を考えれば明らかであろう。

帥で定義される(合成)仕事は，処理時聞は

常に非負であるが，時間遅れは負となることも

あり得る。特に，時間遅れが負で絶対値が処理

> 
'--

中断なく完了されると仮定すると， 機械 k-l

が仕事 i の処理に着手する時刻は C~-I-r;， ト 1

-tu k-lである。機械k-2における処理の進行

状況との干渉によって Si，ト 1の完了と ti，kー1

の開始の聞には遊休が存在するかも知れない

が，ti， ト 1の完了と ri，k-lの着手の聞には決し

て遊休を生じない。開始遅れduk は，機械k-
1における仕事 iの処理着手後，機械hにおい

てこの仕事の処理に着手するまでに経過すべき

最小時間である。運搬時間 bi，kと完了遅れd'i，k 

は，各々，機械 k-lにおける仕事 iの処理完

了後，機械hにおいてこの仕事に着手あるいは

完了するまでに経過すべき最小時間である。従

って，機械 k-lが陸路となる場合には，機械

hにおける仕事tの完了時刻は

C~-I-ri， k-l-t;， k-l +du k+t;， k， 

C~-I-ri， k-l十b;， k十ti，k， 

C~-I-rú トl+d'ú k， 

の中の最大値に一致する。他方，機械hが陸路

となる場合には， この完了時刻は

C~ー 1 十 Si， k+t;， 必

となる(図2参照)。以上から，機械 hにおい

て，仕事tの後始末が完了する時刻は，

C~=max (C~-I-ri ，トl- ti ，ト 1 十 di ，k+ ム，k) +ri，k 

|cf-1-fhト 1+bi，k十ti.k

lcrl-fM-1十d'i，k

lcL1 + Si，k+ti，k ・・;~~

図 2
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時間にくらべて大きいときには，機械 k-lで

処理に着手する以前に，機械hで処理に着手す

るということも起こり得る。この伝統的なフロ

ー・ショップの概念からすると理解しにくい状

況の意味の説明は次章で行う。

次に，C~=M~ となるための十分条件を，初

期状態を明言的に組み込んで、求める。 m孟4の

場合にも同様な検討が可能であるが，得られる

十分条件は簡潔ではなく，前述の 2段階手続き

の計算量の少さから考えて，実用的な意義は乏

しい。以下の m=3の場合の検討は，初期状態

と一般化した時間遅れを組み込むと，従来から

知られている結果，例えば(1~， (14)とどう異なっ

てくるかを理解するのに有効であろう。

(6)が成立する(これを制限付きの場合という

(13J) 場合をまず考える。 C~ と M~ は，各々

(7)， (9)で与えられる。帥が成立しているから，

C~豆M~ が C~=M~ と等価である。 このため

の十分条件は， (7)と(9)を比較することにより，

次式が成立することである。

。l 旬 "
J:ti， ，+α帆 ，2+J:t;'2十av，，3+J:t;'3
i=t i=旬1ι ，=旬2

r;"~fj， ，+恥"2十九"2十品"3十三かl
三五max~

lgh1+恥2'2+tv2'3十円， 3+々 ， 3) 

(任意のスケジューノレ， 1三五v，くV2)
この式を整理すれば，

。2-'
J: (ti， 2十ai，3)豆J:(ti'3+αi，3)， or 1 
，=旬，+' i=旬

1 旬~J)
J: (tj， 2+αj， 2)三五J:(tj，，+αj， 2) 
Z=Vt t=匂，+'

(任意のスケジュール， 1三五，V，くV2)
帥が成立するための十分条件を求めるには，

時間遅れがない場合のJohnsonC3Jや Burns

and Rooker CIJのやり方を模倣すれば良し、。

Johnsonを模倣すれば倒，帥を得， Burns and 

Rookerをまねれば帥を得る。これらはいづれ

も，任意のスケジューノレの下で，V，くV2の値が

なんであっても帥が成立するための十分条件の

代表例である。

t;， 2+ai， 3三玉'J1'Z.in{tj，3十αj， 3} 'uN …伺
l~j~n 
jキz

t;， 2十a;， 2三三min{tj， ，十aj，2} ViEN …帥
l~j~n 
jキz

t;， 2十max{a;， 2， a;， 3}三三min{t;，2十ai，2，

t;， 3+ai， 3} viEN …帥

(6)が成立しない，いわゆる制限されない場合

には，仏)と(8)を各々(7)，(9)の代わりに使って，

同様の分析を行えば，次の帥~帥を得る。

ti'2+ai，3三三 min{tj，3十αj， 3} vitN …帥
。三五j;三%
j'与色

t;， 2+a;， 2豆min{tj，，+αj， 2} VitNU{ o}帥
，~三j;fáη
jキ包

tu 2十max{ai，2，a;， 3}豆min{t;， ，十au2， 

t;， 3+aj， 3} VitNU{O} 伺

ちょっと考えると，帥~制に， (6)が成立する

という制限を加えると，伺~帥が導びかれそう

に思えるが， これは実は， 正しくなし、o m=3 

の場合， (6)は具体的には倒になる。

to， 2豆t;， ，十ai，2 (V iEN) l同
to， 2十to，3三三ti，， +ai， 2+ti， 2+αi， 3(VitN) J門

帥と倒が同時に成立すれば帥を得る。しかし，

伺，伺に倒を追加しでも，対応する帥，帥を生

じない。かくして次の定理が確立された。

〔定理3J

(1)を最小化する 3機械問題は， (6)と伺，帥，

帥， (6)と帥，伺のどれかが成立すれば，帥ある

いは仰を最小化する 2機械問題と等価で、ある。

定理3は Johnsonや Burnsand Rooker 

の結果にくらべて，初期状態と任意の時間遅れ

を含んでいる点で一般化されている。倒による

合成仕事を利用すれば，先に述べたようなパラ

メータを含んだ問題に対しでも，適用可能な定

理である。

時間遅れがなく，仕事 iの機械1，2での処

理時聞が Ai'Bi (itNU { O})であるとき 2

機械問題の完了時刻は次式の nである C3J。
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Tよ=2Ai
i=O 

旬旬 n

Tη=max{2Ai-2B;}+ 2Bi 
O~三v~三旬も =0 i=O i=O 

ー n
Tf.=max{2Ai-2 B;}+ 2Bi 

1~三句~n i=l i=l 士 1

-・・~~

-・・(30)

同は(6)が成立する場合のもの。これらは， (4)， 

(7)で m=2，ai， k=O， Ai=ti， " Bi=ti， 2 とおい

た式と一致する。帥，帥を各々帥， (1~ と比較す

れば M~ は nìこ対し， 定数だけ異ってい

る。尚 nの最後の項は機械2が busy状態
になる総時間であるから maxの項は機械2

の総遊休時間である。

C'::を最小化する問題が2機械問題ど等価に

なるためのもう 1つの十分条件が， Monma C4J 

に示唆されている方法を模倣することによって

得られる。

(4)が次のように変形できることに注目する O

間一1"p 

C'::= max {2 [2 (tu p+ai， P+1) 
0:;;;"1~ ・2三り叫ー l:;;;n;'=I-i=O 

"p一 n

-2 (t;， P+1十a;，p+1)]}十2ti，叫…帥

Ai=ti， p+ai， p+" Bi=t;， p十1ートaup十1…(32) 
とおくと，倒は，帥に良く似た式になることに

注目する。もし，

ti， P十ai，p+1三三tj，p+1 +aj， p+1 ー-帥

YiEN， Y jfNU{ 0 } 

が成立すれば，任意のJIIJl列に対し，

(31)の[ ]の中三三to，P十aO，p+1 …ø~ 

であり，

tu p+αi， p+1三三tj，p十1十aj，p+1 …帥

YiEN， YjfNU{ 0 } 

が成立するときには，任意の順列に対し，

(31)の[ ]の中孟2(ti， P +α;， P+1) 

%ー1

-2 (t;， p+1十ai，P+1) …oG 

が成立する。

さて，ある q(1孟q豆m-1)が存在して

ρ(1亘ρ豆q-I)に対し例

ρ(q+1三玉ρ三三m-I)に対L 帥

が成立するものとすると，制)は次のように簡単

化される。

q-1 
C;;= 2 (to， p十aO，p十1)
p=1 

りq 匂q-1

+max{ 2 (tu q十αi，0+1) -2 (tu q+1 
O~三九三n-i=O ー も=0

n m 

十ai，q+1)}+ 2tt， H1十2:(tn， p十an，p) 
i=O p=q十2

=W~~q …納

W，'::qの式納でスケジュールに依存するのは第
2，4項である。納は，闘の代入をほどこせば，

帥と非常に良く似た式になり， 特に q=m-1

であれば第4項が消滅するので，第1項の定数

項が呉なるだけである。

〔定理4J

ある q(l;;玉q亘m-1)が存在し，ρ(1豆ρ亘q-1)

に対し倒， ρ(q十1三玉ρ三玉m-I)に対し帥が成立

するとき C'::を最小化する問題は W;:qを

最小化する問題と等価で、ある。特に，q=m-1 

であれば，後者の問題は倒により Ai' Bるを定

めたとき，M::' (T~) を最小にする問題と等価

である。

WZ，q の第4項はJI原列の最後の仕事にのみ依

存することに着目すれば，W;;， qが次の手続き

によって定まるJI原列 σq*によって最小化される

ことは明らかである。

(1) iEN に対し(32)によって Ai' Biを定め，優

先関係豆を用いて Sidneyの一般化順序づけ

定理によって1つの順列を定めよ。その中の

仕事 i(ifN)を最後尾に回わし，他のJI原序は

変えないで、作った順列を σ;とする。
(2) σ~(ifN) の中で， W:;:qの最小値を与えるも

のを σJとせよ。

この手続きの(1)の所要計算量はo(nlogn)程
度と評価されるが， (2)は o(n2)程と考えられ
る。従って，オーダー的には先に述べたM::'を

利用する場合にくらべると若干大きな計算量を
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必要とする。但し，q=m-lのときはその限り

でない。

日および σq*(q=l， 2，…， m-I) をすべ

て構成し，その中の最良のものを採用するに

は，必要な計算量は

o (nlogn)十(m-2)o (n2) + o (nlogn) 
σσ!日、σm-2 σmー1

程度である。この時得られる最良の順列の近似

度は，後述の定理6によって評価される。

W:'qは c':の式に VI=V2=…=Vq-l=O，

Vq+l =vq十2=…=V叩ーl=nなる制限を追加して

得たものであるから，明らかに

c::，ょW:'q VqéM-{m} …~~ 

が任意の順列に対して成立する。従って，定理

2の場合と同様にして，次の定理を得る。

〔定理5J

c:(σ) -C:;'(σ0) 孟c::'(σ)-W~~q(σ~) …倒

VqeM-{m} 

Vq(σ) =C';:(σ) -W:' q(a~) …仰

と定義すれば， これも U(σ) と同じく σの希

離上界であり，定理4によれば，U(σ)がそう

であるのと同じ意味で，最良の上界である。つ

まり q が定理 4 の条件を満たすとき Vq (σ~)

=0である。

制を検討すれば，Vq(σ:) =0を満たす qに対

L，機械 qとq十1が陸路を構成していること

が理解できる。これに対L，U(σ*) =0のとき，

機械1と機械 m が陸路となる。類推すれば，

これら以外の機械 hと q(kくq)が陸路となる

場合を検討することによって c::'を最小化す

る問題が2機械問題と等価になる別の十分条件

を発見することができるであろう。

定理2と定理5を結合すれば容易に，次の定

理が正しいことがわかる。

〔定理6J
c':(σ) -C';:(σ。)

二五c;;'(σ)-max{M/:(σ*)， W:;'，I(σi)，…， 

W:;'，m-l(σ二一I)} …催。

ai， pは負であることも許されるから，帥や倒

の Ai'Biは負になる可能性がある。負であっ

ても数学的には全く困難を生じないが， しか

し処理時聞が負であるときの完了時刻 T;， が
何を表わしているかを知ることは実用上興味深

い。この点は次章で述べる。

4. 負の処理時間・時間遅れおよび合成仕事

前節の解法では m機械問題を解くのに利用

する 2機械問題に，負の処理時聞を持つ合成仕

事が生じる可能性がある。また，処理時間に含

まれないパラメータを持つ仕事を適当な合成仕

事で置き換えて扱うとき，第k-l機械での処理

に着手する以前に第h機械での処理に着手する

とL、う場合が生じる。この節では， これらのこ

とが発生する状況を少し詳しく検討し，その実

際的意味を明らかにする。

N は次のような仕事集合仏 (i=l，2，……， 

n)の集合であると仮りに考える。 Gi=GliU

G2iUG12iである。ただし，

GL: 機械1における処理だけで完成する仕

事 (type-lの仕事)の集合

G2i: 機械2における処理だけで完成する仕

事 (type-2の仕事)の集合

G12i: ;機械1についで機械2で処理されて完

成する仕事 (type-12)の仕事の集合。

各仕事は，機械2における着手が機械

1における着手に先行しない範囲の時

間遅れを持っても良し、。

Giの中の仕事を処理するスケジュールは，機

械1では機械2にはないtype-lの仕事があり，

逆に機械2には type-2の仕事があるので，機

械Iと機械2では異った順列となる。しかし，
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機械 l
Si，l 
関守叩

」什
α ←… Aj 

九一一
機械 2

Si，2 .... 一一一一一町一v
I tjj， 2 

jisG12jυG2j 

図書 Sekiguchi(10Jの合成仕事

type-胞の仕事の隈序は，磯綾Zとj機械2で一

致しているものとする。機嫌1ではtype-12の

仕事の轍列の閤に type-lの仕事が，また，接

被2では type-2の託事が，はざまっても良い

とする。このような条件を満たす機械1と2の

スケジュールの対をグノレ…ブ内順序と呼ぶ。 G首

の仕事の処理に先立つて，すべての仕事に共通

のー誌の設設りが必要であり，Giの全仕率は，

連続して(途中に鍛のグループの仕事の処理を

はさまずに)処理されなければならない。 G!の
段取時障を S;， h Su 2とする。そこで，Nrこ含

まれる各仕事集合に含支れるすべての仕事を処

理するには，各校選手集合のグノレ←プ内綴序とと

もに， f士事集合の処理順序つjどり N

順列〈これをグルーヅ鰐11漢茅と苦言う)が与えら

必要がある。保らかの意味で、最連なグル

ならぴに， グ/ルし…ブi内有却i鰻!煩頁序言をど求める問見魁島
をグ、/ルレ一フブ.，..スえケジユ-句-司叩悶}句-司叩句-司句-句

各タイヅの仕事の尭7喜持寺亥刻jは次のように繁定さ

れるとずるο

タイプゅ1の仕事:D}i=D}-li+11i' 1 

pjgmDj-1t 

タイプー2 :13JfDL14 

D22DL1t十tj
i' 2 

タイプω12の仕事:

DLzDi-1汁tJi' 1 

D}i= max{D}i十aji'2， D仁li}十tjl'2 

ここで DJ-I;は機被 hのjiに対する利用可能

時刻で、為札 j;は Giの仕事 jである。 t}.，k， 

aj♂たは処理時間， 時間違れを訴す。 こ

時刻の算定式は(1)と整合している〔タイヅω12

の Ditは， (1)と一致する〉。

Giのグループ内I1畏序れが与えられたとき，磯

誠1における段取作業終了時点を時期Oとし，

初期状籍Do=o，Do=一∞として算溜されるれ
の完了時却を D2仕立とする。次式によって3

つ経(叫ん L1;)さと定義する(菌3参照)。

αi=D2(久J: t j j， 2十S;，I-S;，21 j iEG12iUG2i 【!

si=Dz(吋J: tj" 1 網
Jj，G1ZjUG1， 

L1 j=D2(fCi)七51，1…max{αi， O}-max{sj，O}J 

第1，第2機誠における処袈時開が α" んで
ある仕事は， グループ G，のグループ肉類序11:;

に対応する合成往毒事と禽われる な館。 グノレー

ヅ間照序 σ=1・2・…… .nが与えられた時，
合成仕事iの宛了時亥れま次式によりまEまるとす
る。

Rl=芯RLl十max{αi，O}-min{O; si} 
R7=max IR)-1十max{αj，O})トmax{si，O} 

IRLI-min{O，αふ)…榊

んとOであれば締は(1)で ai，p均 Oの場合

に一委主ずる。 D~(めを，各グノレーフ。向勝序を1ti，
グノレ…ブ間11民序を σとするとき，Nのすべて
の仕事を処理完了する時刻とし，R~(σ) は各グ
ノレ…ブ内臓序に対応する'合成仕事せと11関苅σに従

って鬼理するとき，織によって定ゐられる完了

時刻とナる。この時，次まえが成立する ClOJ(ま
た〔おも昆よ〉。

Dh ((1) =Rよくり J:L1j ，'"N 

IY;，('σ) =R.~(σ) 十J: L1 i 
-・・帥
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αi， siは，一方あるいは両方が負になる可能

性がある。タイプー12の仕事の定義によれば

D2(π;)よ}; tj帽，k (k=1，2) 
jt，Gl2t 

が成立するから，負の αiは，機械2における

段取時間 S;，2やタイプ 2の仕事の処理時間の

反映である。また，負のんはタイプー1の仕事

の処理時間の反映である。従って，負の αi，si 

は各々，機械2，機械1の処理時間と考えるの

が自然であろう。帥はそのような観点、から定義

されている。実際，仰は，倒によって定められ

た完了時刻が，本来の完了時刻 Dk(σ)に対し，

一定のバイアス};L1 ;だけ異なるにすぎないこ

とを示し，上記の考え方の妥当性を示してい

る。言い換えれば，闘は Dkの計算式におけ

る機械聞の干渉に関する構造を保持したまま，

両方の機械が共に必然的に busy(あるいは遊

休)状態になる期間 L1;の分を省略したものと

考えることができる。

前節で検討した 5つのパラメータを持つ仕

事 iは，m=3のときタイプ 1の仕事1;(処

理時間 r;， I) とタイプー12の仕事 2i(機械1，

2の処理時聞は各々 t;，，， ti， 2十rj，2，時間遅れ

が max{d;，2-t;，，， d';， 2-t;， 2， b;， 2})から成り，

段取時聞が Sj，，， Si，2であるような仕事集合で

あると解釈することができる。グループ内順序

m として，機械1では 2;・1;，機械2では 2;で

あるものを使って， (α;， s;， L1 i) をこの仕事

に対して定義できることに注意する。具体的に

は叫んは次式で与えられる。

α;=t'j， 1 +aj， 2 

si=t'i， 2+ai， 2 

-・・凶

ここで t'i.k，aj，2は帥で定められる値である。

以上の準備をしたうえで 2機械フロー・シ

ョップにおいて，帥の aj， lcが負で絶対値が大き

く，第1の機械で着手するより前に，第2の機

械(もし，利用可能であれば)で着手する状況

を例によって検討する。図4を参照する。

(a)は2機械問題の2つの仕事を示しており，

(b)はその左半分に倒で定義される合成仕事を，

右半分は闘によって上述の考え方で、定めた合成

仕事を示している。機械1， 2の利用可能時刻

がともにOであるとき，仕事1の処理に引き続

き仕事2を処理する経過を， Mの計算式に従っ
てガントチャートに表わしたのが(c)で、ある。帥

によって定義される合成仕事を同じく 1・2の

順に処理する経過を， (1)に従ってガント・チャ

ートに表現したのが(d)である。また，仰による

合成仕事を同じく 1・2の順で帥に従って処理

する際のガント・チャートが(e)で、ある。

(c)のS"2に相当する処理が右づめで実行され

ているととを除くと， (d)は(c)と全く同ーの進行

状況を表わしている。これに対し， (e)は(d)の

/;'/;'//で示した部分をそっくり削除して左右

を短絡させた形である。昨日の部分は両方

の機械が共に仕事1あるいは仕事 2の処理で

busyな時であり， 機械聞の干渉は(e)で十分表

現されていることが理解される。

(c)を見ると，仮りに機械2が遊休状態である

ために仕事2の段取作業の開始を，あと 1単位

時間早める(左へずらす)ことができれば，全

体の完了時刻も 1単位短縮できる。しかし，た

とえ2単位以上仕事2の段取着手を早めても，

仕事2の完了遅れ制約とぶつかって，全体の完

了時刻は1単位しか短縮できなし、。結局，仕事

2の完了時刻は，機械2での段取着手を機械1

での着手より 3単位以内で先行させれば，先行

させた分だけ短縮されることがわかる。これ

が，t'2' 1 +a2， 2= -3 (帥による合成仕事2の機

械2での処理着手は機械1での着手より 3単位

まで先行させることができる)，およひ、α2=-3

(負の処理時間)の意味である。

闘が成立することは， (b)で確認できる。 W::'，q

における機械1， 2の処理時間である闘の Aj，
Bjが負であるとき，倒と伺の類似性に着目す
ば， これは叫んが負である時の意味と同じ

であることがわかる。また，帥のAj，Bjは m
=2であるとき闘の ρ=1であるときと一致す

る。このことから，帥の Aj，Bjが負になると

きの意味も，(:幼の場合と類似であることが理解
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(ω 合成投薬
O 

l Sll f tll f 川 5'21 
t 
t2l r21 

du -bZ2 
j d刊.bl2 
」:ι門知 1T引 ら2出向

d22 
r22 tZ2 

いー-v-…J

(c)コゲントチヤ‘叩

t12~ tz'z 

"""，" γ'L---i' 
(d)コゲントチャート 2

( e)ガントチャート 3

1m4 大きな食の襲撃務違れ.sえの作業時間

されるο

及 先行関係制約件がある場合の多機械開題の

近似解法

Sekiguchi (lOJによれば機械1， 2の処理

時間が αi，siで与えられる仕事の集合の織を

最小化するs陵苑は 3節の冒頭で定義

関係三三を用い， • Sidneyの一般化順序づけ定理

て定めることができる。また W~椛 f

や M::を最小fとする，つぎり，鈴や舗によっ
てん，Biを定義ずるとき，縛，制を最小化す?

る問題も問じ優先関係さ二と定理に基づいて，

簿類列が短められる (3J (Johnsonの分析は

A;， B;がlEであると仮定して進められている

が， 負の場合であっても読苦難を生じなしう。 こ

のことは，倒と榊が本繋的に向じものであるこ

とを示唆している。実際，

ncσ〉山Rli(σ)

十Zvfmi双(0，s;)十min(O，αi)}

T=l， 2 ・・・~~

が成立する。従って W::m-r.M::'を最小fとす

ることは， Riを最小イとするととと毘藷である。

W~q (qキm-'-l) を最小化するのも;R~ に立す

{5'変形を施したものな
w

最小往するのξ.. 
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であることがわかる。以上により 3節で、構成

した2段階手続きの(1)に，倒で定義される合成

仕事を利用して得られた， Sekiguchi (9，lOJ， 

さらに，処理時聞がすべて非負の場合の Seki-

guchi CllJ の分割アルゴリズムに関する結果

が，そっくり適用可能であることが示された。

Mr;: ゃ W::"， qは C':: の式における Vl~Vmー l の

変域を制限することによって作られたものであ

るから， もとの m 機械問題に対して先行関係

が追加された場合，グループ・スケジューリン

グ問題である場合などにも，定理2，5， 6が

成立する。そこで， これらのより一般化された

m機械問題を次の 2段階手順で(近似的に)解

くことができる。

(1) M;::ゃ W';!，qを最小化する順列d，σq*

を課された制約条件の下で求める。そのた

めには SekiguchiC9， 10， 11Jの解析的

解法を利用する。

(2) 刷の右辺の値を(1)で求めた各順列に対し

て計算し，その値の最小なJI債列を解として

採用する。

この手順の所要計算量は， (1)の必要計算量によ

ってほぼ定まる ((2)の計算量は O切り程度であ

る)0 (1)の計算量についてはC10Jに簡単な記

述がある。 (2)で求めた倒の右辺の最小値がOで

あるときには，採用した順列が， もとの m 機

械問題の最適JI原列であることが保証される。

初期状態を明言的に扱うことの意義を強調す

るために，m機械のグ、ループ・スケジューリン

グ問題を解く際の留意点を指摘しておく。 m=

2の場合のクツレープ・スケジューリング問題は

概略が次のような解法で解かれる ClOJ。
(1) 各仕事集合内の仕事の最適JI領列を定め

よ。

(2) 各仕事集合に対し， (1)で求めたクやループ

内JI頃序に対応する合成仕事を倒によって定

めよ。

(3) 求めた合成仕事の最適順列を定め， これ

をクソレープ間順序とせよ。

この解法は， (1)で求めるグループ内順序が，

(3)で求められるグ、ループ間順序が何であって

も，そのグ、ループ間JI辰序の下でD;を最小化す
る最適なグループ内順序である，という性質に

もとづいている。このことは 2機械問題で

は Johnson 規則あるいはその適当な変種に

よって定められる順列が，任意の初期状態の下

で最適であるということの直接的な帰結であ

る。

同様のアプローチは m三三3に対しては採用

できないことが明らかである。最適順列が初期

状態に依存することは2節で倒をあげて説明し

た。 M:::，W:， qを最小化するJI煩序が最適なグ
ループ内順序となるための十分条件(定理3，

4の条件)は初期状態に依存し， クツレープ間順

序が定まるまで判定不可能である。この点が，

初期状態を明言的に記述しない従来の方法で

は，見逃される危険性が非常に大きいと考え

る。例えば，各仕事集合G;(ifN)が個別に帥

を満たしているとき，Giの最適グループ内順序

が Johnson規則によって求められないかも知

れないと疑う手掛りは，初期状態を明言的に記

述しない理論の中には何もないのである。

References 

1) Burns， F. and J. Rooker. Three-Stage Flow-
Shop with Recessive Second Stage.。ρera-
tions Research. VoI. 26， No. 1. (1978) pp. 
207-208. 
2) Gilmore， P. C. and R. E. Gemory. Sequencing 
a One State-Variable Machine: A Solvable 
Case of the Travelling Salesman Problem. 。ρerationsResearch. VoI. 12， No. 5. (1964). 
pp. 655-679 
3) Johnson， S. M. Optimal Two-and Three-
Stage Production Schedules with Setup 
Times Inc1uded. Naval Research Logistics 
Quarterか.VoI. 1， No. 1. (1954). pp. 61-68. 
4) Monma， C. L. The Two-Machine Maximum 
Flow Time Problem with Series-Parallel 
Preced巴nceConstraints : An Algorithm and 

Extensions. 0ρerations Research. VoI. 27， 
No. 4. (1979， July-August). pp. 792一798.
5) Nabeshima， 1. and S. Maruyama. Two-and 
Three-Machine Flow-shop Makespan Sche-
duling Problems with Additional Times 



30 (30) 経済学研究 37-1 

Separated from Processing Times. ]ournal 
ofthe 0ρerations Research Society of ]a.ρan. 
Vo1. 27， No.4. (December， 1984). pp.348-367. 
6) Nakamura， N. and K. Hitonii. Study on 
Production Scheduling-Optimality Analysis 
of Group Scheduling in a Multi-Stage 
Process (in Japanese). Trans. of ]apan 
Socieり ofMechanical Engineers. Vo1. 42 
(1976). pp. 2964-2975. 
7) Sekiguchi， Y. ， S. Koyama and R. Miura. Flow 
Shop and Analysis of th巴 Schedules(in 
Japanese). Trans. of Soc. Instrum. & Control 
EnιVo1. 8， No. 5. (1972). pp. 552-560. 
8) Sekiguchi， Y. Branch-and-Bound Algorithms. 
1n T. Nagao (ed.). Inference for Decision 
Makings .(in Japanese)， Part 1I. Tokyo: 
Koseishakoseikaku. (November， 1973). 
9) Sekiguchi， Y. 1nter-and1ntra-Group-of-
Jobs Schedule for Minimizing Makespan in 
a 2-Machine GT Shop. Preprints of the 8th 

IFAC Triennial World Congress，ぬ10tO.
(1981， August). pp. X1V164-X1V169. 
10) Sekiguchi， Y. Optimal Schedule in GT-Type 
Flow-Shop under Series-Parallel Precedence 
Constraints. ]ournal of the Operations Re-
search Society of ]apan. Vo1. 26， No. 3. 
(1983). pp. 226-252. 
11) Sekiguchi， Y. A Decomposition Theory 
Based on a Dominance Relation and Com-
posite Jobs. Discrete Applied Mathematics 
(1n press). 
12) Sidney， J. B. A Decomposition Algorithm 
for Sequencing with General Precedence 
Constraints. Mathematics of 0ρerations 
Research. Vo1. 6， No.2. (May， 1981). pp.190-
204. 
13) Szwarc， W. Flow Shop Problems with Time 
Lags. Management Science. Vo1. 29， No. 4. 
(1983). pp. 477-481. 



 
 
    
   HistoryItem_V1
   TrimAndShift
        
     範囲: 全てのページ
     トリム: 同サイズ 7.165 x 10.118 インチ / 182.0 x 257.0 mm
     シフト: 無し
     ノーマライズ（オプション）: 'オリジナル'
      

        
     32
            
       D:20071020141432
       728.5039
       b5
       Blank
       515.9055
          

     Tall
     1
     0
     No
     511
     265
    
     None
     Up
     0.0000
     0.0000
            
                
         Both
         AllDoc
              

       CurrentAVDoc
          

     Uniform
     19.8425
     Top
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     QI+ 2.1a
     QI+ 2
     1
      

        
     0
     14
     13
     14
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base



