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く研究ノート>

情報ネットワ}クの性能評価手法:拡散近似

木村俊一

1. まえがき

コンピューター・ネ γ トワーク，高度情報通

信網 (1NS，1SDN) 等のネットワーク構造を

もっ情報通信システムは，現代社会の情報伝達

における重要な役割を果たしている。待ち行列

ネットワーク (QueueingNetwork;以下，

QNと略す)は， これらの情報ネットワークシ

ステムの性能を評価するための数学モデノレとし

て，計算機科学，通信工学， OR，応用確率論

等の広範な分野の研究者によって精力的に研究

されてきた。

特に，その状態推移がマルコフ連鎖によって

記述で、きることからマルコフ型と総称されるQ

Nに対しては，スループットや応答時間等の待

ち特性量を計算するための効率のよい数々のア

ルゴリズムが開発されている [3，14J。しかし，

マルコフ連鎖として定式化するために設けられ

た仮定は，現実にはほとんど満たされていない

ために，最終的にはシミュレーションに頼って

いるのが現状である。

現実問題において現れるマルコフ性が成立し

ない一般的なQNを厳密に理論解析することは

極めて難しし不可能であると言った方が適当

かもしれなL、。このような状況下では，近似解

法への期待は当然の帰結であるといえる。

本講演1)では，非マルコフ型QNを近似解析

1)本稿は，日本オペレーションズ・リサーチ学会
1985年度秋季研究発表会(期日:昭和60年10月2
日・ 3日，場所:東京工業大学)における招待発
表講演の内容に加筆したものである。

する手法の 1っとして，

・拡散近似 (diffusion approximation) 

の基本的な考え方と， これまでに得られている

主要な結果について解説する。

2. 待ち行列ネットワーク

用語の統ーをはかるために，客，ジョブ，バ

ケット等のサービスを受けるものを総称して

『客~，窓口， 1/0デバイス， 電話交換機等の

サービス施設を総称して『ノード』と呼ぶこと

にする。

近似の対象とする非マルコフ型QNは， Jac-

kson [12J によって最初に解析された聞いた

(open) QNのある一般化に相当し，以下の仮

定によって特徴付けられている:

QNは，全部で K(よ1)個のノードによっ

て構成されている。 QN内の各ノードは待合室

に制限のない単一窓口・先着順サーピスの待ち

行列で，客はQNの外部から到着して少なくと

も1ケ所以上のノードでサービスを受けた後，

最後にはQNの外部へ去って行く(図1参照)。

QN外部から各ノードへの客の到着過程およ

び各窓口でのサービス過程は，独立な一般再生

過程であるとする。ノードtにおけるこれらの

再生過程に対L，到着およびサービス過程の再

生時間間隔を，それぞれ，確率変数 Uiおよび

めで表すことにする。また，UiとViのモーメ

ントを次の記号で表す。

ん=E[U;J-I， c~i=À7Var[UiJ 
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図1 闘いまこ待ち行列ιネットワ-~

μi=E[ガヨペ， ε~i ，uWar[v;J 

ノ…ド iでのサービスを終えた客は，確率

Tiiでノードjへ推移し，確率 1 sf=，ρijでQ
N外部へ退去する。 狩列 P=(PiJ)は， QNの
外部を吸収状総内部の/ード番号な過渡状態

とする吸収マノレヌブ連鎮の推移確率行列の部分

行列で，過渡状態関の推移~表1.-，経路行列
(routing matrix) と呼ばれる。ここでは，

(l-P)ペが存在することを仮定する〔ただし，

1=(oij): 単位行列)。この板定は， 客が QN
内にいる障の幸子ノードへの平均訪問問数が，

F艮の輔ささとることな意味している。

r=(rh "'，r討会連立一次方程式系

r=λ十rP (1) 

の詩集ーの解とする。ただし A=(A" "'，えK)。

現らかに，

7ロえ(l-P)一1出 Aspn
n'恕む

られる。方程式系(1)は， トラフィ y グ

(2) 

(tra茄crate equations) と呼ばれ，

n はノード iへの客の総到着率を表している。

ノード iにおけるトラフィ、ソグ密度 (tra伍c

intensity)は，れな患いて， ρi口 rJμzによっ
て定義される。

3. 拡散近似

3.1. 多次先拡散通程

この小節では，非マノレロフ型QNの拡散近似
についての予備知識として，ある多次光蛇数過

程tこ興ずる用語と若王子の定義てどをとめておく

〈詳細については文総 [7Jを参黙のこと)。

R~= [O， ∞〉瓦を状態空襲とするある斉次な

K次党拡散過程 X={XくのけよO}な考える。
X~え状態空f誌の i令部では，諜流ベクトル b=

(bb…， b!<) ，共分散行列 A (AiJ)によって特

徴付けられる K 次先ブラウン連動過程として

う。すなわち，畿少時間 h>Oの鶏のXの

増分 dXを

dX;Ch) =X;(h) -X;(O) ， i=l，…. K (3) 

とおくと久 bおよび A は

bi=ErjE同 (h)!Xi(O)J μ) 

Aij=l計E同 (h)d)(.誠 j
X;(O). Xj(O日 (5)

j三五K

で定義される。 Xは境界に達したとき，各境界

趨乎認に国有な…定の反射角にLたがって弊持
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に状態空間の内部へ反射される。境界X;(t)=0 

における反射角ベクトルを (Ri" …，RiK) で

表しこのベクトルを第t行とする KxK行

列を R で表すことにする。図2は，K=2の

場合の境界における反射の例を示している。 X

は，情報として (b，A， R)が与えられれば，

その確率的性質を完全に定めることができるの

で，X=RBM(b， A， R) (Reflected Brownian 

Motion)と表すことにする。

X2 

。
R
 

X1 
R21 

図2 境界における反射 (K=2)

3.2. 重負荷極限定理

2節で記述した非マルコフ型QNのある系列

を考える。 この系列の第 n番目のQNのパラ

メータは，K を除いて nに依存しでもよいと

し n→∞に対し，それぞれ有限の極限値

J. i(n) →ん C~j(n) →C~j

μj(n)→μi， C;i(n)→di 

Pjj(n)→Pij， 1三乱 j豆K

をもつことを仮定する。 nミミ1に対し，

ν(n) =J.(n) +μ(n)P(n) 

によって ν(n)= (ν， (n)，…，1If{(n)) を定義す
る。さらに，

bj(n) =1/万(νi(n)一μi(n))，1三三i亘K(η

と定義し，有限の極限値

bj(n)→bj， n→∞ 

をもつものと仮定する。

第 n 番目の QNのノード i における時刻• t 

での(サーピス中の客を含む)客数を Qin)(t)

で表し，

Qin)(t) =全ァQin)(nt)，
vn 

n主主1， tミミ0，1豆i~玉K (8) 

とおく。このとき，次の定理が成り立つ。

定理口5J

Q<n)今Q=RBM(b，A， I-P)， n→∞ (9) 

ただし，

Aij= J. iC~j+ μc;i(1-2ρii) 
K 

+2ρkρkiCl-ρki + T kjc;k) ， (10) 
た=，

Ajj= -{μidjtjj+μjdjtjj 
K 

+三μkitk/l一C;k)}， (1~ 

1三三i，j;豆K.

この定理は，重負荷時にはQNの系内客数過程

が K 次元反射拡散過程に弱収束することを示

している。漂流ベクトル bは， もし存在する

ならば， (1)， (6)， (7)より

bj=ri一μi， l~玉t三三K M 

(6) 

で与えられる。

この定理の内容を具体的にみるために K=

2個のノードをもっ Jackson型QNに対し，

境界における反射の様子を調べてみよう。時刻

tにおける系内客数過程を Q(t)= (Q，(t)， Q2 
(t) )で表し，Q2(t) =0かっ Q，(t)>0である

瞬間を考える。このとき，直後に起こりうる事

象は，次の 5つの内の何れかである[1]0

1 .ノード 2を退去した客はノード 1へ推移す

る。

II .ノード2を退去した客はノード2へ推移す

る。

ill. ノード2を退去した客はQN外部へ推移す

る。

N. QN外部からノード 1へ客が到着する。
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v. QN外部からノード2へ客が到着する。
表1は， これらの事象が起こりうる確率と，そ

のときの Q(t)の変化の方向を示している。

経1σ0(438) 

4カXER! 

同

境界条件:

1 ~ /~ A n ， Oρ 
~ X (2Aij-AiiRij) τ.~ -biP=O， 
c， j=1 U:J(，j 

Xi=O 

初期条件:

2ノード Jackson型 QNの境界特性

T

i

w
且

市

川

且

W
W
M
V
V

変化の方向

(+1， -1) 

( O.ω 
( O. -1) 

(+1， 0) 

( O. +1) 

確率

• f12ρ21/ A 
μ2ρ221 A 

μ2C1-P21-P22) / A 
ん/A

A2/ A 

表1

事象

M 

X は定

Olxo) =0 (X-Xo). 

X が正再帰的であると仮定すると，

常密度 πをもっ。制，同より， πは

K K O2n: -ZE 
土 XXAjj一一一一 -Xb;--;一一=0，2 1=1 ;;~IJ OXiOXj ，~1 UI OXi 

ρ(X， 

ただし，A =A1+A2+μ2である。境界到着後の

推移変化を表す確率変数ベクトルを 8=(θ1.82) 

とおくと，表1より，その期待値は

~o) XER! 
一μ2(I-P22)+ω E凹=す(向島I+A1.

ー，K ヨー

士X(2A，j-AiiRij) ~~: -bin:=O， 
C，j=1 UルjM 

~~ 

型QNの系

は， πは積

Xi=O 

を満足する。

もし，拡散過程 Xが Jackson

列の極限の場合 (i.e.， Cai=Csi=l) 

形式解

M 

と求めることができる。重負荷時においては

72=μ2 

が成立すると考えられるから， (1)を用いて

、、，，，z
 

d
 

/
'
t

、p
 
x
 
e
 

d
 

k

H

4

 

=
z
 

、lノz
 

r
r
t

、π
 

r1P12) E閃=~ (71(1-ρ11) ， 
同

帥

nl{ 
XE1C+ 

で表される。ただし，

dj= -2(bR-1);/A，i. 

。母

を得る。帥は定数倍を無視すると行列R=I-P

の第1行に相当し，定理の結果が確かめられ

た。

=す(1-ρ11.れ)

Harrison & Reiman [8 Jは，非マルコフ型
QNであっても，条件

が成立するとき，かっそのときに限り帥，帥は

積形式解をもつことを証明した。しかじ，、この

条件が成立しないときには，側，仰の解を陽に

求めることは特別な場合 (e.g.， [2， 4， 5. 10. 

11J)を除いて一般には困難である。

Remark 1. 非マルコ 7型QNに対する拡散

帥Aij=す(AiiRij十Ajj品川μ
3.3. 拡散方程式

拡散近似の1つのメリットは， QNの種々の

待ち特性量の計算が，ある徴分方程式を解くこ

とに帰着される点にある。 X=RBM(b，A， R) 

(R=I-P)に対しては，その確率密度関数

。。

は，次の2階偏微分方程式を満足することが知

られている [6，8J。

ρ(X， tlxo)dx=P{X(t) EdxIX(O) =xo} 
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近似についての Kobayashi[13Jの先駆的な

研究は，境界における反射角を考慮していない。

彼は，制より，定常密度に対する積形式解

K ー

π(x) = II djexp( -djx) ，抗Rf 帥

を導いた。ただし，

d=ー2bA-'. 制

この解は明らかに境界条件帥を満たしていな

い。しかし，数学的な厳密さは別として，境界

における反射角を考慮することで， どの程度近

似精度が改良されたかといった定量的な議論は

これまでほとんどなされておらず，伺と帥の実

用上の価値についての評価は定まっていない。

Remark 2. Takahashi & Akimaru [16J 

は，境界条件として基本復帰 (elementary

return)境界を用いた拡散近似を提案してい

る。基本復帰境界は境界における滞在時間とそ

の直後の跳躍を考慮に入れることができるため

に，軽負荷時の系内客数過程を忠実に表せると

いう利点をもっているが，その反面，重負荷時

には境界周辺の確率密度が跳躍のために過度に

希薄になるという欠点をもっている。また，陽

な解が得られるのは K=2の場合に限られてい

る。この基本復帰境界を用いた拡散近似解につ

いても，防，帥との数値的な比較はなされてい

ない(cf.[9J)。

Remark 3. Xが正再帰的であるための必要

十分条件については，はっきりとはわかってい

ない。しかし帥より，

(bR一')jく0， 1三玉t三玉K 制

ではないかと推測されている [8Jo 

4. あとがき

最後に， QNに対する拡散近似を利用するに

あたっての注意点をまとめておく。まず第1

に，重負荷時におけるi近似解であることを常に

念頭においておく必要がある。単一窓口待ち行

列の拡散近似と比べて， QNの拡散近似では近

似誤差を把握しにくい面があるので，負荷が軽

いノードにおける近似解の精度は低いと考えた

方が良いであろう。 また， 第2点として 2ー

モーメント近似であることから，csi>lまたは

cai>lとなるノードについては，やはりその近

似精度を信頼し過ぎない方が賢明である。第3

点として，近似精度を向上させるために，厳密

解を取り入れた改良を工夫することが重要であ

る。軽負荷時でのQNの挙動を考慮した境界条

件や拡散パラメータの修正に加え， Jackson型

QNと整合する離散化法等が有効な手段と考え

られる。

QNの拡散近似iこ関する研究は， Bell研究所

を中核とする理論派と，計算機科学を背景とす

る実用派に大きく二分していて， この2つのグ

ループの拡散近似とし、う近似手法についての考

え方には，かなりのギャップがあるように思わ

れる。数学的厳密さの点からみれば，後者には

相当し、し、加減なものも多L、。また，定量的に近

似の精度を評価するとL、う意識は前者には欠け

ているようである。

私自身の考え方は， どちらかといえば，理論

派に対してやや批判的である。数学的厳密さの

上に安住して拡散近似本来の近似モデルという

性格を見失ってはいけないと思う。微分方程式

をいくら厳密に解いたところで，所詮近似解で

あることには変わりはない。しかし，このこと

は数学的厳密さを決して否定しているわけでは

ない。理論的正当性をもたない近似モデルは，

もはや『近似』の名に値しないことを常に自戒

すべきである。
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