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く研究ノート>

M/Gjs待ち行列に対する拡散近似の展開

木村俊一

1. はじめに

待ち行列の拡散近似品iffusionapproximか

tion) モデルは，単一窓口待ち行列から待ち行

列ネットワーグまでの5患に様々な待ち行持シス

テムに対し瀦用されてきた。その近鋭の N

も，単に定嘗状態における待ち特性最を解析す

るばかりでなく，システムの制御や過渡状鰻の

解析にも応用され，穏広い際関宅ど見せている O

近似糠疫にまだ改善すべき点は見られるもの

の，議負1時近鋭として強力な近様子法の1つで

あるといえるだろう O

厳密な解析が閤難な M/G/s待ち行列に対

しても， これまでいくつかの異なった拡散近叡

モデルが提案さ予れている。しかし，残意なが

ら，近怒輸度については拡散近似以外の発見的

な近留のそれを超えるまでには至っていないの

る。本稿の際的は，従来の拡散近年i

近似精度をさらに改葬するた

めには持が必要なのかを明らかにすることにあ

るC ヌド稽は次のように構成されている。まず第

2節では M/G/s待ち告到に対する紘散造住l

の一般的な枠組みを示す。さらに， これまて?に

提案されてきた拡散モデルの特徴をまとめ，翻

々のそデ/しのもつ鰐題点を明らかにする。また

3懇では，詫来の拡散近似モテソレがもっ共通

の掲覧重点、のうち，諒数パラメ…タの決定に関し

て新しい考え方を提案する。最後に第4節で

は，残る鰐題点のうち，特に離散化の問題につ

いて今後の可能な牒躍の方向について述べるこ

とにする。

以下の鮪で述べられる拡散近似の内容は，

M/G/s待ち行列に限らずより一般の複数窓口

待ち行持に対しても適用可能である。しかし

これまでの研究の経緯および今後の改良の可能

性を考嘉して，ヌド績では誌/G/s待ち行列に

隈定して議論者ピ進めることにする。

2. M/G/s待ち行列の拡散近似

近棋の対象とする M/G/s持ち符持は先着

11際サービス規範?こしたがう諜準的なシステムで

あるとする:客はパラメータ Aのポアソン過

程にしたがってシステムに到着する。 s個の窓

口での客のうず…ビス待問は独立で悶ーの分布

B(・〉にしたがう確率変数で，その平均及び
変動係数〈出標準鑓護/平場〉なそれぞれ.μ叶

および cで、表わす。 家主こ， システムは定常状

態にあること，i.e.，p=A/sμく1を仮定する。

時亥~ tにおけるシステム内の客数を Q(めで

とき， 盤負捧持(i.e. ， p"""'l) には過程

{Q(t);tミ主的はある時間的に斉次な拡散渇程

{X(t) ;tとO}によって近{立することがでさる。

この事実は，厳慌には，重負揮に漸近するパラ

メータをもっシステムの系列を考え，その系内

3客数遇税の系列が拡数過程に弱奴東ずることを

示すことで証明さきれ，議負帯極限定理と呼ばれ

ている (lglehart& Whitt (1970)) 0 こ
より，{X(t)}は ρ=1のとき，定義域が

R+=[O，∞〉で原点、?こ反射援をもっ拡数通模に

なることが示される。また，R←の内部では
{X(t)}の挙動は次の2つの拡数パヅメータに
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よって党全に特徴づけられる。

的)==liTo k E[{ LI "XY I X(O) ==x] (la) 
b(x)坦liサE[LI"XiX(ト x] (lb) 

ただし，ム九X法定X(h)-X(O) 0 a(x)および b

(x)はそれぞれ無罪主小分散および無援小平掲と

呼ばれ，M/G/s待ち持列に対しては，

。(x)=えートsμc2 (2a) 

b(x) =A-sμ (2b) 

モ、あることが盤負荷極限定獲の結果として薄か

れる。

経IG/s待ち行持に対する拡散近年iモデノレ

は， この章魚荷糧援定理に基づいて定式化され

ている。定式化にあたってまず問題になるのが

拡散パラメータの定め方である。

理では行殉援が非常に長い(環論的には無限大

の)局面を想主主しているために， 反対および

α〈β に課ぜられる条件 X(O)=x が会く効い

ていない。すなわち， X(O)くS という状況は

無議され， X(O)孟s という状況下における拡

散パラメータのみが極限定理の中で意味を持ち

えている。 このことは，X(O)くS という状視

に対しではなんらかの発晃約近似が必要である

とどきど示陵している O また，間様の理由から，

諒点における境界条件についても議魚蕎極限定

理はそれほど確かな情報を与えているわけでは

ないことがわかる。 X(O)=0もという

極限定恐が意味をもっ状況下ではほとんど(確

Oでしか〉起こり得ないから，反射鐙という

境界条件は，単に過程 {X(t)}が負になり

し宅ことをど表わしているだけで，境界における過

程の挙動安正慈に反映したものとは震えない。

以上より， ρ<1の状況を考議する拡数近似モ

デノレの定式化にあたって

1.系内客数が窓口数以下のときの拡散バ

ラメー夕

立，露点における境界条件

の2点に工夫が必要になってくる Q

以下では， この 1， 立を中心にして，これま

でに提案されたM/G/s待望〉行列に対する拡散
近似モデノレを整壊してみよう。

A. Halachmi & Franぬく1978) の拡散近説

よそデノレ

GI/G/s待ちIT1Uに対し最初にま草案された拡
散近年lモデルであり，霊負荷桜臨定理の結果を

直接的に取り入れている。まず Iについては，

M/M/s待ち持列に対する無限小平均，無限小
分散の表現をど連続化して.M/G/s待ち行列に
対し，

α(x)出 A十min(x，s)μ♂ (3a) 

b(x) ==え-min(x，s)μ(3め

とおいている。切らかに(3)は xミ;.s

荷極限定理の結果と一致しており， また.Mj 

M/s待ち行列に対しては工正確な漸近憧を与え
ている。 IIの原点における壌界条件について

は，援賎定理の結果にしたがい皮射撲を仮定し

ている。

Halachmi & Frantaのモデルの最大の欠点

拡散過程の密度関数が綾雑な形をLている

ためにその扱いが容易でないことにある。すな

わち最鰻 {X(t)}の定常状態における癌陵商

数を p(幻で表わすと， Halachmi & Franta 
の解は

K1ql(x)， ρ(x)む 2

Kzqz(x)， 

で与えられる。ここで，

。二玉z去三5

x>s 
仏}

Ql(X)ぉ〈え十f1c2x)ト 'exp(…2c-2広) (5) 

Q2(x)=exp{ -2b(s)x/α(s)} (6) 

d= 2).(ι (7) μ5マ

であり，K" K2 q玄米定定数セコ条件

K1L~1(X)dX品fq2(x)dx=1 紛

Klql (s) =KZq2(S+O) (9) 
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によって決定され，欝に求あることはできな

L 、。

B. Kimura (1983)の拡散近偉そデノレ

Halachmi & Frantaのそデルのもつ失点

を取り徐くために提案されたそデルであり， 1， 

Eの開方にわたって新たな工夫が擬されてい

る。まず Iについては， Halachmi & Franta 

のそデノしの欠点がくのが g の連続関数であるこ

とに龍悶していることに着隠して，次の底分的

定数関数を用いた話散パラメ…タを提案してい

る (Kimura(1987)参殿〉。

α(x) =A十min([x]， s) pc2 (10a) 

b(x)据え-min([x]，s)μ (10め

にこで， [x]は Z より小さくない最小の繋数

を表わす。締は Halachmi& Fran誌のそデ

ノレ問機，重魚持極限定理および描!M!s待ち
有列に対する結果と整合している。立について

は，極眼定醸の結果とは異なり反射壁な採用し

ていなL、これは，日alachmi& Frantaのよそ
デルの軽負荷持における低いi託尋i稽度を考議し

たためで，システムが空である磯率をより明確

に定めるために基本後帰境界を用いている。基

本後帰襲界とは，簡単に苦言うと， 退程 {x(t)} 

が原点に到達したときにある指数分布にしたが

う時間だけそこにとどまり，その議R+内部へ

隣接して退緩が再慨する境界のことをいう。こ

の挙動は， ちょうど担!G!s待ち仔列が空で
ある事象の前後の系内客数退範の挙動に対応し

ている。

この定式化によると，過程 {x(の子の定常密

度爵数 p(x)は次の替数分方程式系の解として

られる。

を←α仏lPかμ1
古Oくx;;;話五1 (1帥

tadfω…地以=0，
会-1く広三三k，k口 2，…...，s 斡

taJH1'ω-b恥 1(かO.

ここで，k認 L……，sに対し，

a，，=a(k) 

bk=b(長〉

x>s 帥

(14a) 

(14b) 

であり， 11:0はシステムが空である確率を表わし

ている。また，pバx)(k=1，2，…，s+1)は色章一
Mの対応するそを露関への安(ゅの制限を表わし

ている。さらに手付加的な条件として

limか(x)=0 

limあ+1(が=0，

解の譲続性の条件として

1im P，，(x)ヨロムー!(k-1)，

紛

争。

勝

h口 2，……， 5十1 (1カ

が課せられている。制一悼を解くと p(x)がm

を含む形で騒に求められる。この πB も正規化

条件

均十J
o
=PCx)dx=l 鵠

より陽?と求めることができる。

Kimuraのよそデルは託alachmi& Franta 

のそデノレと詑ベ，解が扱い易い形で、求められる

点および近鉱精度の主主で寵れているが，基本復

帰による境界からの銑離のために原立照辺の篠

率密震が過度に希薄になるという欠点をもって

いる。この密度関数の読みのために，軽負荷持

での系内客数分布に対する近税務度は期待した

ほどは改善されていない。

C. Yao (1985)の拡散近f試モデル
Kimuraのよそデルのもつ原点周辺での篠率

密度の歪みセ措正する 1つの方法は，

限定理が示すように，境界条件として皮封罷を

用いることである o Yaoのそデノレはにつ

いては Kimuraのそデルと関じ拡散パラメ

タ 0.e. ， (1<>>)， 立については Halachmi& 

Fr・antaのそデノレと需じ反射畿を用いている。
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しかし， これだけの工夫で、は大幅な近訟機度の

向上は見込めないために，拡散近鉱の範霞をは

ずれた式変形を導入している。すなわち，

関数の謹続f複合無視して制限関数か(x) をそ

れぞれ独立に扱¥'"M/M/s待ち行列の結果を

利用して関数列 {Pk(X)} の相互関係を与えて

いるO これにより，密度関数の連続i生を崩すこ

とな代議に軽負荷時での近蝕精度の向上をはか

つている。しかし，{か(X)子の相瓦関係の与え

として M/詰/s待ち行列の結果を利用した
ために，窓口数以下の系内客数に対する確務省

M/M/s待ち行列の対応する系内容数分

く受けており，数強的にもi弱者に

大きな惑はない。つまり，本質的には Yaoの

そデルは系i今客数が窓口数以下のときには M/

M/s，窓口数以上のときには拡散近棋を用いた

ものに他ならない。

3. 拡散パラメータに対守る新たな提案

2節で紹介した3つの拡散近似モデルは， M

/M/s待ち行列に対しではかなりの近似購援を

もっているが， M/D/s待ち行列に対しではあ

まり高い精度をもっていない。このE堅持jは， 1 

つには拡散過額が連続時間連続状態γ ノレコフ過

程であるということにもよるが，いま 1つの潔

白としては，連続関数と能分的定数関数という

、はあるものの 3つのモデルの拡散パラメー

タがすべて M/M/s待ち行列の淑近的特性を

もとに決められているということ してい

るo この節では，システムからの退去時開間隔

に対する告然な近似をもとにして，三重負荷議採

よび討/M/s待ち行列とも整合する新

しい拡散パラメータを提案する。

区間 [0，t) 間のシステムへの累積部殺

容数およびシ;Aテムからの議議退去客数をそれ

ぞれ A(t)および D(ので表わすと， 次の自

明な式が成り

Q(t) =Q(O) +A(t) -D(t) 立事

A(め はポアソン過糠でありその漸近的特設は

既知であるが，D(めは一般には存生過饗では

なく，その漸近的特性を知るためには滋去時務

i笥罷の篠率構造きと明確にする必嬰がある。 2節

で用いた拡散パラメータは， この退去持間関爵

をサ…ピス時器と陪ー認して導かれている。こ

こでは，次の自然な近似を用いて退去時間関騒

の確率構造を定めることにしよう。

(3丘似 (Tijmset a1. (1981))] 

{語}サーと?ス終了産後にシステム内に k(1;:;玉hく

s)人の 3容が残っているときには，次のサーピ

ス終了時点までの持関は確率変数民間min

(Vle，…， Vke) と閉じ分布にしたがう。 ここで，

〈が;i=1，…， k} は定常残余サービス時間分布

βe(t)出 μtU-B叩 u 締

にしたがう独立な確率変数郊であるとする。

(b)サ…ピス終了寵後にシステム内に k(孟s)人

の客が残っているときには，次のサ…ピス終了

時点支での時間は確率変数百/s と同じ分布に

したがうの ここで U は分布 B(・〉 にしたが

う確率変数で三うる。

この近訟は，去を/G/s待ち行列を(a)のとき M/

G/∞待、ち行列， (b)のとき怜…ピス能力が S倍

のお1/G/l待ち行列とみなすことに相当してい

るo

拡散パラメータが Kimuraのそデノレと民様

に区分的定数で与えられるものとして， j!H以
(a)，陥没用いると，k=1， …"'，s-l に対して

ak=A十(rZk-rli)/nk3 

bk=え-71k-1

k=sに対して

a.=ぉA十sμc2

bs=え-sμ

会得る O ここで，n=I，2に対して

(21α) 

(21b) 

(22a) 

(22b) 

T"k=E山 J=nfo=X'H{I-B.Cx)抑紳
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である。二一般には {rn止の計算は容易でない

が，サーピス時間分布が指数分布(i.e.， M/ 

M/s)のときには，

αk=A+kμ 

b化=A-kμ， k=l， …， s-l 

(24a) 

(24b) 

となり， また一定時間分布(i.e. ， M/D/s)の

ときには

αk=A+k(k+1)μ/ (k+ 2) (25a) 

bk=Aー (k十1)μ k=l， …，s-l (25b) 

で与えられるため，変動係数がそれほど大きく

ない (e.g.，c2豆2程度の)一般分布 B(・)に

対しては，制と帥の内挿近似を用いれば実用上

問題はないと考えられる。すなわち k=l， …

…， s-lに対して

山 =A+{c2十(1-c2)

(k+ 1) / (k +2)}kμ (26a) 

b必=A一(k+1-c2)μ (26b)

Kimura および Yao のモデルの拡散パラ

メータ(i.e. ， (10)) と比較すると，防，帥は c2

く 1(c2>1)のとき無限小平均では小さく(大
きく)，無限小分散では大きく (小さく)評価

していることがわかる。このため一概には待ち

特性量への影響は予測で、きず，数値的検討が必

要である (Kimura(1988))。

4. おわりに

本稿で、は拡散近似モデルを定式化する際の問

題点として，拡散パラメータと境界条件の 2つ

を取り上げた。この2つが定まれば，後は拡散

方程式を解くことで定常確率密度が導出できる

ことになる。しかし，実際にはこれだけでは近

似精度を改善するには不十分で、あり， Yao の

モデルも行なわれているように， M/G/s待ち

行列に対して厳密に，あるいは近似的にでも成

り立つ性質をモデルの中に取り入れる必要があ

る。このためには，取り入れる性質の数に等し

い自由度を新たにモデルの中に設けなければな

らない。 Yaoの用いた方法は，関数列 {Pk(X)}

の連続性をはずすことで S 個の新たな自由度

を与えることを意味していた。

密度関数の不連続化以外に新たな自由度を導

入する方法としては，密度関数の離散化があげ

られる。ここで離散化とは，密度関数 p(X)か

ら系内客数分布 {71'k;k三三O}を “切り出す" こ

とをいう。 Kimura(1986)はGI/G/l待ち行

列の拡散近似モデルに対して，この離散化の段

階での厳密解の取り入れを提案している。 M/

G/s待ち行列に対しでも基本的にこのアプロ

戸チは可能であり， M/M/s待ち行列と整合す

る系内客数分布を密度関数から切り出すことが

できる (Kimura(1988))。
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