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事王者官学研究 39-1 
北海道大学 1989.6

く研究ノート>

サヴ、ェジ書における殆ど一様な分割 (3)

精密比較の公準

困

1. 目的

サヴェジ氏 (Savage， Leonard 五mmie，

1917年11月20日から1971年11月1日まで)はサ

ヴェジ書 [2J第3章第3節 34頁の上から第

3番目の段落から36頁の下から第2番目の段落

までにおいて，殆ど一様な分割の概念を定義

し， この概念に関する補題である定理1を示

し，且つ， この補題を含む殆ど一様な分割に関

する一連の基本的性質を利用する事に基づい

て，定量的確率の存在に関する命題である定理

2を導いてL、る。また同書第3章第3節， 36頁

の最下段から38頁の下から第2番目の段落まで

において，定性的確率が前精密，但し原語は

fine，である事，殆ど同等である (almostequi-

valent)と表現される事象聞の二項関係，及び

定性的確率が緊密 (tight)である事を定義し，

定理3の結論7として，前精密性の仮定の下

で， [""殆ど同等である」と言う二項関係と「殆

ど一様な分割による，定量的確率の存在に関す

る命題」定理2とを利用して， 定量的確率の存

在に関する命題を示し， この命題の系として前

精密且つ緊密な定性的確率に対して強一致する

定量的確率に関する命題を提示しさらにまた

この系との連闘において定理4に言及して， 最

後に公準 P6'，但しこの論述での呼称は「精密

比較の公準J，を提出している。

信太郎

この論述の目的は，サヴェジ書の定理3に関

する略式証明を精確に構成する作業を行う事に

基づいて， その作業の副産物として， r殆ど一
様な分割の楳念を経由しない，従ってサヴェジ

書の定理2を必要と Lない，サヴェジ書の定理

3結論7を翠く精確且つ簡潔な演揮の過程Jを

提示する事である。従ってサヴェジ氏による殆

ど一様な分割に関する議論はサヴェジ民の主命

題である定理3結論7を導く事を目的とする限

りにおいては必要ではないのである。

内容を述べる。第2節においてはサヴェジ書

37頁定理3の証明を精確に構成する。!【定義1J

から C定義6Jまで， :[命題1Jから〔命題7J
まで，及び E命題5Jに対する C補題5.1]及び

C補題5.2Jを導入する。 C定義1]からC定義63

までは各各前精密性，緊密性，強い確定性関

係，弱い同等関係，殆ど同等な分割，及び精密

比較の公準に関するものである。 C命題1J，か
ら C命題7Jまでは各各サヴェジ書の定理3に

おける結論1から結論7までに対応する。じ補

題5.1]及び E補題5.2Jはサヴ z ジ書定理3結

論5の証明を簡潔にする為に導入したものであ

り，且つじ補題5.2Jはサヴェジ書38頁結論5の

証明中において言及されている。 C命題7Jの証

明中で利用するサヴェジ書34頁から35頁にかけ

ての定理2についてはサヴェジ氏の論述，及び

園 :[6J及び仁7J，特に[7]，を参照する事
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を勧める。

第3節においては「鱗密比較の公準による，

定量的機率の存在に関する命題jを， 殆ど一様

な分訴の概念を経由せずに，精確立つ襲潔に導

く。[命題lつから C命題委つまできな導入する。

4つが「精密比較の公殺による，定量的磯

率の存在に関する命題jであるc この郊の議論

は盟 [5J第7節と本質的に鵠じものである。

最後の第4節では工窓義 Al]及び[定義 A

幻，及び E命題 Al]から〔命題 A6Jまマを

導入する。 C命題4つ， [命建議 A4J，及び

A出に基づいて，殆ど一様な分裂の議念を経由

せずに，溝確J主つ簡潔に「諮精髄性による，

量的確率の存夜に欝ずる命題」じ命題7Jを導

く事を実行する。[命題 A4Jは「前橋幸容な定

性的確率から誘導される強い確定性関係によっ匂

まるい確定性関係は模範;比較の公準を満

たす定性的確率であるjと言う事を主張するも

のである。この様な演縛の経路の存在は閤[5J

r顛で指摘しておいたのであるが， ここでは
それを精確に構成する事にする。

以下では孝子摂集合の概;念や数の髄;念を自明な

事;鰐の様に利用するが，続計学の基醗付げを真

鮮に考察する場合においては， これらの概念に

対する分析は不可避で、ある。この事については

デーデやント著，料i野訳[1]，及び爵 [3J特

4部及び菌 [5Jの参考文献日]，これは

この論述における[1]と荷ーである t，こ対す

る簡肢を参照する事会勧める。支たサヴ、且ジ氏

の哲学に対する鱗註として露 [4Jがある。

C詮意1Jから C注意7Jまで、を擬示する。

1]t三下では任意の可瀦空路く5，A) 

し立っこの可譲空間の上の定性的確率を

考える議にする。完全加法族Aの売を事象と呼

A上の二項関係三二・が比較可能性，推移設，

iAnc出。立つ Bnc==併をど満たす銭意の事象
A，'B，及び Cに対して Aさ二.BとAUC

S::.BijCとは悶鐘で、あるj，及び

A に対しで OS:.Aj立つ rss::・ゅんには非ずJ

を満たす場合立っその場合に限って

係4・は定性的確率であると定義する O また
rB::二.Aには非ず」を Aく.B，そして rAS::・

B且つ B三二.Aj を A口.B， と表記するo
Aく.Bを rAは磯定性において B よりも小で

あるJ，或いは rBは篠定住において A よりも
大であるよ A立・B を rAと Bとは問等であ

るj，oく・A 'e rAは確定住が正であるふと
諮rrtJ事にする。出eは事選疑問のi湾{接関係である。

E注意2J自然数系列を N と表記する。但

しO$No また ω Nij{O}。在意の非負整数

fまに対して n以下の自然数の全体を N以3と

表わず。写像fの定義域を dom(f)と

るorfは分割である」と言う率は rtは Aの
る学像であり，或自然数銘が存注して

dom(f)二二N[nJ，1主つ dom(f)の異なる

i及び jt，こ対して f(i)円f(j)口利と

う事であると定義する。ここの銘ば一意的に

定まるo nを分割 f きと呼ぶ。 B=U{f

(i) I i Edom ({乃の場合には fを事象 B に対
る分離と呼ぶo 'Iた分鰯 fの伎である
と呼ぶ。事象 A及び B

である場合緩序対くA，B) 

呼び，C=AijBの場合は， Cに対

的二重対と呼ぶ。また A，B及び Cが立いに

排反である場合順序対 <A，B， C)を
と呼ひ¥D=AijBijCの場合には Dに

対する分譲的主主重対と呼ぶ。

つAをと岱窓の事議長とする。 rdom(f)

jに対してどな)=f(j)nAJによって

gを定義する。 gは A に対する分割となる。

この gをrtによって誘導される A に対する
分割よ 或いは rtが誘導する A に対ずる分
と呼ぶ。

4 J S::・を任意の定性的確率とする。
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割の任意の項が互いに同等で、あるのな応ぼその

分割を同等な分割と呼ぶ。 また rtはs~こ対
する殆ど一様な分割である」と言う事は rtは
Sに対する分割であり且つ fの定義域の任意
の部分集合 I及び fに対して， 幹(1)くtσ)

ならば U{f(i)I iEI}~・ U{f(ρIjE三]}Jと言

う事であると定義する。

C注意5J可測空間<S，A>上の有限加法的
測度で Sに対するその測度の値が 1であるも

のを定量的確率と呼ぶ。 Pを定量的確率とす

る。定性的確率三二・に対して「任意の事象 A

及び B に対Lて，A~・ B ならば P(A)豆P

(B)Jの場合には rpはζ・に対Lて概一致す
る」と言う。この場合さらに逆が成立するのな

らば rpは三二・に対して強一致する」 と言う。

〔注意6JPを定量的確率とする。 rpは定
量的に精密である」と言う事は「任意の事象B

とO以上 1以下の任意の実数 ρ とに対して或

事象 Cが存在して，CC.B 且つ P(C)=ρ・P

(B)Jと言う事であると定義する。

〔注意7J第2節〔命題5Jの C証明1にお

いて従属選択の原理を， また第3節 C命題 4つ
の【証明]において初期条件付きの従属選択の

原理を，明白な様式で利用する。これらについ

ては園 [5Jの第2節を参照する事を勧める。

2. 前精密性と定量的確率

【定義1]~・を任意の定性的確率とする。 4・

が前精密であるとは確定性が正である任意の事

象 A に対して Sに対する或分割 fが存在し
てfの任意の項は確定性において A よりも小
であると言う事であると定義する。

【定義2J~・を任意の定性的確率とする o~・

が緊密であるとは Aく・B を満たす任意の事象

A 及び B に対して Anc=仇ゆく・C，且つ

AUCく・Bを満たす或事象 Cが存在すると言

う事であると定義する。

f命題1]三二・を前精密な任意の定性的確率と

する。 B及び Cを確定性が正である任意の事

象とする。 Cの部分集合である或事象 Dが存

在して Dの確定性は正であり且つ B よりも小

である。

【証明〕仮定より Sに対する或分割が存在し

てその分割の任意の項は B よりも小であるが

従う。この分割を fとする。 fが Cに対して
誘導する分割を g とする。 Cは確定性が正で

あるので gの定義域に属する或 jが存在して

gα)の確定性は正であるが従う。この jを固

定する。 g(j)~'f(j) が従う。故に g(j) く・ B 。

D=g(j) と置く事により結論が従う。

E証明終〕

C定義3JA及び B を任意の事象とする。

A は強い確定性において B よりも小であると

は或事象 Cが存在して Anc=φ，φく・C，且
つ AUCく.Bと言う事であると定義する。 こ

の二項関係を強い確定性関係と呼び且つ Aくく-

B と表記する。

C定義4JA及び B を任意の事象とする。

A とB とが殆ど同等であるとは rrAくく・B に

は非ず」且つ rBくく・A には非ずJJと言う事で
ある。この二項関係を弱い同等関係と呼び且つ

A~・ B と表記する。即ち A と B との間で強

い確定性関係くく・が満たされない場合且つその

場合に限って A~・ B と定義する。 A~.B を

サヴェジ氏に従って rAとB とは殆ど同等で、
あるJと訓む事にする。

f注意]サヴェジ書では関係くく・の導入は為

されていない。記号は異なるが関係~・のみが

37頁冒頭の行から第3行目までの一個の文によ

って定義されている。
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、

2Jぶ・を前橋密な畿の定性約確率と

するoB， C， G，及び Hの各若手を佳窓の事象
とする。 B~.G， C~. fJ.， BnC=払 主主つ G

nH=φ と長定ずる。 βUC~・GUH が従う c

C証明1
定して

様である。

よる。 βUCくく.GUHと依

く。 GUHくく・BUCの場合も掲

或事議長 Eが存在して CBUC)nE=o，φく-
E， 旦つ BUCUEく.GljH。 この Eに対し
て E=E'りE"主主つ E'sE"=りもさ識たす確定

性が1Eである或事象 E'及び E"が存在する。

この E' 及び E" を関恕する。 B~.G より G

~.BUE'。一方 (BUE') υ (CUE")<.G リH。

故に CljE"く.H が詫う。ところが C~.H よ

り H~・ Cじ'JE九放に矛盾が生じる o [証明終3

3J ~・を前議普ぎな任慈の定性的確率と

する。 B，C， G，及び Hの各呑を住護まの事象

とするo B~・ C， G~. H. BljC~・ GUH. B 

nc=ø， 立つ GnH=併と復定ずる。 B~・ G

が詫う c

館

この命題は第3蔀〔命題 2つど第4

A4JとによりEまちに従う。しかし敢

えてサグ広ジ民の綻明 。

〔椛明1背護法による。 Bくく.Gとを交窓して
< 0 G<く.Bの場合も荷様である。 BUE

<.G， BnE品多，且つがく.Eを議たず事委書

E が存複する。この E 合図定ずる O

βUC<.S且つ G¥C=・ゅの場合を考える。
G~・ C が従う。ところが BljEく.G。故に R

UEく・ C。一方 B~.C より C三二.BljEo放

に矛盾が生じる。

BUCく.$.Rつ φく.G¥、Cの場合を考える。
確定性においてIEJ立つ E 以下であり， しかも

BljCとまいに誹皮である，議事象 E'が存在

する。この E' を罷窓ずる。 GUH~.BUClj

E" が従むところが BUE'<~GJ主勺 GnH

故?と Hく・ι
E'=EIIIjEI.IJ 且つ E'"~・ E" を満たす互い

にtJl'変良つ確安否性が正だある事象 E"及び EI1J

を菌培ずる。設た E"II~長G\C 1立つ E山三二;・
E川を議たす確主が正である事象 E"fI

る。 HUE山 CUE"IIが従%ところが

GとH とは互いに排反でありえっ E山♀G。

裁に G~・ HljE山。ところが BUE"ljE"1<・

Go放に BUE"UEI/f<・CUE!lIIO放に BU

E"く， Cc 一方 C~・ BUE"O 放に矛麗が主主じ

る。

BUC=.Sの場合を考えるo BlじC~.GUH

及び前糖番号控より GljH=.Sが従う。

φく・C什G の場合を考えるo E"C;;Cr:JG，φ 

E"， ，1主つ E"<二.E之と満たす泰象 E"~ヒ回

る。 BljE"く.Gが詫うのところが BUE/I

=・ (BnG)UCBnH) UE" 1iつ G出台 (GnB)

U cGnC)。放に (BnH)りE"<.GnC。とこ
ろが B~・ C より C~.BUEI/o 故に C<.G。

ところが C一位1G)U (CnH)。放に cnH
G丹Bo故に CCnH)U (BnH) UE"く・ (G
nB) U(GnC)。放に HUE"<.G。一方 Hη
E"=φ， oく・E"，1iつ G~，H より G~・ HU

E"o故に矛臆が生々じる。

cnG=.φ の場合を考える。 BUC=.Sより
Bが従う o ところが BUE<.Gより B

G。故に矛震が主主じる。[証朔終1

5J殆ど開等な分割とはその分擬の

が互いに殆ど誇冬季である

ど関等な分割であると苦う

うO 昂ちfは殆
fは分割であり

主主つ f の住意のそ疑 A 及び B に対して A~.

Bと言う毒事であると定義する O ま

対くA，B> が A~・8 を満たすのならばこれ

を殆ど同等な分説的二震対と

C命題4Jζ・さと前精密な程;意の建設的確率と

る。 Sに対する殆ど需等な分割は s~こ対す
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る殆£一様な分割である。

〔証明Jfを Sに対する任意の殆ど同等な分

割とする。 fの長さを nとする。ァをOか或い
はnよりも小である任意の自然数とする。 fに
関する任意の r個の項の合併は殆ど同等である

事が C命題2'J及び数学的帰納法により従う。

fの任意の f個及び r十1個の項の合併を各
各 A及び B とし， AS:・B を示す。背理法に

よる。 Bく.Aと仮定して矛盾を導く。合併 B
を構成する fの r+l個の項の内任意の r個
を固定Lてこの r個の合併を C とし且つ残り

の1個を D とする。 CUDく・A 且つ cnD=

φ が従う。ところが C~・ Aσ 故に D口・ 6。一

方前精密性より「ゆと殆ど同等な任意の事象は

φと同等であるJ。放に，fの任意の項は D と
殆ど同等であるので，fの任意の項は併と同
等である。故に fの項の全体の合併は併と同
等となる。 ところが fの項の全体の合併は S
に等しし、。故に s=・φが従う。一方 φく・S。
故に矛盾が生じるo [証明終〕

C命題5J [Savage， L. J.の単純分割補題]

ζ・を前精密な任意の定性的確率とする。任意

の事象は二つの， 但し共に空集合である場合を

含めて，殆ど同等な事象へと分割出来る。即ち

任意の事象 Bに対して或事象 C及び Dが存

在Lて B=CUD，CnD=φ，且つ C~・ Do.

【注意1次の C証明3においてはその後に従

う〔補題5.1]及び C補題5.2Jを利用する。

C証明JBを任意の事象とする。 T={くB'，

B"， B川)1 <B'， BぺB'勺は事象から成る分
割的三重対であり且つB'S:.B"UB川且つB'"
S:.B'UB"}と置く。また iB'CC'，B'"三Cぺ
且つ C"ζ.B"¥C"と言う場合且つその場合に

限って R(くB'，BぺB'う，<C'， C"，. C"')) J 
によって T上の二項関係 R を定義する。

くφ，B，φ〉は T の元であo。故に T手。

が従う。 (C，G， D'7を Tの任意の元とする。

〔補題5.1]より Gに対する或分割fが存在し
てfの任意の項 A に対して AS:・G¥Aが従
う。この fを固定する。 DUu{f(j)ljE三dom
げ)且つ mくj}S:・CUu{f(j)l'jEdom(f)且

つ j;豆m}を満たすO或いはfの長さ以下の自

然数 m の内で最小の数を m(めと表記する。

fは Gに対する分割であり且つ Dζ・CUG。
故にこの m(*)は確定する。

C' =C U u{f(j) lj Edomげ)且つjくm(*)}，

G'=im(*)チOならばf(m(*))J且つim(め
=0ならば。J，且つ D'=DUu{f(j)IjE 

dom(f)且つ m(*)くj}，

と置く。 <C'， G'， D')は事象から成る分割的

三重対である。また m(ネ)の定義より D三二・C'

UG'が従う o
m(*)チOの場合を考える。 m(*)の最小性

より

C U u{f (j) 1 jE dom (f)且つ j;豆m(め一日く-

DUu{f(j) [jE三dom(f)且つ m(*)ー1くj}

が従う。故に Cく・D'UG'が従う。

m(ネ)=0の場合を考える。 C'=C，G'=仇

且つ D'=DUGが従う。ところが CS:・DUG。
一方 m(*)の定義より DUGζ・C。故に C=..

DUGが従う。故に C'=・D'が従う。

故に <C'，G'， D')ETが従う。ところが C
CC'且つ D三D'。また G'の定義より G'S:'

G¥G'が従う。故に R(くC，G，D)，くC'"G'. 

D))。故に次の陳述(*)が従う。

陳述 (*)0Tチφ且つ Tの任意の元 <C，G， 
D)に対して Tの或元くC'，G'， D')が存在

して RC<C，G， D)，くC'，G'， D'))。

放に従属選択の原理により N から Tへの或

写像 Fが存在して N の任意の元 nに対して

R(F(n)， F(n+l))。 この Fを固定する。任
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意の自然数 nに対してくC(n)，G(n)， D(n)> 

=F(n) と置く。また

C(*) =u{C(n) InεN}， 

D(*) =u{D(n) InEN}，且つ

G(*) =門 {G(n)InEN}， 

と置く。くC(*}，G(キ)， D(*)>は事象から成る

B に対する分割的三重対で、ある。

C(*)~・ D(めを示す。背理法による。 C(*)

<<・D(のと仮定して矛盾を導く。D(めくく・C(め

と仮定する場合も同様で、ある。

C(*) UEく・D(*); c(*) nE=仇且つ。く-

Eを満たす事象Eが存在する。また E=E'U

EぺE'nE"=φ E"ζ・E'，且つ φく・E"を
満たす事象 E'及び E"が存在する。この E'

及び E"を固定する。

C補題5.2Jより或自然数以めが存在して

G(n(*))<・E"。この n(めを固定する。 D(*)

¥D(n(*))亘G切ら))が従う。故に D(め=D

(n(*)) U (D(*)¥D(n(*))) より D(*)<:;，..G(n
(*)) UD(n(*))が従う。故に C(*)UE' UE" 

く・D仰い))UG(n(*))が従う。ところが G(n

(*)) <:;，.・E九故に C(*)UE'く・D(n(*))。一方

C(n(*))c:C(*)且つ G(n(*))ζ・E'より C(n
(*)) UG(n(*))ζ・C(めUE'。故に C(n(*))U 
G(n(*))く・D(n(*))が従う。ところが D(n

(キ))ζ・C(n(*))UG(n(*))。故に矛盾が生じ

る。

故に C(*)~・ D(めが従う。一方[補題 5.2J

より G(*)=・φが従う。故にくC(*)，D(*) U 

G(*)>は B に対する分割的二重対であり且つ

C(*) と D(*)UG(めとは殆ど同等である。

[証明終1

C補題5.1]<:;，.・を前精密な任意の定性的確率

とする。 Aを任意の事象とする。Aに対する或

分割fが存在して jEdom(丹を満たす任意の

jに対して f(j)三二・A¥f(j)。

じ証明JAを任意の事象とする。 A=・6の場
合には，Aのみを項とする分割を定める事によ

り結論が従う。

φく・A の場合を考える。前精密性より s~こ
対する或分割 g が存在して gの任意の項は

確定性において A よも小である。 この gを回

定する。 φく・A より gの或項 B が存在して

φく.AnB。この Bを固定する。 C=AnBと

置く。 CS;二A 且つ φく・Cζ・A が従う。また

6く・A¥Cく・A が従う。 iC<:;，.・A¥Cならば

E=CJ且つ iA¥Cく・Cならば E=A¥CJ

によって E を定める。 φく・E且つ Eζ・A¥

Eが従う。

前精密性より Sに対する或分割 hが存在し

て hの任意の項は確定性において E よりも小

である。この hを固定する。 hが誘導する A

に対する分割を fとする。 jEdom(f)を満た
す任意の j に対して f(j)く・A¥f(j) が従
う。これを示す。 jEdom(f) を満たす任意の

jを固定する。 h(j)く・E より f(j)く・Eが従
う。 ところが E<:;".A¥E。故に f(j)く・A¥
E。一方 f(j)く・Eより A¥Eく・A¥f(j)が

従う。故に f(j)く・A¥f(j)が従う。この f
により結論が従う。[証明終]

〔補題 5.2J<:;，.・を前精密な任意の定性的確率

とする。くA(n);nEN>を事象から成る任意の

列とし且つ任意の自然数 nに対して A(n+l)

CA(n) 且つ A(n+l)ζ・A(n)¥A(n+l)と

する。 o<・E を満たす任意の事象 Eに対して
或自然数 m が存在して A(m)く・E が従う。

またこの結論より n{A(m) I mEN}=・φ が

従う。

【証明〕サヴェジ氏式でない普通の流儀で示

す Cサ・ヴェジ氏式の証明はこの節の末尾で提示

する〕。背理法により結論の前半を示す。確定

性が正である或事象 E が存在して任意の自然

数 n に対して E豆・A(n) と仮定して矛盾を

導く。この Eを固定する。前精密性より s~こ
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対する或分割 fが存在して fの任意の項に対
してその項は確定性において E よりも小で、あ

る。 この fを固定する。 fの長さを m とす
る。次の陳述(*)を数学的帰納法によって示

す。

陳述(*)0 1以上且つ m 以下である任意の

自然数 jに対して u{f(k)IkEN且つ h豆J}
く・A(m-'-jーは). 

j=lの場合を示す。 fW<・E 且つ Eζ.A

(m)。故に f(l)く.A，(m)。 これより j=lの

場合が従う。

j=i且つ i<mの場合を仮定して j=i+1

の場合を示す。 f(i+1) く・ E 且つ E~二・ A(m

-i+1)。故に f(i+1)く・A(m-i-卜1)。 とこ

ろが A(m-i + 1):S::・A(m-i)¥A(ni-i+1)。
故に f(i+1)く.A(m-i)¥A(ni-i+1) が従

う。 ところが u{f(k)IkEN且つ h豆0く・A
(m-i+1)。故に (u{f(k)I kEN且つ h豆i})

U f(i十1)く・ A(m-i+1)U (A(m-i)¥A(m 
-i + 1))。故にu{f(k)I kεN且つ h豆i+I}

く・A(m-i)が従う。

故に陳述。)が従う。 j=mの場合より u

{f(k) I k亘m}く.A(I)が従う。 ところが s=
u{f(k) I k豆m}。故に Sく・A(I)。一方 A(I)

ζ・S。故に矛盾が生じる。

次に結論の後半を示す。 A(*)=門 {A(m)I mE  
N}と置く。背理法による。 6く.A(*) と仮定

して矛盾を導く。前精密性よりゆく・E を満た

す或事象Eが存在して E<.A(ネ)。この Eを

固定する。結論の前半より或自然数 m が存在

しだ A(m)く・E。 この m を固定する。故に

A(m)ぐ・A(*) が従う。 ところが A(*)CA

(m)二故に A(*):S::・A(m)。故に矛盾が生じ

る。[証明終〕

C命題6J任意の事象 A 及び任意の非負整

数 nに対して A に対する長さ 2nの殆ど同等

な或分割 fが存在する。

C証明JAを任意の事象とする。非負整数 n

に関する数学的帰納法により示す。 n=Oの場

合には A のみを項とする分割を定める事によ

り結論が従う。 n=mの場合を仮定して n=m

十1の場合を示す。

A に対する長さ 2m の殆ど同等な或分割 g

が存在する。この g を固定する。

〔命題5Jより gの各項に対して殆ど同等な

分割的二重対が存在する。 1以上且つ 2m 以下

の任意の自然数 j~こ対して g(j) に対するこ

の分割的二重対を一個対応させる写像を G と

し且つくA(j， 1)， A (j， 2) ) = Gα) と置く。

即ち以下の様に Gを定める。 1以上且つ 2'"以

下の任意の自然数 j に対して M(j)={<A'， 

A")IA'及び A"は事象であり， g(j) =A' U 

A"， A'nA"=φ， 且つ A'~.A"} と置くと

C命題5Jよりこの jに対して M(j)チφが従
う。ところが 1以上且つ T 以下の自然数の全

体 N[2勺は有限集合であるので TI{M(j)Ij 

εN[2'勺〉チゆが従う。故に GE口{Mα)!jE三
N[2'勺〉を満たす或 Gが存在する。この Gを

固定する。 jEN[2可を満たす任意の jに対

してくA(j，1)， Aα，2))=G(j) と置く。
1以上且つ 2m+1 以下の任意の自然数 hに

対して hが奇数ならば f(k)=A((k+1)/2， 

1)且つ hが偶数ならば f(k)=A(k/2， 2)に

よって写像/を定義する。 fは A に対する
長さ 2市 +1の分割である。 さらに fは殆ど同

等な分割となる。これを示す。

iEN[2m+1Jを満たす任意の iに対して iが

奇数ならば I(i)=(i+1)〆2且つ R(i)=1， ま

た tが偶数ならば I(の=i/2且つ R(i)=2 
によって写像 I及び Rを定義する。このnこ
対して f(i)=A(I(i) ， R(i))が従う。また R

(i) =1ならば Q(i)=2且つ R(i)=2 ならば

Q(i) =1によって N[2m+1Jを定義域とする写

像 Qを定義する。

h及び tを1以上且つ 2m+1以下の任意の自
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然数とする。

I(k) =I(i)且つ R(k)=R(i)の場合を考え

る。 f(k)=f(i) が従う。故に f(k)~.fθ) が

従う。

I(紛=I(i)且つ R(k)チR(i) の場合を考え

る。 Mσ(k)) の定義よりくf(k)，. fω〉εM
(I(k))戎いはくf(i)， f(k) )EM(I(め)が従

う。故に f(k)~ず(のが従う。

I(k)チI(i) の場合を考える。くA(l(k)， R 

(k))， A(I(k)， Q(k))>及;び <A(l(の，R(i))， 

A (I (i) ， Q(i) ) >は各各 g(I(k))及び g(l(i})

に対ナる分割的二重対であり， また Aσ(k)虫

R(k.))~・ Aσ(k) ， Q(k)) 且つ A(I(i)， R 

(i))~. A (l(i) ， .• Q(i))。 ところが gは殆ど同

等な分割であるので，g(I(k))~・ g(I(i))。故

に C命題3]より Aσ(k)，R(k))~・ A (l (i)， 

R(i)) が従う。故に f(k)~・ f(i) が従う。

故に fはA に対する長さ 2協十!の殆ど同等

な分割である。 【証明終3

仁命題7J三二・を前精密な任意の定性的確率と

する。三二・に概一致する定量的確率 Pが一意的

に存在する。この一意的に存在する定量的確率

Pは定量的に精密で、ある。 即ち任意の事象 B

及びO以上且つ1以下の任意の実数 ρ に対し

て或事象 Cが存在して CC，B 且つ P(C)=ρ-
P(B)が従う。また任意の事象 Bに対して 6

く・B と0くP(B)とは同値である。さらにま

た任意の事象 B及び C に対Lて P(B)=P

(C) と言う場合且つその場合に限って B~・ C

が従う。

C注意3次の証明中で利用するサグェジ書34

頁から35頁にかけての定理2は「無限に多くの

長さに対して Sに対する殆ど一様な分割が存

在するのならば，その定性的確率に対して概一

致する定量的確率が一意的に存在する。しかも

この定量的確率は定量的に精密でトあるJと言う

内容の命題である。これについては園[7]を

参照する事を勧める。

E証明J[命題6J及びサヴェジ書の定理2i 

殆ど一様な分割による，定量的確率の存在に関

する命題」により ζ・に対して概一致する定量

的確率が一意的に存在し且っこの定量的確率は

定量的に精密であるが従う。この一意的に存在

する定量的確率を P と表記する。

6く.Bを満たす任意の事象 Bに対して 0く

P(B)を示す。背理法による。或事象 B が存

在してゆく.B且つ P(B)=0と仮定して矛盾

を導〈。この B を固定する。前精密の仮定よ

り S に対する或分割 fが存在して fの任
意の項は確定性において B よりも小である。

故に P(B)=0及び Pがさ二・に概一致する事

より fの各項の Pに関す忍その確率の値はO
に等しい。一方有限加法性より P(u{f(j) Ij 

Edom (f)}) = L;j'domωP(fα))。故に P(u{f

(j) IjEdom(f)}) =0が従う。 ところが u{f

ωIjEdom(f)}=S。故にP(S)=0が従う。一

方 P(S)=1。故に矛盾が生じる。

O<P(B)を満たす任意の事象Bに対してゆ

く・Bは Pの概一致性及び P(ゆ)=0 より従

う。 B及び Cを任意の事象とす00 P(B)= 

P(C) を仮定して B~・ C を導く。背理法によ

る。 Bくく・C と仮定して矛盾を導く。 Cくく.Bと

仮定する場合も同様である。 BUEく・C， Bn 
E=併， 且つ φく・E を満たす事象 Eが存在

する。この E を固定する。 Pの概一致性より

P(BUE)豆P(C) が従う。故に有限加法性よ

りP(B)+P(E}三三P(C)。ととろが既に示した

結果より 0くP(E)。故に P(B)くP(C)。が従

うc 一方 P(B)=P(C)。故に矛盾が生じるσ

逆に B~・ C を仮定して P(B) =P(C)を導

く。背理法による。 P(B)くPぐC) と仮定して
矛盾を導く。 P(C)くP(B) と仮定する場合も

同様である。 Pの定量的精密性より DCS¥B;

OくP(D)， 且つ P(D)<P(C) -P(B)を満た

す或事象 Dが存在する。この Dを固定する。

有限加法性より P(BUD)=P(B) +P(D)o P 

(D)くP(C)-P(B) より P(BUD)'くP(C)が
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従う。 Pの概一致性より BUD三二.c。 ところ
が B!nD=件且つゆく・D。故に Bくく・C。 一

方 B-・C。故に矛盾が生じる。'[証明終〕

E注意j'[命題7J より「ζ・を前精密且つ緊

密である任意の定性的確率とする。三二・に対し

て強一致する定量的確率が一意的に存在する。

しかもこの定量的確率は定量的に精密である」

と言う命題が従れこれよりサヴェジ書38頁の

系1r前精密且つ緊密な定性的確率に対して
は，それに対して強一致する定量的確率が存在

する。さらに無限に多くの長さに対して Sに

対する1同等な分割が存在するJが従う。また次

が従う。

Cサヴェジ書38頁の定理4J前精密且つ緊密

である事の必要充分条件は一方が他方よりも確

定性において小である事象から成る任意の対に

対して Sに対する或分割が存在してその分割

の任意の項と確定性が小である方のその事象と

の合併が確定性において他方の事象よりも小で

ある事である。即ち Bく・Cを満たす任意の事

象 B及び C に対して Sに対する或分割 f
が存在して jEdom(f) を満たす任意の jに

対して BUf(j)く・C と言う事がその必要充分

条件である。

C証明]必要条件である事を示す。さ二・は前精

密且つ緊密であると仮定する。 B及び CをB

く・C を満たす任意の事象であると仮定する0

4・が緊密である事より BUEく・c.BnE= 
φ，且つ φく・E を満たす事象 Eが存在する。

この E を固定する。前精密性よりその任意の

項が E よりも確定性が小である Sに対する

或分割が存在する。この分割を固定しその任意

の項を E'と表記する。 E'く・E 且つBnE=

ゅより BUE'く・BUE。故に BUE'く・Cが

従う。必要条件である事が従う。

充分条件である事を示す。前精密性を示す。

仮定により φく・E を満たす任意の E に対し

で或分割が存在してその分割の任意の項と ψと

の合併は確定性において E よりも小である。

これより前精密性が従う。次に緊密性を示す。

B及び Cを Bく・Cを満たす任意の事象とす

る。仮定により Sに対する或分割が存在して

その分割の任意の項と B との合併は C より

も確定住が小である。一方 B<.Sょワ φく.S

¥B。故にこの分割が S¥Bに対して誘導する

分割の項の内で確定性が正であるものが存在す

る。 この項を D と表記する。また D とS¥

B との共通部分を Gと表記する。 BUG=BU

D。故に BUGく・C。ところがゆ〈・G且つB

nG=φ。故に緊密性が従う。 じ証明終1

〔注意、終3

以上の考察に基づいて精密比較の公準を導入す

る。

C定義6][精密比較の公準の導入JS;;:・を任意

の定性的確率とする。 三二・が精密比較の公準を

満たすと言う事は Bく・Cを満たす任意の事象

B及び Cに対して Sに対する或分割fが存
在して fの'任意の項 Dfこ対して BUDく・C
と言う事であると定義する。

E注意1上の C注意3で示したサヴェジ書38

頁定理4より， 三二・が精密比較の公準を満たす

事とさ二・が前精密且つ緊密である事をは同値で

あるが従う。

C補遺J'[補題5.2J に対するサヴェジ氏式証

明を次の【補題可を用いて構成する。

〔補題寸三二・を任意の定性的確率とし且つ<A
(n); nEN)及び <B(n);nEN>を事象から

成る任意の列とする。在意の自然数 nに対し

て A(n+l)三A(n)且つ A(n+l)ζ・A(n)¥

A(n+l) と仮定し， さらにまた任意の自然数

m 及び nに対して B(m)く.A(n)を仮定す

る。任意の自然数 n，k豆nを満たす任意の自
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然数 k，• 及び基数が 2kー!である N の在意の

部分集合fに対して u{B(j) I j èJ}よく・ A(n~k
+1)が従う。

[補題本に対する注意][檎題*]においては

前議密性を佼定していない毒薬を注意ずる。

密性を仮定する場合にはこの補題における列β

(・)は議拐なものに限られる。即ちその場合に

は列 Bト)の各嬰は空集合 φと確定笹におい

て同等となるのである。

〔補題*の援部]nを任意の自然数とするの

hに関する数学的帰納法を用いる。 k=lの場

合は荘震の自然数 m に対して B(m)く・A(n)

より結言識が従う。

k<n主主つ会に対して結論が成立ずると

して長十1の場合を訴す。 f主f基数が 2kであ
る N の任意の部分集合とする。 N[2勺から

Jへの議全単射 α るO この αヲピ爵定

ずる。]'= a[N[2k-1JJ立つ j"日 α[N[2勺¥N

…'J]と襲く。/口J'UJ"， ]' nJ付帯仇
(f')問手(J")=2k-1が集う。帰納訟の佼定より

u{B(j) !jEJ"K.A(n-kゃ1)が従う。とこ

ろが A(n-k十1)ζ.A(n-k)¥A(n-k十位。

設に u{B(j)IjEJ"K.A(n-k)¥Aゆ…h十

日が能う。 ところが数学的帰締法の仮まさより

u{B (j) I j E]'}く.A初-k十1)。故に u{B(j)

jE]'U]'守くり生(n-k+1)U (A(η-k)¥A(n 

長+1))。故に u{B(j)ijEJ}<・A(n (ん÷

1)+1)の:従う。故に h十1の場合の結論が従

う。[藍興終3

間帯題5.2Jに対するサヴェジ書38J実上から

2番箆め段落の f註背理法による。確官

i設が正である議事象 H が存在とて在意の1自然

数 nに対Lて H壬二.A (1Z) と仮定じて

くc この H を爵定する。前精番号性より Sに

対する或分諮 fが存在して/の任意の項は確

定設においてH よりも小であるが提う。このf

し立つ fの長さを i左ずる。任意の容
態数 jに対して五iならば B(j)出 f(j)艮
つ iくjならば B(j)出 f(めによって事象から

撲る苑くB(n); nεN)ざと定義する。 m及び絡

を在窟;の自然数とする。B(m)く.Hより B(m)

<.A(坊が詑う。また会(0)=min 砕 IkEN

えっ i豆2k…1}と重量く。上で示した工矯題リよ

りk(O)三玉線香ナ満たす任意の患黙数 nに対して

u{Bくi)jjEN且つ j話2"'(司ド'}く・A(銘…会(0)
ωト1)が従う。 B の定義よりu{f(j)IjEN立

つ j話。出u{Bα)IjEN J主つ j話2k(Oトもま

た/は Sに対する分割でありよえっ iはfの
さである。故に Sく.A勿一針。)十1) が詫
う。特に n=k(O) と驚くと Sく.A(I) が従

う。ところが A(l)主主S。故に矛屠が生じる。

C証明終3

3. 精密比較の公準と定義的確率

精筏比較の公準に基づいて，殆ど一様な分議

の概;念を経由せずに， r精欝比較の公準による，
定量的確率の存者に関する命題J[命題4つな導

く事にするO

1ゴ£ーを精機比較の公準を満たす怪童

の定性的確率とする。経意の事象 A に対じて

誠事象B及びCが存在して A出 BUC，B丹C

φ， J主つ B=.C"

この命題は C命題5] [Savage， L. 

工の単純分割犠題2に対する C証明〕と向じ論

法によって従う。

〔命題2つB，C， G， 及び H

る。 Bnc=rt，GnH判。，B山 C，G=. 
H， なっ BUC=・Gし)Hと仮定する。 B=.G

が従七

〔証明〕背理法による。 βく.Gと読定して矛

く。 Gく・8 と荻定ずる場合も!湾様であ
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る。 G="Hより B<'E。一方 B=.Co 故に

Cく.H.。設に B<・G，Cく.H， 民つ GnH=
¢が従う。故に BリC<.GUHが詫う。とこ

ろが BUC=.GUHより GUH:e:こ.BUC。放

に矛惑が生じる。[議E明終〕

E命題3つ E二二瀧的分割に欝する命題J を

鰐密比較の公準~満たす筏意の定住釣確禁容とす

る。 A 在意の考察象とし立つ nをO或いは経

員然数とするoA に対する長さ 2nの或i可

等な分割が存在する。即ち Aに対する或分割

fが存在して fの長設は?であり立つ 2"話
下の缶鷺の自然数 i及び jに対して f(i)=. 
f(j)。

[~主意3 この命題は C命題 1つ及び f命題 2っ

と， [命題6Jの【証明3における論法とにより
詑う。

工命題4'J三五・を務密比較の公準舎と議たす便3ま

の2定性的確率とする。三二・に対して概一致する

或建議的確率が存在する。郎ち事象のさ主体を定

義域とする或考課加設的確率測震 P が存在し

て任意の事象 A 及び β に対して A:::;:・Bな

らば P(A)三三P(B)。またこの Pは一意的に定

i ~o しかもこの一意的にまをまる p

に繋密であり jまっさ二信に対して強一致する。部

ち佳援の事象 B及びO以上立つZ以下の任意

の実数 ρ に対して或事象Hが存在して HS二B
立つ P(H)=p.P(B)， 主主つ任意の事象 A及

び Bに対して・B とP(A)話P(B) と試

用f伎である。

• [証務J[第1段]一議設を示す。郊ちさとに

概一致する在意の定量的磯率 P及びQに対し

て P=Qな示す。[命題3つ E二識的分割に関

する命題〕により斐意の非負験数匁に対して S

に対ずる長~ 2"の誠陪等な分譲Ufが脊在ずる。

この/を固定する。 iたA

る。

u{f(丹波EN[2勺且つ i話汗三二.A

マピ満たす 2n以下の非負整数の内で最大のもの

を j(めと蜜く。、 j=Oの場合</1:::;:・Aよりこの

三えは満たされるので j(吟は確控する。

)イfCi)liEN[2勺且つ A 

が従う。

P及び Q を 4・に対して概一致する在意の

とする O

式10j付/2"話P(A)

が従う。 j(*)=アの場合には S:::;:・A。故に P

及び Q の機一致性より P(A)=1 1まつ Q(A)

=1が従うo

j(のぐ?の場合を考える。 j(のの最大佐よ

り

A<. u{f(i) liEN[2"J且つやか

が従う。放に議一致性より

2 0 P(A)三三(j約十1)/2"

が被う。式1及び式2における PをQによっ

て置ぎ換える事によって得られる式も亦従う。

故に j(の/2"-S;Q(A)立つQ(A)豆(j(吟+1)
/2n。放に

式30 (-1)/2n:S:P(A) -Q(A)三三1/γ

が詫う。式3は在意の非負整数nに対して成立

する。一方 lim(1/2n;nE的〉二=00 故にP(A)

=Q(A)が能う。[第l段終]

2段]:::;:. fこ機一致する

は定接的に務密である事を示す。 Pをさ之需に概
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一致する任意の定量的確率とし且つ B を任意

の事象とする。また ρを0以上1以下の任意の

実数とする。

T={くC，G， D， n)I<C，G， D)は Bに対す
る事象から成る分割的三重対であり P(C)豆P'

P(B) ， P(G)亘1/2n，P(D)孟(1ーρ)・P(B)， 

且つ nεω〉

と置く。また rc三C'，Dr::::;.D'，且つ m=n-ト1
の場合且つその場合に限って RC<C，G， D， n>. 
<C'， G'， D'， m))Jによって T上の二項関係

R を定義する。

式(ネ <φ，B，ム 0)εT

を示す。 ρ及び P(B)ば共に非負である。とこ

ろが P(前=0。故に P(ゆ)亘ρ・P(B)。一方 9

三五1より O豆1一ρ。故に O豆u'ーρ)・P(B)。故

に P(ゆ)豆(l-p)・P(B)。また P(B)豆1且つ

20=1。故に式(めが従う。

陳述(*) Tの任意の元 <C，G， D， n)に対

して Tの或元くC'， G'， D'， ni)が存在じて

R(くC，G， D， n)， <C'， G'， D'， m)) 

を示す。くC，G， D， n)を Tの任意の元とす

る。〔命題3つC二進的分割に関する命題]より
Sに対する長さ 2n+1の或同等な分割 fが存在
する。このfを固定する。 fによって誘導され
る G に対する分割を gと表記する。 Pの概一

致性より gの任意の項に対する Pの値は 1/
2n以下である。

P(CU u{g(j) IjEN [2n+1J 且つ j~亘k}) 三五P.

P(B) 

且つ k=O或いは kEN[2n+1Jを満たす最大の

hを k(*)と表記する。 P(C)三五ρ・P(B)より h

=0の場合にはこの不等式は満たされるので h

(*)は確定する。

C' = C U u{g(j)lj E三N[2nキ1J且つ j亘k(め}，

k(*) ==2n+1ならば G'=仇

k(のく2"+1ならば G'=g(k(水)+1)， 

且つ

D'=DU u{g(j) IjEN [2叫 'IJ 且つ k(*)+1く

i} 

と置く。 P(C')亘ρ・P(B)且つ P(G')豆1/2叫

が従う。また <C'，G'， D')は事象から成る B

に対する分割的三重対である。

k(*) =2n+1の場合を考える。 C'=CUG，G' 

=φ， D'=Dが従う。

故にくC'，G'， D'， n+I)ETが従う。

k(吟く2n+1の場合を考える。C'UG'士 CUu

{g(j) IjεN [2"+IJ且つ j三五k(*)+l}。ところ

が k(*)の最大性より ρ・P(B)くP(CUu{g(j)

IjεN[2"十1J 且つ j豆町*)十I})。故に P(B)

-P(CU u{g(j) I jE三N[2n+1J且つ j;豆k(中)+ 

l})く(1一ρ)・P(B)。 ところが P(B)=P(C'U 

G') +P(D')。故に P(D')く(l-p)・P(B)。故

に<C'， G'， D'， n+I)ETが従う。またC亘C'
且つ D亘D'。故に m=n+1 と置くと R(ぐC，
G， D， n)， (C'， G'， D'， m))が従う。故に
陳述(*)が従う。

式(*)，陳述(*)，及び初期条件付き従属選択

の原理より「ωから Tへの或写像Fが存在し

て F(O)=く仇 B，ム0>且つ ωの任意の元 n
に対してR(F(n) ， F(n+I))Jが従う。この F

を固定する。任意の非負整数 nに対してぐC

(η)， G(n) ， D(n)， M(n))=F(n)と置く。数

学的帰納法により任意の非負整数 m 及びnに

対して m三五nならば C(m)CC(n)且つ D(m)

亘D(n)が従う。即ち列 C(・)及び D(・)は集
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合の列として非減少列である。またこれも数学

的帰納法により任意の非負整数 nに対してM

(n) =nが従う。

C(*) =u{C(n)[nEω〉且つ D(*)=u{D(n) I 

nεω〉

と置く。事象の全体は完全加法族であるので C

(*)及び D(*)は共に事象である。

nを任意の非負整数とする。 C(n)CC(*)よ

りP(C(n))豆P(C(ネ))が従う。一方P(C(n))

豆P(B)一(P(G(n))+P(D(n)))， P(G(n))孟

1/2n，且つ P(D(n))三五(1一ρ)・P(B) より ρ-
P(B)一C1/2n)豆P(C(n))が従う己故に ρ・P

(B)一(1/2n)三三P(C(ネ))が従う。ここに nは

任意の非負整数であり且つ lim<1/2n; n Eω〉

=0。放に

式4. ρ・P(B)豆P(C(*))

が従う。同様にして

式5。 (1一ρ)・P(B)豆P(D(*))

が従う。一方

式60 C(*) nD(*) =ct 

が従う。これを示す。背理法による。或xが存

在してXEC(水)什D(*)と仮定して矛盾を導く。

このxを固定する。 xεC(*)且つXED(ゆが

従う。故に或非負整数 t及び jが存在して Z
EC(i)且つ XED(j)が従う。この i及び j

を固定する。 k=max{i，j}と置く。列 C(・)

及び D(・)の非減少性より XEC(k)且つ XE

D(k)が従う。故に XEC(k)nD(k)。故に C

(k) nD(k)チゆ。 ところが <C(k)， G(k)， D 

(k)>はBに対する分割的三重対である。故に

C(k) nD(k) =φ。故に矛盾が生じる。

一方式5及び D(*)CBより

P(B¥P(*))二五ρ・P(B)

が従う。ところが式6及び C(*)亘Bより C(*)

sB¥D(*)。故に P(C(*))豆P(B¥P(*))。

故に

P(C(ネ))豆p.P(B)。

故に式4より P(C(*))=ρ・P(B)が従う。故に

H=C(*)と置くと HEA，H三B，且つ P(H)

=ρ・P(B)が従う。[第2段終1

C第3段]三二・に対して概一致する任意の定量

的確率はさ二・に対して強一致する事を示す。 P

を£・に対して概一致する任意の定量的確率と

し且つ B及び Cを Bく.Cを満たす任意の事

象とする。この場合 P(B)くP(C)を示す。

精密比較の公準より Sに対する或分割 fが
存在してfの任意の項と B との合併は確定性
において Cよりも小であるが従う。この fを

固定する。 Bく・Cより Bく.S。故に φ<.S¥

Bo fは Sに対する分割であるので fの或
項 D が存在して D と S¥Bとの共通部分は

確定性において正であるが従う。 この D を固

定する。 E=(S¥B)nDと置く。 BUEく・C

且つ B円E=CTが従う。 P の概一致性より P

(BUE)豆P(C)。故に有限加法性より P(B)十

P(E)正p(C)。

0ぐP(E)を示す。 0孟P(E) より P(E)デO

を示せば従う。これを示す。背理法による。 P

(E) =0と仮定して矛盾を導く。ゆく.E及び精
密比較の公準より Sに対する或分割 gが存在

して gの任意の項は確定性において E よりも

小であるが従う。この gを固定する。 gの長

さを m とする。 jを m 以下の任意の自然数

とする o g(j)く・E が従う。故に P の概一致

性により P(g(j))豆P(E)。ところが P(E)=
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0。放に P(gな))=0。放にさ:;とIP(g{jY)= 00 
ところが有限加法性と数学的帰納法とにより

P(u{g(j) IjEN[m]日間三?とIP(g(j))。故~こ

P(u{g(j) IjEN[m]}) =0。 ところが gは S

に対する分裂であるので. U{g(j) ijEN[m]} 

日 S。故に P(S)ニ足。む ところが P(S)=1。放

に矛盾が生じる。

故に P(B)<P(B)十P(E)。放に P(B)くP

(C)が従う o L第3段終ユ

4設J::;::.に対して横一致する或定量的縫
率が存在する

精密比較の公準及び 3'J 的分割に

る命議〕より征意の非負整数 nに対して S

に対する長さ 2nの或i弓等な分割が存在す{so

また数学的燦紡法により rsに対ずる長さの
しい経意の問等な分割f及び gに対してその
各分割の項から成る任意の合餅の確定誌におけ

る煩序はそれらの合併を構成するさ関の偲数の願

と一致するj 部ち「缶3誌の自然数 m，Sに

対する長さ m の任意の同等な分割/及び g，

及び N[mJの在意の部分集合 I及びJr:こ対
して， 葬(1)ご議(Jj の場合旦っその場合に限っ

て u{f(i)I i ・u{g(j)IjEJ} Jが銭う。

き

A及び任意の非負整数量Zに対し

て.Sに対ずる長さ 2"の或i湾等な分割 fが

存在して u{f(i)I iE壬N[2勺民つ i~玉・A

合f満たすO或いは F 以下の自然数である jの

内で最大のものを T(A.n)と表記するj

によって Ax耐を定義域とする非負整数値を取

る写像 J(A，n)を定義する。立た後者より

A，径;窒の非負整数伐及び S

さT のff意の問等な分割/に対し

て U{f(のliEN[2勺且つ i話j}::;::・A を満た

すO或いは 2'る以下の際然数である jの内で最

大のものは J(A.n)に等しいj

が従う。

A及び任意の非負整数殺に対して

K(A， n)口 J(A.同/2η と援く。 0出J(A.匁〉

三五T より O話K(A，約三立が従う。放に

理数から成る集合 {K(A，n) I移を壬剖〉は上に有
界であるので， この集合は実数体において上擦

をもっ。 この事に慕づき怯意の事象 A に対し
ゅと

P(A)口 sup{K(A. tのi匁E主的〉

と置く事により事象の全体 A 安定義域とする

実数鐘宏敦る写像 Pを定義する。

陳述10 A に対して 0;;五P(A)0 

これな示す。 Aきど缶意の事象とする G住意の非

負整数nf:こ対して O二五K(A，鈴)0 故に O三五sup

{K(A， n)lnEw}が従う。故に O<P(A)が

従う。

諌述20P(S)日 1。

これを示す。匁安在意の非負整数とする。 J(S，

n) =2n より K(S，n)出 1が能う。故に sup

{K(S， n)!匁壬三曲故に P(S) 1が詫う O

猿述30 任意の事象 Atこ対して有理数から成

る列くK(A，n); nEω〉は上に宥界な非醗少

列!である。従って実数体において lim<K(A， 

n); nEω〉が一意的に存在して立つ P(A)

lim<K(A， n); nE耐〉が告をう。

これを完売す。 A~在意の事象とする。ヰ早νであ

る事は P(A)宅ピ定義する際に既に示してある。

非減少性のみを示す。 Sに対する長さ 2九の或

i可等な分説/が存在して
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u{f(i) I iEN[2勺且つ i豆](A，n)} 

壬二.A

が従う。この fを固定する。 2n以下の任意の

自然数 iに対して

』ダ(i)={くB，C>I<B， C>は事象から成
る !(i)に対する分割的二重対であり且

つ B=・C}

と置く。 C命題1つにより T 以下の任意の自

然数tに対して M(i)チ併が従う。故に「有限

選択の原理」或いは数学的帰納法により

日{M(i)I i EN[2つ〉チゆ

が従う。故に FED{M(i)liEN[2勺〉を満た

す或写像 Fが存在する。この Fを固定する。

2"以下の任意の自然数 tに対して

<A(i， 1)， A(i， 2)>=F(i) 

と置く。 2叫 1以下の任意の自然数 jに対して

jが奇数ならば g(j)=A(げ+1)〆2，1) 

且つ jが偶数ならば g(j)==A(j/2， 2) 

と置く事により N[2n+1J を定義域とする写像

gを定義する。じ命題2'Jにより gは Sに対

する長さ 2叫 1の同等な分割である事が従う。

一方数学的帰納法により

u{f(i) 1 iεN[2勺且つ i豆](A，n)} 

=し){g(i)1 iεN[2n+1J 且つ i三五2・](A，

n)} 

が従う。故に

u{g(i) 1 iEN[2n+1J 且つ i<20](A，

n)}~・A

が従う。ところが 20](A，n)ε{O}UN[2九十1J0 

故に

20](A， n)二五](A，n+1) 

が従う。故に

K(A， n)三三K(A，n+1) 

が従う。放に数学的帰納法より任意の非負整数

m 及び nに対して m<nならば

K(A， m)三玉K(A，n) 

が従う。故に陳述3が述う。

陳述4。任意の事象B及び Cvこ対して，B と

C とが互いに排反ならば P(BUC)=P(B) + 
P(C)。

これを示す。 B及び Cを任意の事象とし且つ

B円C=併とする。また nを任意の非負整数と
する。

式70](BUC， n)豆TCB，n) + ](C， n) + 1 

を示す。 Sに対する長さ 2"の同等な分割を固

定してこれを fと表記する。

u{f(i) liEN[2勺且つ i三三j}~.B

を満たすO或いは 2n以下の自然数である jの

内で最大のものを j(のと置く。 j(ネ)=](B， 

n)且つ j(ネ)二五!CBUC，n)が従う。 j(*)=J 
(BUC， n)の場合には O三三](C，n) より式7

が従う。

j(*)くJ(BUC，n)の場合を考えるoj(*) + 

1~三T(BUC， n)が従う。 j(*)く2πであるので，
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j(のの最大性より

Bく.u{f(i) !iEN[2勺且つ i三五j(*)+ 

I} 

が従う。ところが

故に

u{f(i) jiEN[2つ且つi豆J(BUC，n)} 

三二.BUC。

u{f(i) ji EN[2つ且つ j(*)+1くt亘J
(BUC， n)}く・C

が従う。故に

I(BUC， n)一(j(*)+1)豆](C.n)。

故に

](BUC， n)豆j(;，・) +](C， n) +1 

が従う。これより式7が従う。

式80](B， n) + ](C， n)豆](BUC，n) 

を示す。式nこ対する証明における f及び
j(のを用いる。

C三二.u{f(i) jiEN[2nJ 且つ j(ネ)くi三三](B

UC， n)}の場合を考える。 ](C，n)豆J(BU

C， n) -j(ゆが従う。これより式8が従う。

u{f(i) jiEN[2勺且つれゆくi豆T(BUC，

n)}く・Cの場合を考える。 u{f(i)jiEN[2勺

且つ t亘i(キ)}:;::・B より u{f(i)jiEN[2勺且

つ t三三T(BUC，n)}く・BUCofは Sに対す

る分割であるので ](BUC，n)く2nが従う。J
(BUC， n) +1は 2旬以下の自然数であるので，

](BU C， n)の最大性より

BUCく.u{f(i) jiεN白勺且つt三三J(B

UC， n) +1} 

が従う。ところが

故に

u{f(i) jiEN[2勺且つi豆j(*)}三五.B且

つBnc=φ。

Cく.u{f(i) jiEN[2勺且つ}(*)くi豆f

(BUC， n)+I} 

が従う。故に

](ι n)く(](BUC，n) +1) -j(*) 

が従う。これより j(*)+](C， n)豆T(BUC，

n)が従う。故に式8が従う。

式7及び式8より

式90K(B， n) +K(C， n)豆K(BUC，n) 

三三K(B，n) +K(C， n) + (1/2n) 

が従う。ここにnは任意の非負整数である。ま

た陳述3より任意の事象 A に対して有理数か

ら成る列くK(A，n); nEω〉は実数体において

極限をもっ。故に有理数から成る列くK(B，n) 

+K(C， n); nεω〉は実数体において極限を持

ち且つそれはくK(B，n) ;nEω〉及びくK(C，

n);nEω〉の極限の和に等しい。故に

lim<K(B， n) +K(C， n); nEω)=P(B) 

+P(C) 

が従う。また lim<I/2n; nEω)=0。故に式
9より

limくK(BUC);nεω)=P(B) +P(C) 

が従う。故に P(BUC)=P(B) +P(C) が従



1989. 6 サヴェジ書における殆ど一様な分割 (3)精密比較の公準 園 137 (137) 

う。故に陳述4が従う。

陳述1， 陳述2，及び陳述4より Pは事象の

全体である完全加法族 A を定義域とする定量

的確率となる。

この Pが豆・に対して概一致する事を示す。

B 及び C を B~・ C を満たす任意の事象とし

且つ nを任意の非負整数とする。 J(B，n)豆I
(C， n)が従う。故に K(B，n)三五K(C，n)が

従う。ここに n は任意の非負整数であるので

陳述3より P(B)孟P(C)が従う。 C第4段終]

以上により結論が従う。 〔証明終〕

4. 強い確定性，弱い確定性，及び定量的確率

「定性的確率から誘導される強い確定性関係」

に基づいて C命題7J 【サヴェジ書37頁定理3

結論7Jを導く。

C定義 A1J 【強い確定性関係[定義3J の

再掲〕 ζ・を任意の定性的確率とする。任意の

事象B及び Cに対して

或事象 Eが存在して φ〈・E，BnE=φ， 

且つ BUEく・C

と言う場合且つその場合に限って

Bくく・C

によって事象聞の二項関係くく・を定義する。こ

の二項関係を定性的確率 ζ・から誘導される強

い確定性関係と呼ぶ。 また Aくく・B をAは強

い確定性関係において B よりも小である， 或

いは B は強い確定性関係において A よりも

大であると訓む事にする。

既に示したじ命題1] [サヴzジ書37頁定理3

結論1]を以下で用いるのでじ命題 Al]とL

で再掲す~o

C命題 Al]'s二・を前精密な任意の定性的確率
とする。 φく.B且つ φく・C を満たす任意の

事象 B 及び C に対して或事象 D が存在し

て，DC;C，φく・D，且つ Dく.B。

C命題 A2J三二・を前精密な任意の定性的確率

とし且つくく・を三三より誘導される強い確定性

関係とする。任意の事象 A 及び B に対して

次の性質1，性質2，及び性質3が従う。

性質l.Aくく・B ならばA く.B。

性質2.o<く.Aの必要充分条件は 6く.A。
性質3.Aくく・Sの必要充分条件は Aく.5。

C証明〕性質1を示す。 Aくく.Bと仮定する。

確定性が正である或事象 E が存在して，Aと

E とは互いに排反であり且つ A とE との合

併は確定性において B よりも小である。この

E を固定する。 AUEく.Bが従う。ところが

A~.AUE。故に Aく。 B が従う。

性質2を示す。必要性は性質1より従う。充

分性を示す。 φく・A と仮定する。 C命題 Al]

より確定性が正である或事象 E が存在して E

く・A。ところが 6く・E，onE=仇且つがU

E=E。故に Eくく・Aが従う。

性質3を示す。必要性は性質1より従う。充

分性を示す。 Aく.5と仮定する。 φく・S¥A

が従う。故に〔命題 AlJより S¥Aの部分集

合であり且つ確定性が正である或事象 E が存

在して E の確定性は S¥Aよりも小であるが

従う。この E を固定する。 A~・ A， E<・S¥

A， 且つ A日(5¥A)=件より AUEく.AU

(5¥A)が従う。 ところが AU(5¥A)=5。

故に AUEく・Sが従う。 ところが φく.E且戸

つ AnE=φ。故に Aくく・ Sが従う。 C証明終〕

C命題 A3J:s二・を前精密な任意の定性的確率
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とし立つ〈く@をさ二・より誘導される強い確定住

関係とする。住意の毒事象 A，B，及びむに対

して以下の建資1から性質5までが従う。

性質1. Aくく.Bならば fBくく.Aには非ずJo

2. Aくく.BJiつ fAくく-cには非ずjなら
ば， cくく-B。

性賀3.AくくゆB且つ rcくく-Bには非ずJなら
ば，AくくーCo

性質4.AnC=ゆ且つ Bnc=rpならば，A
くく.BとAUCくく.BUCとは露盤勺あ
る。

性資5.fAくく・φには非ずJJiっ φくく・So

C証拐3佐賀1を示す。 Aくく.Bと仮想する。

〔命題 A2]の性紫1より Aく.Bが詫う。 故

に fBく.Aには非ず」。 故に再び C命題 A2]

より fBくく.Aには非ずjが従う。

性質 2~示す。 Aくく.B 立つ fAくく・Cには非

と仮ま長ずる。 Aくく.Bより確定性が正マあ

る成事象 Rが存夜して，A とEとは互いに

設皮で、あり主主つ A とE との合併は縫定住に

おいて B よりも小である O この E 合閥定ず

る。 工命題 Al] より磁定性がlEである議事象

E'及び E"が存在して，E'とE"とは瓦い
に排反であり且つ E'とE"との合併は Eに

しいが従う G この E'及び E"を路定する。

fAくく.Cには非ずJ より Cぶ.AUE'が詫
う。 AUE'く.B艮つ B::;:'-Sより Cく-Sが
詑ラ。放に φく-S¥C。放に工命題 Al]より

S¥Cの部分集合であり立つ確定性が正である

E'"が害在して E川の確建設はE"よ

りも小であるが従う。 この E'"を間定する。

C::;:，・AUE'，E'"く-E"，旦つ (AUE')丹E"日
ゅより CUE'"く.AUE'UE"が詫う。 とこ
ろが E'UE"出Eo放にCUEIII<.AUEが毅
うO ところが AUEく.B。放に CUE'"く-B。
ここに。く.'E'If 且ゥ cnE"'=φ。放に Cくくe

Bが従う。

3を示す。 Aくく.B且つ fCくく.Bには非

ずー!と仮定する。 Aくく.Bより確定性がlEであ

る或毒事象 Eが存在し:-C， A とE とは互いに

排反であり立つ A とE との合併は確定性に

おいて B よりも小である O この xを関窓ず
る。

Bく.C rJ)場合を考える。 AUEく-C が載
う。 ととこに ゆく.E主主つ A

くく・Co

供。 A 

C<・Bの場合を考える。〔命題 Al]より確
定性がlEである或事象 E'及び E"が存在し

て E'とE"とは互いに排茨であり及つE'と
E" tの合併は E に等しいが能う。 この E'

及び E"を顕定する。一方 C<.BJiつ B三三
Sよりがく，S¥C。故に C命題 Al]より S¥

C の部分集会であり且つ縫主主性が廷で、ある或

E'"が存在して EIIIは確定性において
E" よりも小で‘ある。 この E"'をE認定する O

Cくく.Bfこは非ず，ゆく.Eぺ立つ cnE"'=rp
より二ーCリE'"が詫う。 ところがAUE<・
Bo故に AUEく-CUE川。設に AりE'しJEII

CUEぺE'Ifく・E"，亙つ (AUE') nE" = 
φ。放にAしJ1ごく'Co ここに φく.E'J主つAn
E'出私設に Aくく・Cが従う。

C注意。 詮賞2な用いて投棄 3を導くと次の

様になる。 Aくく.B立つ rcくく.Bには非ずj と
る。背理詮による。 fAくく。Cには非ずJ

して矛請を導く。 Aく<-B及び性質2よ

りCくく・β が従う。ところが fCくく-Bには非

ず」。放に矛濯が生じる。

玄た投資3を照いて設紫2を導くと次の諜に

なる。 Aくく.B立つ fAくく。Cには雰ずJと

する。背理法による。 fCくく.1まには非ずj と仮

定して矛盾を導く。ところが Aくく-Bo 故に性

質3より Aくく.C。 ところが fAくく.C には非

故に矛居が生じるの3

4を示す。 Anc需 φ立つ Bnc=rpと夜
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定する。

Aく〈・B と仮定する。 確定性が正で、ある或事

象 E が存在しで，AとE とは互いに排反で、
あり且つ A と E との合併は確定性において

B よりも小である。 この E を固定する。〔命

題 A2] の性質1より Aく.B。故に AUCく-
BUC。故に 6く・S¥(AUC)。じ命題 Al]よ

り S¥(AUC) の部分集合であり且つ確定性
が正である或事象 E'が存在して E'く・Eが従

う。この E'を固定する。 AUE'く.AUEが

従う。故に AUE'く.Bが従う。故に (AUC)

UE'く.BUC。 ここに 6く・E'且つ (AUC)

nE'=φ。故に AUCくく.BUCが従う。

AUCくく.BUCと仮定する。確定性が正であ

る或事象 Eが存在して，AUCとE とは互

いに排反であり且つ AUC とE との合併は

確定性において BUCよりも小である。 この

Eを固定する。故に (AUE)UCく・BUC。と

ころが (AUE)nC=q:I且つ B日C=q:I。故に
AUEく・B。 ここに 6く・E 且つAnE=φ。

故に Aくく.Bが従う。

性質5を示す。 定性的確率の定義により φ三二-

A。故に iAく・φには非ず」。故に C命題A2]
の性質1より iAくく・φには非ず」。一方定性的

確率の定義によりゆく・S。故に〔命題 A2]の
性質2よりゆくく.sが従う。[証明終〕

【定義A2]:;:・を任意の定性的確率とし且つ
くくaを三二・より誘導される強い確定性関係とす

る。「任意の事象 A 及び B に対して，iBくく-

A には非ず」の場合且っその場合に限って A

主主Bjによって事象聞の二項関係 5廷を定義す

る。 ここに A~B を A は強い確定性におい

て B よりも大には非ず， 或いは B は強い確

定性において A よりも小には非ず， と訓む事

にする。 また「任意の事象 A 及び Bに対し

て，A:::豆B且つ B盃A の場合且つその場合に

限って A~・ Bj によって事象聞の二項関係~・

を定義する。 ここに A~・ B を A と B とは

殆ぎ同等で、あると訓む事にする。さらにまた二

項関係三塁及び~・の各各を r~・より、誘導され

る弱L、確定性関係」及び「ζ・より誘導される

弱い同等関係」と呼ぶ事にする。

C命題A4J臼奇い確定性に関する補題J:s:二・を
前精密な任意の定性的確率とする。くく・を三二・よ

り誘導される強い確定性関係とし且つ去を4・

より誘導される弱い確定性関係とする。この場

合事象聞の二項関係盃は定性的確率である。従

って二項関係~ーは事象聞の同値関係となる。

さらにまたこの定性的確率三塁は精密比較の公

準を満たす。

C証明J[第一段JA及び B を任意の事象と

する。 rA:::豆B或は B:::豆Ajを示す。 rA<豆Bに
は非ず」と仮定する。 故に rrBくく.Aには非

ず」には非ず」が!従う。故に Bくく.Aが従う。

故に〔命題 A3Jの性質1より rAくく.Bvこは
非ず」が従う。故に B盃A が従う。

【第1段終1

〔第2段JA， B，及び Cを任意の事象とす

る。 rA盃B且つ B:::豆Cならば，A:::豆Cjを示

す。 A<<--B且つ B<<--Cと仮定する。背理法によ

る。 rA盃Cには非ずJと仮定して矛盾を導く，

故に Cくく・A。ところが B<<--Cより rcくく・Bに
は非ず」。故に〔命題 A3Jの性質2より Bくく-
A が従う。 ところが A<<--Bより rBくく・A に

は非ず」。故に矛盾が生じる。C注意。 Cくく.Aと

C命題 A3Jの性質3とを用いて矛盾を導く事
も出来る。J [第2段終〕

じ第3段JA， B， 及び Cを任意の事象とす

る。 Anc=砂且つ Bnc=ゆと仮定する。 rA

<<--BとAUC<<--BUCとは同値である」を示す。

A<<--Bと仮定する。 rBくく.Aには非ず」が従

う。故に C命題 A3Jの性質4より rBUCくく-

AUC vこは非ずJ。故に AUC<<--BU.cが従う。
AUC<<--BUCと仮定する。 rBUCくく・AUC
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には非すごjが詫う。放に E命題 A3]の建費4

より rBく<.Aには非ずJが従う。故に A歪B
が従う。[第3段終3

C第4段]I在意の事象Aに対して o::.豆AjJl 
つはさ邸?とは非ずjを示す。 A

とする。〔命題 A3Jの性質Sの前半より rA 

くく・6には非ずJ。故に ，p<<iAが従う。また E命

題 A3Jの性質Sの護学より。φくく.$設に rrゆ

くく・Sには非ずjには非ずJ。 故にほ三塁併には

が従う。[第4段終3

5段J::.乏が精密比較の公準を満たす事を

示す。 A 及び B を住意の事象とし立つ Aくく-

B と笹定ずる。事君事象sが存夜してゆく.E，
AnE出札且つ AUEく・8。この E

。」μl'組 Al]より或毒事象 E'及び E"が
して o<・EF，後く.E"，E'nE"口ふ立つ

E=E'UE九 この E'及び E"を留ま送ずる。

前糧密性より Sに対する或分割 fが存在して

fの任意の項は確定性において E'よりも小で
あるが従うG この fを臨恕する。また G右cf
の殻窓の項とする。 AUG<・AUE'が詫う。

とれより φ<.S¥(AUG)。放に E命題 Al]
より譲事象 H が存在して HC，S¥(AUG)，o 

<.H， Jlつ H<.E"O この H 会開定するoA 

UGし!Hく.AUE'UE"が従う。ととろがE'U

E"ごたE 主主つ AUEく'Bo故に AUGUH<引

が従う。ことに o<.H且つ (AUG)nH=φ。

故に AU'Gくやβ。 とこに G は Sに対する分

fの任意の饗である。放に Sに対する成分
制が存在してその分割の在意の賓と A との合

静は強い確定性において B よりも小であるが

従う o 工務5段終3

以上により結論が従う。 C証明終3

C命題 A5J[詑鱗密性と概一致投とに関ずる
三三・を諦精密な住意の定性的確率としJl

つPきどさ去に対して桜一致する低意の

率とする。確定性が正である任意の事象 A及

び径慈の正の実霊堂 sに対して或事象 Bが存在

して，BC，A， o<・B，且つ P(B)<在。

次の謹明においては謎嬢選択の原理

を用いか必要はなし、。

A a"確定住が買である在意の事象と

するQ 在意の自然数 η に対して

M(匁)={FIFは N[1:むから Aへの写像

であり且つ F(I)立つ妙く-
F(n)且つ絡を満たナ任意の

自然数 jに対して F(j+I)長F
0)立つ F(j十1)三;・F(j)¥F(j

-トI)}

と関く。

1段JI記意の段然数 nlと対して M(n)

チ似た示す。自然数 n~こ認する数学的帰税法

tこよる O

n=1の場合を示す。 F(l)ぉ=AによってNC1J
から A への写像 F 安定義する。Jlつ

併<.Aより M(I)チゆが従う。

hを住意の自然数とし且つ n=kの場合の結論

含薮定してn=ふト1の場合ヲヒ示す。数学的繍締

法の板定により M(k)守brt。故に或事像F
在して FEM(k)。このFを濁交差する。 φく.F

〈紛が誕弘前韓密性より Sに対する議分割Jf
が存在して fの在意の犠は確定性において F

(的 よりも小であるが提う。この f
る。 fによって誘導される F告〉に対する分鰐
を gとする。 φ<.F(k)より gの或項Eが

存在して φ Eoこの Eをぬ]定するc どころ

が Eく・F(紛。故にゆく・F(お¥Eo ・F

(的¥Eならば E'=Ej主主つ rF(k)¥ ・E

ならば E'=宗F(.前¥Ej と援く。 E'三F(k)， 

O<.E'， 1立つ E三二.F(会〉¥rが従う。
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rk+l以下の任意の自然数j+こ対じて， fjくh

+1ならば G(j)=F(ρ」立つ rj=k十1なら
ば G(ρ =E'jj

によって N[k+IJから Aへの写像 G を定義

する。 GεM(k+1)を示す。

G(1)CAを示す。 1くk+1より ，G(1)=F(1)。

故に F(1)三A より G(I)S;:Aが従う。

ゆく.G(k+1)を示す。 G(k+1)=E'。ところが

ゆく・E'。故に φく.G(k+1)が従う。

jをk+1よりも小である任意の自然数とする。

jくhの場合を考える。 j+1くk+1が従う。故

に G(j+1)=FCi十1)且つ Gα)=F(j)。とこ
ろが F(j+1)三F(j) 且つ F(j+1)~.F(j) \ 

F(j+1)。故に G(j + 1) C，G(j) 且つ G(j+1)
豆・G(j)¥G(j+1)が従う。
j=kの場合を考える。 i+1=k+1が従う。

故にG(j)=F(k)且つG(j+l)=E'。ところが

E'CF(k) 且つ E'~. F(k)¥E'。故に G(j十

1)三G(j)且つ Gα+1)豆・G(j)¥G(j+1)が従

う。

故に GEM(k+l)が従う。故に M(k+1)チゆ

が従う。[第1段終1

【第2段Jr任意の自然数 n及び M(n)の任意
の元 Fに対して P(F(n))孟1/2ト ljを示す。

自然数 nに関する数学的帰納法による。

n=l の場合を示す。任意の事象 A に対しで

P(A)豆1より従う。 hを任意の自然数とし且

つ n=k の場合の結論を仮定して n=k+1の

場合を示す。 G を M(k十1) の任意の元とす

る。 F=GIN[k]と置く。 FEM(k)が従う。

数学的帰納法の為の仮定より P(F(k))三五1/
2k-1が従う。故に P(G(k))豆1/2¥;-1。ところ

が G(k+1)三G(k) より G(k)=G.(k+1) U (G 

(k)¥G(k牛1))。故に Pの有限加法性より

P(G(k+l)) +P(G(k)¥GCk+I))孟1/

2kー1

が従う。一方G(k+I)ζ・G(k)¥，G(k+I)0 故に

Pの概一致性より

P(G.(k+I))孟P(G(k)¥G(k+1))、

が従う。故に 2・P(G(k+I))三立/2k-1。故に

P(G(k+I))亘1/2k

が従う。 C第2段終〕

E第3段〕結論を示す。 εを任意の正の実数と

する。

limく1/2n;nEω>=0 

より 1/2mー1くEを満たす最小の自然数 m が

確定する。この mを用いる。じ第1段〕の結論

より M(m)チゆが従う。故に或写像 Fが存在

して FEM(m)。 この Fを固定する己 C第2

段1の結論より P(F(m))亘1/2mー1。故に

P(F(m))くz

が従う。 ところが M(m)の定義及び数学的帰

納法により F(m)CA。また M(m) の定義よ

り6く・F(m)。故に B=F(m) と置〈事によ

り B三A， oく・B，且つ P(B)くE が従う。
〔第3段終] [証明終3

次に 【命題 A4] n~\'、確定性に関する補題1

及び仁命題 A5] [前精密性と概一致性とに関

する補題1 を用いて〔命題7][前精密性によ

る，定量的確率の存在に関する命題]を， [命題

4つC精密比較の公準による， 定量的確率の存
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在?と嬰ずる命題3 議く事にする。

A6J [前精密憶による，定量的確率の

る命題[命題7Jの蒋議]三二・合前

繍密な住濃の定性的確率とし立つ~・を:詰よ

り誘導される~~い開警察欝係とする。s;;;:. q;こ対し

て概〕致する定量的確率が一意的?こ存在する。

しかもこの一意的に定安る定量的確率は娃量的

に籍密である。 この定f量的確率な P と

る。 またさらに「任意の事象 A に対して， φ

<.AとO<P(A)とは開催であるj及び f住
慈の事象 B及び Cに対して，B~.C と P(B)

=P(C)とは問植であるjが従う。

C証明]<<iをぶ・より誘導される弱い磯定性

とするo [命題 Aおよりさ豆は務密比較の

公準を満たす定性的確率である。 E命題 4つ
密詑較の公継による，定量的確率の

よりさ去に対して概一致する

る

る事，及びこの

乏に対して強一致する事が従う。

この一意的に定まる定量的確率を Pと表記す。

〔第l段JPは三三に対して概一致する事を

示す。 B及び Cを在意の事象とし立つ P(B)
<P(C)と夜定する。 Pが長?こ対して概一致す
る挙事より Bくく・Cが詫う。放に

佐賀1より Bく・Cが従う。

A2Jの

1段終3

E第2段JA合在意の事象とする。印く・A
とO<P(A) とは悶笹であるj を示す。 pは
に対して強一致ずる。故にゆくく.AとOく
P(A)とは関龍である。 ところが E命題 A2]
2より ψ<.Aと φくく.Aとは締結であ

る。放に φく.AとO<P(A) とは悶俄であ

る 。[第2段終3

3段JB及び C を任意の事象とするo

rB~・ C と P(B)=P(C) とは問{査である j を

訴す。 B~・ C と fB:，乏Cl立つ C三塁βJ とはi湾

鎮である。…方Pが盛に対して強一致する

より rB~C 主主つ C長BJ と fP(B) <P(C) 
且つ P(C)三三P(B)Jとは持{直である。!ところ
が fP(B)孟P(C)且つ P(C)豆P(B)J とP
(B) =P(C)とは阿{底で、ある。故に β~・Cと
P(B) =P(C)とは部穫である。[第3段終〕

E第4設]Q ~ヒ 4・ して概一致する在意

の定量的穣率とする。 Qはさ豆に対じて誠一致

する定議的確率である事合示す。 B及び Cを

とし主主つ Q(B)くQ(C) と叡駕ず
る。 d=QCC)-Q(B) と霊堂く。 O<dが従う。
Qがさ二・に対して機一致する選手より Bく・Cが

従う o 放にがく.s¥B。故にじ命題 A何より
「或事象 Dが存在して，D三S¥B，φく.D，

主主つ Q(D)くのが毅う。この D を密定ずる。
BnD=φより Q(BUD)出 Q(B)十Q(D)。と
ころがQ(D)くd。放にQ(BUD)く母(B)十do
ところが d口母(C)-Q(B)。放に Q(BUD)く
Q(C)。 とこゐが Q は ζ・に対して概一致す
る。故に BUDく・Cが従う。ここに φ〈・D
且つ BnD=φ。放に BくくーCが従う。

4設終1

工第5段JQを三己に対して機一致する任意
の定量的確率とする。 QごとP を示す。 C第4段3

の結論により Qはき互に対して概一致する定

撃的確率である。 pのー震性より Qロ Pが従

う。 4段終3

[第1段]， [第2段]，

より結論が従う。

3段]，及び〔第5

E証明終]
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