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経済学研究 40-4
北海道大学 1991.3 

〈研究ノート〉

確率概念に対する或初等的講義

のための，一つの素案

園 信太郎

述語は必要でないことは注意すること。従って，

1 .目的 次の様式の外延性の公理で，述語

北大教養部と呼ばれている一個の場において，

1990年4月4日から同年7月18日まで，計十五

回にわたり，人文系の一部の学徒に対して，社 を定義する。

会科学特別講義F経済数学」と言う表題で，筆

者は講義を行なったのであるが，この経験に基 A=B~Vx[XEA特xEB]。

づいて，より健全な同講義のために，一つの素

案を，同講義の担当教官である筆者は，思索し また，

たのである。この素案を，素朴な様式において，

提示することが，ここでの唯一の目的なのであ くみY>ニ {{x，x}， {x，計}

る。

2.述語ε

Zermelo-Fraenkelの集合論における公理系に基

づき，述語

5 

を統制することを明言すること。この述語の利

用の様式は，

αεA 

であり，訓は「αはAの元である」である。但

し，数学基礎論に関する議論に踏み込むことは，

担当教官の素養と資質との射程外であり，結局，

不可能である。しかしながら，この述語以外の

により JI憤序対を定義する。この定義は善良であ

る。三重対を，

<x， y， z>=<<x， y>， z> 

により定義する。四重対は，

<x， y， z， v>=<<x， y， z>， v> 

により定義する。

{x}={x， x} 

と略記する。類を表示する記法，

{x I Q(x)} 
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を，平然とした雰囲気で，導入せよ。

f(x)={s Iヨグ[SEŷ<X，y>Ef]} 

に基づき関数記号

f(・)

を導入する。

fεMap(A， B)。

f~AXB^ ¥ixEAヨ!yEB[<x，y>εf] 

に基づき，Aから Bへの写像の全体

Map(A， B) 

を定義する。

fEMap(A， B)=争¥ix¥i y[くx，y>Efφy=f(x)] 

が従うことを注意する。

¥ixEAヨyEB[<x，y>巴R]ニ争
ヨfE三Map(A，B)¥i xEA[ <x， f(x)>εR] 

に基づき選択公理を導入する。

Axiom of regularity 

及び

Axiom of replacement 

は，以下の議論においては必要でないことを注

意する。但し，部分集合の公理は当然利用する。

また，

Axiom of infinity 

として，

ヨA[φεA ¥̂ix[xEA=争{x}εA]]

を採用する。但し，

φ 

は，空集合を表示する記号である。

Dedekindによる無限集合の定義を導入する。こ

の無限集合の概念に基づいて，Dedekindが提示

した周知の道筋に従い，自然数系列の存在，自

然数系列に対する数学的帰納法，自然数系列を

定義域とする写像の帰納的定義，自然数系列の

同形性，自然数系列における加法，乗法，及び

累乗の定義を，基礎づける。但し，零としての

。
を含む様式で自然数系列を導入し，この自然数

系列を

ω 

と表記する。 ωの上には，既に通常の整列順序

三二

が導入されている。また，

< 

を

x<yC:}--， y~五 x

により定義する。通常Peanoの公理系と呼ばれ

ている公理系が従うことを注意する。
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従属選択の原理を，

VxεAヨyEAR(x， y)=争
VzεAヨfEMap(ω，A)[z= f(u)̂ 
VnξωRU(η)， f(n+ 1))] 

に基づき導入する。この従属選択の原理が，選

択公理により従うことを注意する。

Dedekind無限集合でない集合，即ち，Dedekind

有限集合に対する，基数の概念を基礎づける。

特に，任意の有限集合Aに対して，この Aの基

数である， ωの元が一意的に存在することを示

すが，ここで従属選択の原理を利用する。

有限集合Aの基数を

#(A) 

と表記する。A及びBを任意の有限集合とする

場合において，次の加法法則を示す。

AnB=φ=宇特(AUB)=特(A)+特(B)。

既に確立している数学的帰納法に基づき，この

加法法則を一般化する。

通常は，通常の自然数系列が既に確定している

との前提に基づき，有限集合の定義を行ない，

有限集合でない集合として無限集合を定義する

ことを，注意する。従属選択の原理を利用する

ことにより，通常の有限集合の定義と，Dedekind

による有限集合の定義とが，同値であることを

示す。

3.定性的確率

AがS上の完全加法族であることを次の様式に

基づいて定義する。

u. A~~(5)。

1. 5E三A。

2. AEA=宇S¥AEA。
3 . fE三Map(ω，A)=争U{f(z") I iεω}εA。

ここに箔(5)はSのベキ集合である。即ち，

活(5)={XIX三5}。

{φ，5}も事(5)も共に S上の完全加法族である。

加を，空でない，各元がS上の完全加法族であ

る，任意の集合とする場合において，

ηmc 

はS上の完全加法族である。MをM豆沼(5)をみ

たす任意の集合とし，かつ rMを部分集合とす

るS上の完全加法族」の全体を加として，

σ[M]= nmc 

に基づき， Mを含む最小の，但し， 5上の，完

全加法族を定義する。この場合，

~(5)ε加

より，この定義は善良である。 AをS上の任意

の完全加法族とする。順序対

<5，A> 

を可測空間measurablespaceと呼ぶ。

次に「硬貨投げに関する事象系」への一個の定

式を与えること。

ヨHヨT[HヰT]

を注意する。このH及びTを固定する。例えば，

H=φかつ T={φ}。
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W=Map(N， {H， T}) 

と置く。但し， NはOを含まない自然数系列で

ある。

Vxε{H， T} V iεN[W(x， i)={ωεWIω(i)= 
x}] 

と置く。

M={XIヨxE{H，T}ヨiEN[X=W(x， i)]} 

と置く。

B(W)=σ[M] 

と置く。即ち B(W)はM を含む最小の，5上の，
完全加法族である。このB(W)を「硬貨投げに

関する事象系」と呼ぶ。B(W)聞の同形性につい

て，敢て，言及せよ。

Savage， L. J.による著名な教科書に従い，定性
的確率に関する議論を展開する。但し，可測空

間く5，A>上の定性的確率ぐは，以下の様式に基
づ、いて定義する。

o.ぐ亘AXA，即ち，ぐはA上の二項関係であ
る。

l.AぐBVBぐA。

2. AぐB^BぐC=争AぐC。

3. AnC=φ̂ Bnc=のニ争

[AぐB∞AUCぐBUC]。
4. V AEA[φ ~A]^ 寸Sぐの。

A~Bは 'A は B よりも確からしいには非ず」

と訓む。

X<'Y<2iyぐx

に基づき A上のこ項関係々を導入する。訓は'x
よりもgは確からしい」である。

x=' y<2Xぐ ŷ yぐx

に基づき A上の二項関係=・を導入する。訓は'x

とUとは無差別である」である。=・はA上の同

値関係である。

可測空間<5，A>上の任意の定性的確率ぐに対し
て，

V A， B， C， DEA[AぐB^CぐD^BnD=φ

=争AUCぐBUD]

及び

V A， B， C， DEA[A~B^C<.D^BnD= φ 

=中AUC<'BUD]

が従う。既に確立している数学的帰納法を利用

して，これらの結果を一般化すること。

完全加法族Aの元を事象と呼ぶ場合もある。ま

たこのAを事象系と呼ぶこととする。 fが事象
系Aに関する分割であることを，次の様式に基

づいて定義する。

o.ヨnεω[jEMap(N[n]，A)]。
1. Vi，jE三dom(f)[i宇j=争f(i)パf(j)=φ]。

イ旦し， ここに，

N[n]={il iEN̂ i孟n}

であり，特に， N[O]=φ。また，

dom(f)={xlヨy[<x， y>εf]} 

であり，fの定義域である。分割fに対して
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ヨ!ηεω[jE三Map(N[n]，A)] 

が従うことに基づいて，この一意的に存在する

ηを「分割fの長さ」と呼び，

δ(f) 

と表記する。特に， δ(φ)=0。また，事象系Aに

関する分割fが，<S，A>上の定性的確率ぐに関し
て，一様であるとは，

¥:j i， jEdom(f)[j(i)= . /(j)] 

をみたすことである。この場合，/を，一様な分

割であると呼ぶ。

事象系Aに関する分割/が，事象Aに対する分割

であるとは，

A=U{f(i) I iEdom(f)} 

をみたすことである。この場合さらに，定性的

確率ぐに関してfが一様であるのならば， /はA

に対する一様な分割であると呼ぶ。事象Aに対す

る分割の全体を，

Par(A) 

と表記する。定性的確率ぐが既に与えられてい

る場合において，ぐに関して一様な，Aに対す
る分割の全体を，

UPar(A) 

と表記する。これはまた，

UPar(A，ぐ)

とも表記される。また，任意の事象Aに対して，

¥:ji・εN[l][{A}U)=A]

に基づいて，N[l]からAへの写像{A}を定義す
る。

N[l]={l} 

より，

{A}EPar(A) 

かつ

{A} EUPar(A，ぐ)

が従う。但し，ぐはくS，A>上の任意の定性的確

率である。分割{A}の長さは 1である。

A及びBを任意の事象とし，かつB亘Aとする。

またfをAに対する任意の分割とする。

¥:j iEdom(f)[g(i) = /(i)ηB] 

により， dom(f)からAへの写像gを定義する。

この gはBに対する長さ δ(f)の分割となる。g

を，/により誘導される，Bに対する分割と呼ぶ。

4. P6' 

Savage， L. J.による著名な教科書に従い，定性

的確率に対する要請である， P6'を導入する。

ぐを可測空間 <S，A>上の任意の定性的確率とす
る。ぐが要請P6'をみたすとは次のことである。

¥:j A， BεA[A<.Bニ争

ヨ/EPar(S)¥:j iEdom(f)[AU/(i)<. B]]。



90(442) 経済学研究

以下，可測空間<S，A>上の定性的確率ぐを固定

して議論する。

ぐがP6'をみたすとする。

VAEAヨBEA[B亘A^BぐA¥B]

が従う。

ぐがP6'をみたすとする。

VAEA[φ く~.A=争

ヨfE三Par(A)Viεdom(f)[φ<・f(i)̂f(i)<.
A¥f( i)]] 

が従う。

ぐがP6'をみたすとする。また，A(・)をNから

Aへの任意の写像とする。

VnEN[A(n+ 1) 三A(n)^A(n+l)~A(n)\

A(n十1)]

を仮定する。

VBεA[φ くさB=宇

ヨmεNVnεN[m孟η=争A(n)くさB]]

が従う。

[補題]この補題は Savage，L. ].による補題で

ある。ここでは「単純分割に関する補題」と呼

ぶ、こととする。ぐは P6'をみたすと仮定する。

VAEAヨBεAヨCεA[A=BUC^ BnC 
=φ 

^ B=・C]
が従う。

[証明]の概略。

φ<.A 

をみたす任意の事象Aを固定する。

<A'， A"， A"'> E三AxAxA

かつ

A'nA" = A'nA'" = A"nA'" =φ 

かつ

A=A'UA"UA'" 

かつ

A'ぐA"UA"'̂A'"ぐA'UA"

をみたす三重対<A'，A"，A"'>の全体を

T 

と表記する。 T上のニ項関係を，

R( <A'， A"， A"'>， <B'， B"， B"'>)。
A'~B'^A'"亘 B"'^B"~A"\B"

に基づいて定義する。

VxETヨyETR(x， y) 

を示す。次に，

〈φ，A，φ>ET

及び従属選択の原理に基づいて，

40“4 
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ヨFEMap(ω，T)[F(O)=くの，A，φ>̂
VnεωR(F(n)， F(n十1))]

が従う。

Vnεω[<A'(n)， A"(n)， A"'(n)>=F(n)] 

に基づき，ωを定義域とする写像A'(・)，A"(・)，及

びA"'(・)を定義する。

Vnεω[A'(n)三A'(n+1)̂ Aぺn)亘Aぺn
+l)̂A"(n+l)ぐA"(n)¥A"(n+1)] 

が従う。

A'=U{A'(n)lnεω}， 

A"=n{A"(n) I nεω}，かつ
A"'=U{A"'(n) I nεω} 

と置く。

A"=・φ

が従う。さらに，

A'=.A'" 

が従う。以上で命題が従う。ここで[証明]の

概略が終了する。

次に「二進的な分割系」を定義する。 Aを任意

の事象とし，かつぐを可測空間<S，A>上の定性
的確率とする。φがAに対する二進的な分割系

であることを，次の様式に基づいて定義する。

O.φεMap(ω， UPar(A))。

1.φ(0)= <A)o 

2. Vnεω[2・d(φ(n))=δ(O(n+l))̂

Vkεdom(φ(η))[φ(n)(k)=φ(n+1)(2・h

-l)Uφ(n+ 1)(2・k)]]。

単純分割に関する補題，数学的帰納法に基づく

選択，即ち，有限選択，及び従属選択の原理を

利用することに基づき iぐが P6'をみたすなら

ば，任意の事象Aに対して Aに対する二進的な

分割系が存在する」と言う主張を正当化するこ

と。

P6'と「硬貨投げに関する事象系」に対する一個

の定式である

lB( W) 

とのかかわりについて言及せよ。但し，直積完

全加法族，従属選択の原理，及びSavage，L. J. 

の議論に言及せよ。

5.定量的確率

R 

により実数系を表示する。Pが可測空間<S，A>
上の定量的確率であることを，次の様式に基づ

いて，定義する。

O. PEMap(A， R)。

1. VAEA[O壬P(A)]。

2. VA，B日 [AnB=φ二字P(AUB)=P(A)

十P(B)]。

3. P(S)=L 

くS，A>上の定量的確率Pが，同じ可測空間上の

定性的確率ぐに対して「ほとんど一致する」と

は，

VA，BεA[AぐB=争P(A)壬P(B)]

をみたすことである。また i一致する」とは，
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VA， BεA[A~B特P(A)孟 P(B)]

をみたすことである。

I={XERlo壬x̂ x壬1}

と置く。可測空間くS，A>.上の定量的確率Pが精
密であるとは，

VAEAV αEIヨBEA[BC;;;Â P(B)== 
a'P(A)] 

をみたすことである。

[補題1]ぐ及びPを各各，可測空間くS，A>.上
の，定性的及び定量的確率とする。ぐは P6'を

みたすと仮定する。

VAEA[φくさA=争O<P(A)]

が従う。さらに rpがぐに対してほとんど一

致するのならば，Pはぐに対して一致する」が

従う。

[補題2]ぐ及びPを各各，可測空間くS，A>.上
の，定性的及び定量的確率とする。ぐは P6'を

みたすと仮定する。従属選択の原理を利用する

ことにより，rpがぐに対してほとんど一致す

るのならば，Pは精密である」が従う。

[補題3]ぐを可測空間くS，A>.上の， P6'をみ
たす，定性的確率とする。また，P及びQをくS，

A>.上の定量的確率とする。P及びQの各各がぐ

に対してほとんど一致するのならば，P=Q，即
ち，

VAεA[P(A)=Q(A)] 

が従う。但し，従属選択の原理により形成した

二進的な分割系を利用して，この補題を証明す

ること。

[補題4]ぐを可測空間くS，A>.上の， P6'をみ
たす，定性的確率とする。「くS，A>.上の或定量的
確率Pが存在して，Pはぐに対してほとんど
一致する」が従う。但し，従属選択の原理によ

り形成した二進的な分割系を利用して，この補

題を証明すること。

[補題1]から[補題4]までが，個別に，従

って相互に依存せずに，証明されることを確認

せよ。

[命題]ぐを可測空間くS，A>.上の定性的確率
とする。ぐは P6'をみたすと仮定する。「くS，A>.
上の或定量的確率Pが一意的に存在して，Pは
ぐに対して一致する」が従う。しかも，この P

は精密である。また，ぐに対してほとんど一致

する任意の定量的確率 Qに対して，P=Q。

[証明][補題1]，[補題2]，[補題3]，及び

[補題4]より，明らかに従う。[証明終]

上述の[命題]を利用して，条件っき確率の概

念に対する基礎づけの一角への，言及をなすの

である。さらには，実数概念と確率概念との連

関に対して，愚直に，省察せよ。

(1991年， 1月7日，新春の北大教養部にて)
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