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<研究ノート>

一般化された凸関数とレベル集合

田中嘉浩

1 序論

最適性の十分条件や双対性の理論との関連に

おいて Mangasarian[ 8 Jによって提案された

準凸(quasiconvex)・擬凸 (pseudoconvex)関

数は，分数計画や経済理論に広く応用されてき

た。

今から15年程前， Zang， Choo and A vrielは局

所最小点が大域最小点になるための必要十分条

件の導出に続いて，停留点が大域最小点になる

関数のクラスの特徴付け [16Jを行った。一方，

Hanson[ 5 Jは微分可能な関数について， Kuhn 
-Tucker条件が最適性の十分条件になる関数の

クラス(invex関数，勺nvex"は“invariantcon-

vex"の略)を定義した。この頃微分不可能な関

数の最適化問題を扱う手段が一般勾配を手がか

りにしてClarke[1 Jらによって整えられてき
た。この流れをうけて， Tanaka [12Jはinvex

になるための必要十分条件は関数のレベル集合

が狭義下半連続になることであることを局所リ

プシッツ連続かつ正則な関数の枠組で証明した。

さらに， Yen， Sach and Phuong [14Jは [12J

に刺激されてより一般の(正則の仮定を設けな

い)局所リプシッツ連続の関数の枠組で，レベ

ル集合の狭義下半連続性を深く考察している。

CravenやReiland[10Jによるベクトル値関数へ

の一般化も注目すべき方向である。

現在のところ一般勾配等Clarkeの理論を扱っ

ている教科書(日本語)は少なし一般化され

た凸関数の話が扱われることはより少ない。本

稿ではこれらの一般化された凸関数について，

レベル集合に重点をおいてまとめ，今後のこの

分野の方向性を探る。

2準備

この分野を論ずるために常識となっている概

念に限って簡単に説明しておく。

レベル集合 Rnの開部分集合Cを含むx=
Rnで定義された実数値関数j(x)に対し，点集合

写像

Lf(α) = {xεC I f(x)三 α}，αER， (1) 

を/のレベル集合という。また，Lf(α)*ゅなる

αの集合を実効領域Gfという。

Mangasarian [8 Jは凸関数の一般化として次
の2種類を考えた。

準凸 Rnの集合X上で定義された実数値関

数j:Rn→RがxEXで，

f(x)三f(ゐ)=> f( (1一λ)均+λx)三f(ゐ)， (2) 

λε[0，1]， (1λ)ゐ+λxεXが成立するとき，

fをX上で準凸という。

準凸関数は連続である必要すらなく，レベル集

合が凸である性質がある。準凹関数(-f)を含

めると経済学への応用は広い。尚，
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f(x) <f(均)今f((1λ)ゐ+λx)<f(ゐ)， 

λε(0，1)が成立するとき，狭義の(或いは半)

準凸関数といい，局所最小点が大域最小点にな

る性質をもっ。しかしながら局所最小点が大域

最小点になる関数は狭義準凸とは限らない。

擬凸 Rnの集合X上で定義された微分可能

な実数値関数f:Rn→ RがzεXで，

'Vf(ゐ)(x-Xo)三O今 f(x)三f(ゐ)， (3) 

が成立するとき，fをX上で擬凸という。

つまり，方向微係数が非負の方向には関数値の

増加が非負である関数である。擬凸ならば準凸

であるが，逆は成立しない。

代表的には線形分数関数はその定義域で擬凸か

っ擬凹である。

微分不可能な(滑らかでない)関数に対して

は，次の仮定が設けられることも多い。

正則: 一般化された方向微係数 fO(x;d) 

=lim SUpy→x; t↓o [j (y + td) -f (y) ] /tが方向微
係数 f'(x; d) = 1imt↓o [j (y + td) -f (y)] / tが共
に存在し，V dERnについて等しい，即ちfO(x;

d) = f' (x;d)の時Jは点xに於いて，正則という。
局所リプシッ、ソ連続関数ではfO(x;d)は矛盾なく

定義されており，dlこ関して正斉次性かっ劣加法

性をもっ。この時，一般勾配(generalizedgradi-

ent)δif(x) = {ξERn I fO(x;d)三石Td}はコン

パクト凸集合になり，

fO(x;d) =max {ごTdI ~εδif (x) }， (4) 

と書けることと合わせて， Clarkeの理論の基礎

となっている O 正則であれば，fO(x;d)はf'(x;

d)で置き換えられる。

3 一般化された凸関数とレベル集合

今後特に断らない限り，局所リプシッツ連続

関数の枠組で考える。この節ではCがX自身であ

るとする。

invex 拡張): f:が各xεXに対して，

ηεXが存在して，

f(x) -f(ゐ)三fO(ゐ;'ll)， (5) 

を満たす時，点XoEXで、invex([ 5]の拡張)

という。

Yen， Sach and Phung [14]による結果を証

明と共に示す。証明は， [13]での証明の一般化

になっている。

定理 1[14] . 関数/がXで、invexであるため

の必要十分条件は，fのどの停留点も大域最小点

で、あることで、ある。

[証明] 必要性はOEδif(ゐ)ならば， f(x)-

f(ゐ)三fO(ゐ;η)三 Oが成立するηが存在するこ

とからいえる。

十分性はηの存在をいえばよい。 OEaf(ゐ)な

らばηニ Oとしていい。そこでOEEaf (ゐ)の場合を

考える。この場合，af(ゐ)はOを含まないXのコ

ンパクト凸集合となるので，分離定理により，

γ:二 sup{ωh* I x*εθif(ゐ)}<0 

なるWoEXの存在がいえる。そこでjO(ゐ;ω)=

γ<0とおく。f(x) -f (ゐ)三γtとなる様にt>Oを
選べるので， η=t;ω。とできる。 圃

例 1. f: R2→ R ，f (x) = -~ + eX1 • 

この関数には停留点が存在しないが，上の証明

からinvexといえる。
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図l例lの関数

yk→y as k→∞， 

となる。 fの正則性からf'(x;y)が存在して，

1・ f(xk)一j(x)
δ(x，y) -f' (x汐)=k乎1

∞ 11 Xk-X 11 

-lim -.1(x+αう)-f (x) 
↓0 αh  

ニ1imL(Xk+αkyk) -f (x十αう)
t↓O αh  

(7) 

(8) 

レベル集合の下半連続性が局所最小点、が大域 fは局所リプシッツ連続であるから，

最小点になる為の必要十分条件になることは知

られてきた。停留点を扱うにはもう少しきつい

半連続性が必要である [16J。

狭義下半連続 (strictlylower semi-continu. 

ous) どの点 zεLf(ti)とどの点列{αi}CGf， 

α→ dに対しでも実数β(x)>0，自然数K，点列

{Xi}，Xi→ fが存在して，

XiELf[αiー β(x)11 Xi-x 11 ]for all i三K，(6)

が成立する時，点一集合写像Lf(・)は点dεGfで狭

義下半連続という。 Gfのどの点でも狭義下半連

続の時，Gf上で、狭義下半連続という。

定理 2. 局所リブシッ、ソ連続かっ正則な関数

/がinvexになる為の必要十分条件は，点集合写

像Lf(・)が狭義下半連続であることである。

[証明J[16Jで定義されたy一方向微分

__J(Xk) -f (x) 
δ(x，y) =1・1f
J JE||ρ-x 11 ' 

(-zh-x  y=!時口工刀 ，x→x) 

の存在をいえばいい。今Xk=X+αkyk(αk>O，ポ

→ 0， 11 yk 11 =1)とおくと，

l f(x+αkyk)-f(x+αky)I ..-71A 
11αkyιαう-山

なるM>Oが存在する。 (7)，(9)から，

lf(x+αkyk) -f (x十αky)1 
αh  

三M IlyLy 11→ o as k →∞， 

即ち， (8) より δ(x，y)=f'(x;y)となる。

(9) 

よって定理1と[16Jσ涼2.Hこより結果が従う01

正則でなければ十分性は言えない。そこで、Yen，

Sach and Phuong [14Jは，狭義下半連続性の

成立条件をより詳しく考察している。正則性を

仮定しなければ必ずしも通常の方向微係数が存

在しないことをまず考慮しなければならない。

実際のところy一方向微分も必ずしも存在しない。

Oiniの下方微係数 fのゐで、のU方向への

Diniの下方微係数は，

dブ(ゐ;v)ニliIPJnfU(均十tv)-f (均)J / t， (10) 

となる。[l1J等に見られる様にこの微係数は局

所リプシッツ計画問題での正確なペナルティ関

数のパラメータの下界値の導出にも利用できる。
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定理 3[14J.局所リプシッツ連続な関数flこ対

して，写像Lf(・)がGf上で狭義下半連続で、あるた

めの必要十分条件は，大域最小点でないどの停

留点xでも，

d-/(x;v) <0， 

なる方向Vが存在することである o

例 2.f:R→R，j(x)=一Ix1. 

この関数は定理3を満たすのでレベル集合は狭

義下半連続であるが， invexで、はない。

ところで任意の点の近傍で上に有界な凸関数

は局所リプシッツ連続かつ正則なので，正則の

枠組の下での一般化は有意義で、ある。

擬凸(semiconvex): Rnの集合X上で定義さ

れた局所リプシッツ連続かつ正則な実数値関数

/: Rn→ RがxεXで，

/'(Xo;x-Xo)三O二?/(x)三/(ゐ)， (12) 

が成立するとき，/をX上で擬凸(semiconvex)

[ 9 Jという。

/が微分可能ならば2節の擬凸の定義に勿論等し

し、。

この枠組の下で次の定理が成立する。

定理 4. 局所リプシッツ連続かつ正則な関

数/が擬凸 (semiconvex)であるための必要十

分条件は，/:か準凸かっinvexで、あることである。

[証明] 準凸かつmvexで、あることの必要性は

背理法等により簡単に示すことができるので省

略し，十分性のみを示す。

0εδif(Xo)であれば (12)は定理1より明らか

)
 
1
 
1
 
(
 

なので， 0 E¥: δif(Xo)とする。/'(ゐ;Xj-Xo)>0なら

ば，/の準凸性及びあるx'εん:ニ {xlx=(l一λ)
ゐ+λXj，O三λ三1}に対して/(x')> /(ゐ)となる
ことから，f(Xj)三/(ど)> /(ゐ)となり， (12)は

成立する。そこで1'(ゐ;Xj-Xo)=0の場合を考え

る。全平面は超平面

E H: = {x 1ξT(X-Xo) =O}， 

(0ヰ)ξεδif(ゐ)，ごT(Xj-Xo)=0， 

によって，H+:= {x 1 .;-T(X-Xo)> O} とH一・二

{X 1 .;-T (x-Xo) < O}に分離される。
その時，xEH+に対しては/'(Xo;x-Xo)三石T(X-

Xo) > 0から/(X)> / (ゐ)となるので，H+と
Lf(f(ゐ))は共通部分をもたないoXjがH上にあ

ることとfの連続性により，/(Xj)三 /(Xo)となり，

(12)が成立する。よってfは擬凸(semiconvex)

になる。 I

4 さらなる一般化の方向

4.1領域制約の考慮、

Xの任意の閉部分集合Cで、の結果への一般化が

考えられる。これから， Xi.C， Xでγ→Zかつが

εCを表すものとする。次の3つの接錐を定義

する。

T~ (Xo)= {Vεxl乙↓0，Vi→uが存在して，任
意のiに対してぬ+fiViεCを満たすし

f c (Xo) = {VE X 1ある Vi→ Uが存在して，任意
のた↓ 0，任意のiに対してぬ+fiViεCを満たすし

Tc (ゐ)= {Vεxl任意のε>0，あるδ>0，λ>0
に対して，任意のX'ξ [Xo十δ$Jnc，tε(0，λ)

に対して [X'十t(V+εB)J内Cヰφを満たす(但
しBはXにおける単位球)}.

ここで，Tc (ゐ)は Clarkeの接錐，T ~(ゐ)は

Bouligandの接錐といわれており，Tc(x)Cyc(X)
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三Te(x)の関係がある。 Tc(ェ)= Te(x)であれ
ばxで、正則で、ある。

Tc(ゐ)の双対錘は次式で定義される。

Nc(ゐ)={x*Exlx*TV三O

for all vETc(ゐ)} 

停留点:点.:¥'uεCが，

0εδIf(ゐ)+Nc(ゐ)， 

を満たす時，fのC上の停留点という。

定理 5 [14J. 局所リプシッツ連続な関数f

に対して，写像Lf(・)がGf上て、狭義下半連続なら

ば，大域最小点でないどの停留点zでも，

d-f(x; v) <0， 

なる方向vETe (x)が存在する。また，任意のx

εc~こ対し ， Tc(x) = Te (x)，即ちCが弱正則
である時，逆が成り立つ。.

領域制約のある場合はCの形状自体が狭義下半

連続性を左右することがあるのは興味深い。

4.2ベクトル値関数への一般化

局所リプシッツ関数の枠組でのこの一般化は

最近Reiland[10Jらによって考えられている。

基本的にはKを凸錘として， invex 拡張)を

f(x) -f(ゐ)-f 0 (ゐ;η)EK， (15) 

なるηが存在することと定義することにより，ベ

クトJLイ直関数f:X→ Y， Y=Rm~こ拡張する考え

方である。 2節の定義は Y=R，K=R+という

特殊な場合だと考えればよい。簡単のため，K+: 

=-K-(後述)ÇR~と仮定すると，上の定義は

θIf(ゐ)=θ五(ゐ)x・・・×θん(ゐ)， 

を用いて

f(x)一f(ゐ)-EFηεK，V8εゲ(ゐ)， (I。

と定義するのと同値である。次の定理が出発点

になる。

定理 6[10]. cを凸錐とし，関数J何%で、(13)
を満足するとする。この時，f=(品，x)がK=R+

x (-C)に対して (15)の意味で、invexならば，ゐ

はC上で了。を最小化する。.

(13) 
[10Jで、は数種のinvexityが定義され，その最も

一般的な形は

)
 

an官l
 
(
 

ωT(f(x)-f(ゐ))三ωTfO (ゐ;η)，¥1ωEK-， 

但しK-={ωEY  I wTy三O，forallyεK}，な

るηが存在することとして定義されているが，こ

こまで拡張するとKuhn-Tucker条件の逆は成立

しない((15)に対しては成立する) [15J。また

ベクトノレイ直関数へのレベル集合の一般化はなさ

れていないが，正則の仮定を設ければ意味のあ

る結果につながるかもしれない。ベクトル値化

はさらなる研究が望まれる方向である。

5 コメン卜

凸関数の一般化には大別して 2通りの方法が

ある。一つは準凸関数にみられる様に関数のレ

ベル集合の凸性(よって連結性も)を保つやり

方である。もう一つはinvex関数にみられる様に

レベル集合への点ー集合写像のある種の下半連続

性を保つやり方である(invexよりは広い関数も

含む)。定理 4に示された様に局所リプシッツ連

続かっ正則の枠組の下ではこの共通部分として

性質のいい擁凸(semiconvex)関数が得られる。

この結果の一般化もおそらく可能で、あろうと思

われ，現在検討中である。

今回は割愛したれHackmanand Passy [ 4 J 
は凸集合の自然な拡張としてP凸集合("P-con-

vex勺土“Projectively一convex"の略)を定義し，

レベル集合がP一凸になる関数をP-凸関数として
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定義している。分離可能な準凹関数の和や積(正

の場合)がP凹関数(凹の場合は逆向きのレベ

ル集合で定義できる)になるので消費者理論に

応用できるが，この関数と前節迄の関数との関

係を調べるのも一つの課題である。

話は変わるが， Jeroslow [6 ]は離散計画へ

の凸性の影響， Lovasz [ 7 ]は集合関数の劣モ

ジュラ性と凸性の関係を調べているが，一般化

された凸性にこれらがどう対応するかは興味深

いところである。
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