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経済学研究 47-3
北海道大学 1997.12

静学モデルの或る一般化について

田中嘉浩

1 はじめに 最近では失業の理論としては影響力を失った労

古くは18世紀中墳に，等式制約下での最適化

問題を解くために Lagrangeの未定乗数法が

考案されたのが制約付最適化の始まりであっ

た。その後，不等式系に対する二者択一の定理

等が考えられていたが， 1951年に Kuhn and 

Tucker [12Jによって，不等式制約に拡張され

た Kuhn-Tuckerの定理により数理計画

(Mathematical Programming)という分野が

生まれた。これ以降，より一般的な関数を対象

とする理論的発展が， 60年代から80年代初期に

特に進み [9J，解法の見地からは微分可能な問

題に対する逐次2次計画法 [7J，凸計画問題に

対する切除平面法や微分不可能な問題に対する

ε一劣勾配の概念を生かしたバンドル法等が考

案されてきている [11J[13J。

中でも微分不可能最適化の理論は Clarke

[3J [4Jが， 70年代後半から80年代にかけて発

展した劣微分の概念やその数学的基盤，最適制

御等への応用を集大成し，画期的発展を遂げた。

また， Rockafellar [19Jは微分不可能最適化の

代表的な問題と取り扱いが簡潔に述べてある。

Hiriart-Urruty[10Jは d.c.関数(凸関数の差の

関数)に代表される様な或る種の非凸最適化問

題のクラスに対して大域最適解が存在する必要

十分条件を導出している。 経済学と数理計画

の関係も深く， Arrow， Koopmans， Kantor-

ovich， Markowitz等のノーベル経済学賞受賞

者も数理計画関連の研究が評価されたと言うこ

とができる。 Hicks[8Jにより一般化された効

用関数分析も数理計画と密接な関係がある。又，

働市場での暗黙の契約(implicitcontract)を数

理計画的手法で正確に説明する試みが為されて

いる [15J。

効用関数や支出関数が多数の滑らかな関数の

各点の最小である最小化関数を考えたり，或い

は断続的に逓減(逓増)する関数を考えるのは自

然であり，微分不可能な点での解をも扱える従

来より記述力の高い定式化が望まれている。最

近 Aubin[2Jにゲーム理論を中心に広範に均衡

概念の数学的記述が為されているが， Clarke 

による微分不可能最適化理論が協力ゲームの解

析に使われている。

本稿では第2節で微分不可能最適化に必要な

基本概念を述べ，第3節で静学最適化モデ、ルへ

の適用を述べる。第4節では汎用性の高い準凹

関数の範囲を考えるが，此処では Arrowand 

Enthoven [lJの Kuhn-Tucker条件の十分性

に関する定理の拡張を主眼にする。第5節で今

後の展望について述べる。

2 準備

本稿で用いる微分不可能最適化の主要概念に

ついて主にClarke [4J に基づき簡単に述べ

る。

局所リプシッツ連続:

|月γj 斤γ)1三三Klx"-x'lfor 

VxぺX'EX+εB. (1) 

局所リプシッツ連続関数は勿論連続(よって上
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(下)半連続)であるが，広範なクラスの関数を含 極錘:

む。

関数の局所リプシッツ連続性の仮定の下で諸

概念を導入する。

一般方向微係数:

治l+tv)-f(y)
1"仇;v)三 limsup

y→広t↓ t
(2) 

一般方向微係数(generalizeddirectional deriv-

ative)の定義から局所リプシッツ連続の仮定下

では有限性，正斉次性，劣加法性が言える。

一般勾配:

af(x)三{sεj(nIfO(x;りとくS，v) VvEj(n}. (3) 

一般勾配(generalizedgradient)は非空のコン

パクト凸部分集合になる。関数が凸関数の場合

は劣勾配(subgradient)と一致し，微分不可能関

数の場合は Vルjと一致する。

N仇-ο={sεj(nl<s，v)三三oVvεTcかJ}

=cl{ヱλaddx)} 
λ三三O

直接には次の様に書ける。

N(x;ο=c1 co{λlimーピー|λと0，
1 vi 1 [ 

(5) 

v'上Catx'，x'→広 v→O}，

例.C=R~(:== {x ε Rnlx i ;::三 0 ， i=l，...，n}) 

ならば，

N(x;R~)= U L λi (-e;) 
ん乙{iεI1吟=ol

但し e;ニ {xERnlxj=o;j，j=l，...，n}(oり

はクロネッカーのデルタ)である。

3 静学最適化の拡張例

3.1 生産問題

一般方向微係数は一般勾配の支持関数(support 次の生産問題を考える。

function)になっている。

I"(x;v)=max{くs-，v>ls-εθ斤x)}， (4) 

fでの局所最適'性は I"(x*;りとOと言えるが，

これは Oεδ斤x*)と同値である。

任意の U に対して方向微係数f仇・り=lim

t↓o(l(x+ tv)一月切/りが存在し，f' (x;v) = I"(x;り
が成立すれば/は正則(regular)という。更に

/が凸関数ならば，

θ斤たり三{aERn1斤ゆと斤x*)+くa，x-x*>} 

であるので f が大域最適解であることと， 0 

εθ斤γjは同値になることが直接示せる。

領域制約を取り扱う為に，xと集合 C との

距離関数 dcじりを，dC(ゆ=min{Ix-c 11 cE C} 
を導入し，接錘(tangentcone) Tdx)を Tdx)

三 {vεRn1 d~(x;v)=O} で定義すると次の極錘

(polar cone)を定義出来る。

(P1) C(w，y)=minimize wT x 

subject to u(均三y，

x>O. 

但し，wεRn は要素価格，x εRnとOは生産

要素，u:Rn→R は生産関数，yERは最小生

産量である。

最小値の存在を保証する為に生産関数に次の

仮定を置くが一般性を損なわない。

(仮定1) u:R ~→R が上半連続(limsuPk-叩

uβ勺三三u(主))である。

この仮定により，Y={Ylo三y}(コンパクト集
合)とする時， (長期)費用関数について次の性質

が言える。

定理1[5J. uが(仮定1)により定義されてい

る時，C(w，y)が ω>0，y εYに対して矛盾無
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く定義されており，更に次の7つの性質を持つ。

(1)ω> 0， yεy 

(2) (費用関数の非負性)ω>0， yE Yな

らば，C(W，y);とo.
(3) (費用の価格に於ける一次同次性)ω〉

0， yεy， λ) 0ならば，C(W，λy)ニ λC(w，y).

(4) (費用の価格に於ける非減少性)0くが

くw1(i.e.，ω0三三ω WOヰw1)，yE Yならば，
C(WO，y):三C(w1，y).

(5) (費用の価格に於ける凹性)ω1)0，W2) 

0， yεy， 0三三λ三三1ならば， C(λw1+(1 λ) 
ω勺)ミλC(w1，y)+(1一λ)C(lω2，y). 

(6) (費用の正価格に於ける連続性)yεY 

に対して C(w，y)は ω)0について連続。

(7)(費用の出力に於ける非減少性)ω>0， 

yOεy， y1E Y， yO <y1ならば，C(W，yり三三C(lω，
y1). 

(8) (費用の出力に於ける下半連続性)ω〉

0，αεRならば，{yl C(W，y)三α}は閉集合。口

話を進める為に次の2つの仮定を置く。

(仮定2) u:R~→R が準凹関数である。

準凹関数はその上レベル集合の凸性と同値であ

り，均衡の存在を保証する為に通常仮定される

ことが多い。 Diewert，Avriel and Zang [6J 

は特に関数が2回連続的微分可能であり，凸領域

内に停留点を含まない時に，その点のみに於け

る情報で準凹関数を判定出来る必要十分条件を

導いた。

(仮定3) u:R~→R が非減少関数であり ， XO 

くがならば，u(xo):三u(x1)である。

仮定3は規模を拡大した時にともかく生産量は

非減少であることを示す。

定理2[5J. uが(仮定1)，(仮定2)，(仮定3)

を満たし，C(w，y)が矛盾無く定義され，

がω=max{ylxεハ{xlwTx.:::三C(w，y)}} (6) 

ならば u=u*であり uは費用関数 C で完

全に表現出来る。 日

ところで最初に戻って，生産関数 u:R~→R

を局所リプシッツ連続とする時，その最適解で

wεヱλ:a uJx*)-N(xぺ:R~)，

λ7(uJx*)-y，)， i=l，... ，m， 

λ?と0，uJx.)二三y;' i = 1， . . . ， m， x.二三o.

が成立する。

定理3(Shephardの補題の拡張).

生産関数 U が(仮定1)を満たし，費用関数 C

が (Pl)で定義されているとする。 ωつ0，y*ε 
Y とし，x*を (Pl)の解とする。その時， C の

ω y*での ω に関する一般方向微係数が存

在し，

X*E aω C(lω • ，yつ (7) 

が成立して ω=w*，y=y*での生産問題 (Pl)

の唯一解になっている。

[証明] 各 ω>0に対し，x*は y=y*で

の (Pl)に於いての許容解であるから，

ωTX*三三C(w，yつ (8) 

各 ω>0に対し， f(w) = C(w， yり ωTX*を定
義すると (8) より，任意の ω>0に対し f(w)

三三Oであり，定義から f(wリ=0も成立する。よ

って f(w)は ω=ω*で大域最大解を達成し，

0εx*-a wC(もv.，yつ

が成立するので，x*εa wC(w.，yつが成立す



62 (514) 経済学研究 47，・3

る。

3.2 消費者理論

次の消費者問題を考える。

(P2) V(P)三 maximizeu(x) 

subject toρTX三三1，

x>O. 

口

但し，u:Rn→R は任意の非負消費ベクトル Z

ERnとOに関して連続(上半連続より強)であ

る。この町仰を間接効用関数という。

(仮定4) u:R:→R が任意の非負消費ベク

ト1レ広三Oに対して連続。

間接効用関数に対して次の性質が言える。

定理4[5J. uが(仮定4)を満たすと仮定す

る。その時 V は (P2)によって ρ>0に対し

て矛盾無く定義され，

(1) Vは連続(有限)関数。
(2) V は非減少 (0旬。くp1ならば，V(Pリ

ミV(Pリ)。

(3) Vは準凸関数。

(4) x> 0に対し u*=minρ{V(P)1ρTX三三1，
ρ三O}と定義すれば，u*は ρ0上で連続，か

っ非負象限 x;::三Oに連続拡張を持つ。 日

狭義準凹: 凸集合 CCRn で定義された

実数値関数/は，x1E C， x2εC，Oくλく1，

所2)>，ルリならば，f(λx1+ (1一λ)x2) >ルリな
らば狭義準凹という。

この定義は Mangasarian[14J によるもので

あり，最大値が平坦になりうる点で， Diewert 

らの定義より緩い。この概念を利用して最適解

で消費者が予算を使い切らない可能性を排除出

来る。即ち予算制約を等式制約として扱うこと

が出来る。

定理5[5J. uが(仮定1)を満たし更に準凹と

する。その時 U は，

ρ>0， V(P)くsup{u(x)IxとO}，xE V(P)の解

ならば ρTX=1. 日

ところで最初に戻って，生産関数 u:R:→R

を局所リプシッツ連続とする時，その最適解で

μ*Tρεδu(x*)-N(xへ;R:)， (9) 

μ*T (pT x*-l)=O， 

μ*三0，ρT x*三三1，x*三O.

が成立する。

4 Arrow-Enthovenの十分定理の拡張

この節では全ての関数が局所リプシッツ連続

かつ方向微分可能と仮定するが，そう仮定しで

も微分可能関数の範障害で考えられた Arrow

and Enthoven [lJ の結果を含むのは基より，

一般性を失わない。

次の最適化問題を考える。

(P) maximize糾

subject to g j (x)三0， εI={1，...，m}，

x>O. 

但し，j-Rn→R は準凹関数，gj:Rn→R， iニ

1，...，m は準凹関数である。

関数に一般的とはいえ，準凹の仮定を置いて

いるので，何らかの意味で大域最適解になる条

{牛を導出したい。

一般化された Kuhn-Tucker条件を適用す

ると次の様になる。

。εdf(x*)+~ .i;T dg;(xつ-N(R:;x*) (10) 

.i;g;(x*)=O， i=l，...，m， 
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λ?と0，g;(xっと0，i=l，...，m，x*ミO.

定理6(Arrow.Enthovenの十分定理の拡張).

j-R"→R は準凹関数，gi:R"→R， i=l，...， 

m は準凹関数であると仮定する。この時，x* 

が(P)の最適解である為の必要十分条件は，一般

化された Kuhn-Tucker条件(10)が成立し，更

(a) x*ヰOならば， 0経δ斤x*)

(b) x*=Oならば， OEδ斤x*)の場合に凹関

数であるか， 0経δ月x*)の場合に 2回連続微分

可能または凹関数である。

のどちらか一方が成立する場合である。

[略証]

f'(xペプ-x*)=ぴ十λ*Tg)'(x1-xリ
(λ *T g)'(γ;x1-x*) (11) 

f が(10) を満たし，がが許容解の時，右辺

の第1項が非正となる。第2項に関しては， λ7=
Oでは j-th要素が消え， λ;>0，g Jx* )=0の場

合 gJxリ三Oであるから，g'(x勺が-xっとOと
なるので，非正となる。よって，所)， g(ゆが準

凹ならば f が (11) を満たせば，

g(Xl)~と0 ， X1;::三Oならば f'(x*;x1-x*).三O

以下場合分けの考察でいずれも月x1)三斤たつ
が言える。 口

定理6は関数が微分可能な時に Arrowand 

Enthoven [9Jの定理1に帰着される点で従来

の定理の拡張になっている。

場合分けを無くする為に， Thach and Ko-

jima [20J により提案された準劣微分(quasi

subdifferential)の概念を利用出来る。

準劣微分:

δH欣)={vER"1く収>=1 

and欣j三三必)Vy S.t. くv，y>とl}.

δH欣jヰφならば/は Zで準劣微分可能と

いう。

Kuhn-Tucker定理の成立を保証する為に何

らかの制約想定が考えられるが，此処では一般

Slater条件を置く。

一般 Slater制約想定:或る点〆三Oで

g(xソ>0が成立し，各 j=l，...，m に対して，

(a) gJ (x')が凹関数

(b) 制約領域内の各点 f について， O~θg 

j (XO) が成立する。

のどちらかが成立する時，一般 Slater制約想

定が満足されるという。

この制約想定は関数が全て凹の時には通常の

Slater制約想定，微分可能な時には Arrow-

Enthoven [1] の定理2の制約想定になる。

定理7.j-Rn→R は準凹関数かつ許容領域

内で OEθ剣ならばoE int a f(X)， g i : R "→ 
R， i=l，...，m は準凹関数であると仮定す

る。更に一般 Slater制約想定が満足されると

する。この時，x*が(P)の最適解である為の必要

十分条件は，

。εaHf(x*)+~ A 'r ag ;(x*)-N(x*;m) (12) 
A;g;(x*)=O， i=l，...，m， 

A;三三0，gJx*)~三0 ， i = 1， • . • ，m， x*とO.

[略証J -fは局所リプシッツ連続なの
で上半連続であり， 0εδ所jならば， 0εint 

a紛が成立すれば，-fは [20Jの essen-
tially準凸の定義を満たす。よって [20J定理

3を適用して成立する。 日

5 今後の課題

完全競争市場の均衡を記述出来る最適化分析

は静学モデルの基本を為すものであるが，効用
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