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1.はじめに

制約条件式が一本であるようなナップサック問題は，迷統変数によって定

義される場合には解析的に解fハわした問題である。

同じ問題に対L，変数が5定数値を取らねばならないという制約をつける

と，極度に難しい問題に変身する。実際，この問題は NP完全である(例

えば [9J)。しかし，このi苛題は表現 k最も単純な盤数号|画法の問題であり，

また， 実用 kも様々な応用対象を持っている(例えば， [18J)。従って，JlIl

論・実用の河商の興味から熱心に研究されている。

理論面における最近の話題の一つは，実行可能解集合の凸包が作る多面体

のファセットに関するものである。ナップサック問題に限らず~車数奇i 酒法

の理論面での主要な話題の一つはファセットに関するもので，最近相当のこ

とが知られるようになった(例えば [16Jを見よ)。中でも 0-1ナ γ プサッ

ク問題は，ファセットについて良く解明された問題のーっと答える。

実行可能解4長合のo包のすべてのファセットを見つけてLまえば，もとの
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~在数線形計闘罰怒を等価な線、形計画問題に援してしまえるが，実は，すべて

のファセットを列挙Fる問題自体が困難なので，ファセット研究の笑耳JJcの

意義については疑問視する向きが多かった [5]。

しかし筆者は，適切に選択されたファセッ iはある怠味で最も深い切除平

面 (cu凶 ngplane)であることに注目し， ファセッ lを従来の切除平市!のか

わりに利用する解法を検討してきた。 [15]では0-1ナップサック問題の実

行可能解の凸包が作る多面体(これをナップサック多郎体と呼ぶ)の既知の

ファセットの中で最も単純な正準 (canonical) ファセットを主に利用する解

法の初歩的検討を行った。本稿では利用するファセットの範潤を拡げ，その

利用に関する理論的分析を一関精密にし，アノレゴリズムfJ'，に務綴にした解法

を構成し，その数億実験の結果を述べたものである。

本研究の進行寸iに， [3]， [12]が公表された。これらは，対称巡回セーノレ

スマン問題の解法にファセットを切除平岡として利用する方法を提案G，そ

れによって従来より深い切除が実現されることを示すとともに，列挙的方法

と級み合わせることによって， 300前後の都市から成る問題を厳衡に解きtf}

ることを切らかにしている。しかし，これらの研究では，なぜファセットが

有効なのかの検討がほとんどなされていなし、。最適投数解を特徴づけるファ

セットを選択的に生成する規則が明らかではないのであるから，彼らのアノレ

ゴリズムの中で生成されるファセットが最も効果的に小数最適点を切除する

保証はない。別の言い方をすれば，ファセットが最も告書い切除平函である，

という表現は，ファセットが多[自体にピッ夕日張りついてレるという事実の

言い換えにすぎないのである。

本稿では提案するj持法を Gomoryの小数法と比較することに」って， フ

ァセットを利用することの優位性がどこからくるのかを切らかにしようと試

みる。この分析を通して0-1ナップサック問題のファセットに関する我々の

知識が，解法の構成という聞から見た持どの程度のものであるかが解明され

るであろう。

以下次節では本稿に関連する絡期内で，ナップサック多国体のファセヅト
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の構成法について述べる。 3‘ではファセットが切除平面となるための十分条

件やそのようなファセットの存在条件，さらに切除平岡となるファセットの

悦成法などを検討する。 4.ではブァセットを切除平岡として利用する解法を

陪成し，例題をli'iく。この解法の有限伎を示すことは容易である。 5では，

作成した FORTRANプログラムを簡単に紹介し，計算実験の結果を多自主的

に検討する。

尚.0-1ナップサック問題の解法は良く研究されており，実用規模のもの

まで解きうるようである。 この方ITiiの最近の調査報告に [10]や [7]があ

る。本研究はそれらの解法より俊れたものを凝集することをi直接の目的とは

していない。我々の悶的は，ファセットを解法構成に利用することの有効性

を検討することにある。

2 ドLf1;~ならびに最小被波からのフアセット

0-1ブップサック問題は次のように定義される。 N={l，2，...， n}とする。

[KP] 最大化 2培 NC尚

LjiENa尚手向 XjE {O， 1} viEN 

，:..:. --C， 

αト a孟aj>O，Ci>O viEN 

とする。さらに， 自I明Mな場合を滋徐=くために，

(ω2. 1υ) エ
と仮定する。 KPの3務主数制約をi緩量不荊和1甘lした間E題互1をを R干KPと記す。 RKPの可能

j葬祭合を F，F の強数点集合の凸包を Fcで表わす。 Fcは(有界)ナップ

サック多面体 (knap回 ckpolytope)である。 R"を n次元実数空間とし，X 

をその点を表わすヘクトノレとすると，

(2. 2) 
F={XERぺ2JiENa尚孟ao.0豆町三玉1 ViEN} 

Fc=conV{XEFlx;E{O， l} ViEN} 

である。 N の部分集合 Sは次式を満す時被滋 (cover) とIlfばれ， さらに

(2. 4)も満たすなら最小被複 (minimalcover)と呼ばれる。
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(2. 3) 2J;自由〉α。

(2. 4) 2J;Esa; -a j ~玉 ao VjeS 

この肘!f.E(S)=SuS'は Sの拡大 (extension)と呼ばれる。{@.L， 

(2. 5) S'={iEN¥Sla;孟刑aXjESaj}である。

不等式

(2. 6) 2J;EN7尚三三70

が Fσ のファセットであるとは

(2.7a) Fc内の任意の点がこの式を満たす，

(2.7b) Fcの η 侭のアフィ γ独立な点がこの式を等号で満たす，

ことである。 Faの頂点集合は KPの可能解集合に一致するから， (2. 7)は

(2. 6)が定義する超平岡が Faの而の一つにぴったり重なっていることを要

求している。尚， (2. 6)は， (2. 7 a)を満たすとき，妥当 (valid)である，と

言われる。

現在知られている Faのフアセツトは大部分，

(σ2. 8劫2J培回.x叫x均s汁十2J

なる形式のものである。この塑のファセットの中で，組合せ的問題を解かず

に求めることが可能なものを， 初等約 (primitive)である， とぎうことに

する。初等的ファセットは， Balas-Zemel [lJ の逐次持上げ (s問uentially

lifted)ファセットの多くを含んでトいる。

(2. 8)の型のファセットの詐調11な議論は他の文献(例えば， [lJ， [2J， [6J， 

[llJ， [13J， [14J， [16J， [19Jを参照のこと)にゆずるが， 以下の議論に

必要な範阪の成果を主主理しておく。

N¥Sの各要素 tに対し次式により h;を定義する。

(2. 9) ヨiEShjaj三三a;<2J培品川町
ここで S，は Sの婆索の小さい方から順に k個とって作った部分集合であ

る。向の{自に対する最初の仮定から， Sの要素を町の大きい順に選択し，

その和が a;以下になる最大の偶数が h;である。明らかに h;は最小被援

Sに依存する。
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んを利用すれば N¥Sを部分集合 Iと/に分割することができる。

I={iEN¥SILJ;ES¥8，什laj;亘ao-ajく~jES'ShiaJ} 

}={iEN\SILJ;巴S\Slli+~pj <ac一向くLJ月 S¥Shi+laU
(2. 10) 

この 1.}を用いて，次の性質が示される。これにより. (2. 8)の形のファ

セットの係数が.}の要素を除けば，一意的に定められることがわかる。さ

らに.iE}に対しても命の{直が長さ 1の既知の区間に限定される。

[定理2.1] (2. 8)が Fcのプァセットなら次式が成立する。

si=hj 'rfiEI 
(2. 11) 

h，三玉s，sh，十1 'iE} 

s，(i巴})が h，あるいはん+1である時.(2. 8)は整数係数のファセット

となる。そのような任意のファセットは次に述べる逐次持上げによって決定

できることが知られている。

N\S の要素に適当に順序づけをし，順序づけられた集合.~=(九;，・・， jt)， 

t=n-ISIを定義する。次の KP(j，)はそれ自身一つの 0-1ナップサッグ問

題である。その最適値を Z(h)と記すものとする。

最大化 LJ;Eふり+~jE81_1ßjXj 

[KP(h)] LJj日 uSl-lajXj三玉α。-ajl

勾邑{O.1} 'jESUSH 

め=ISI-1-Z(;i 'jES，_， 

ここで.Slは 5の先頭から l伺とった部分集合である。

1=1から始め.KP(h)を逐次解くことによって.ss=l. 2. .... t)を定

めることができる。こうして定めたFが (2.11)を満L. しかもファセット

を決定することが知られている。この日を求める操作を逐次持上げと言う

のである。

KP(h) の最適伎については次の事実が知られている。ここで Z(jIl は

KP(j，)の援和線形計画問題 RKP(h)の最適値である。
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E定1m2. 2J j，EJであるi時，
(1) hが S の中で/に属する最初のものであるか，

(2) Z(u)<151-hj，-1ならば
sjl=hj/十1が成立する。

I::.j$の2つの定E里を総合すれば，次の 3つの場合には，いずれも，組合せ

的問題を解かずにファセットを定めることができること，つまり初等的ブァ

セットを得ることがわかる。

(a) J =1>， 

(b) IJI=I， 

(c) 1万>1であるがすべての jEJが定見 2.2(2)を満す。

これらの各場合の中には

(2. 1勾 s;E{O，1} viEN¥5 

の成立するファセットが含まれている。これが成立する!時， (2. 8)は正準フ

ァセッ「と呼ばれる。時期的にはiE準ファセットに関する発見の方が定理

2.1や 2.2より早lい [2J。正準ファセッドの各々について，それが丁度

(2. 13) L:iEE(SjXj三三151-1

に一致する最小被援 S が集合 {iENIs;=I} の中に含まれていることが知

られている ([6]， [16J， [19J)。

1)ファセクトの一般論を述べた文紋 [13]では， Balas.Zemelの持|二げ操作を鉱大

(extension)と呼んでいる。ここでは際研究告の用語を持軍することにする。

3 切除平聞とファセット

妥当な不等式は，それが緩和線形計画問題の実行可能領域を切除する時，

切除平瀬を定める，と言われる。我々はファセットを切除平面として利用す

る新しいアノレゴリズムを構成したいので，この節では， ブァセットが切除乎

liliとなるための条件，その条件を満たすファセットを与える最小被主主の存在

条件などを検討する。
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RKP に k本の妥当不等式 V11V21 ...， Vk を追加iして得られる問題を

(RKP， k)と記す。また，(RKP， k)の最適解をげで示1..-，

(3. 1) 
B，={iENlx，=l} 
Bj={iEN!O<X，<l} 

とf立く。

[定理3.1] 不等式 (2.8)がポを切i換する必要十分条件は次式が成立

することである。

(3. 2) ~jESnBlxj+ 2JjEBl¥ssj+玄iEBf¥ssバj>IS¥B，I-l

[証明] I:jESXj + I:jEN¥SsiXj 

ご忽ISnB，I+I:jESnBjxj+:2:.出 BIUBf)¥ssjxj
=ISnB11+ 2JjESnBfxj+ 2JjEBl¥ssj+ LdEBj¥8sjXj 

>ISI-l 

は明らかに必要十分条件である。 ISnB，1を移項して整理すれば容易に (3.2) 

を得る。

この定理は切除平面となるファセットを得るのに好都合な最小被覆 Sを

示唆している。

図3.1において， S.は最小被害互の要素のうち.'xj=Oなる Jの集合であ
る i)~ ，

IS¥BIi-l=ISDI+ISjl-1 

BI¥S Bf¥S N¥fBIUBfUSD) 

81 Sf 8D 

S~SIUSfUSD 

殴3-1最小被澄と Bj， Bfの関係
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が成立する。 5D は(3.2)の右辺には 15DIだけ寄与するが左辺には全く寄与

しない。従って 5D=世となることが望ましい。 B，n5の影響は河辺で相殺

される。 Bm5の各要素は左辺には1より小なる寄与しかせず，一方で右辺

へは了度lだけ寄与するから，Bm5はできるだけ小さいことが望ましいで

あろう。 (B，υ'Bf)¥Sの各要素に対するんは左辺にだけ寄与するので，でき

るだけ多いことが望ましいが，特に，B，¥Sの要素に対するんを大きくす

ることの効果は大きいと言える。従って， 5を逐次持上げる場合には，まず

B，¥Sの各姿索について行ってから，Bf¥Sの要素に進むのが良いであろ

う。ファセットのもとになる最小被覆の望ましい構成がはっきりするように

上の定理を単純化すると，

E系3.2] 5C(B，UBf)が最小被援であるとする。この時 (3.3)が成立す

れば Sから作られるブァセット (2.8)はすべて切除平面を定める。

(3. 3) L:iEsn町(l-xj)<l

容易に示すことができる [4]が， (3.3)は，最小被覆不等式

L:iE尚三玉151-1

がど生を切除するための必要十分条件である。

次に，このような望ましい構成の最小被援を (RKP，k)の最適解 β から

求めることが可能かどうかを検討する。

E補題3.3] (RKP， k)， k=O， 1， 2， において，Bfキ世は (3.4)が成立

するための必要十分条件である。

(3. 4) 2jiEB1IJBfaj>σ。
[証明J] (3.4)が成立すれば Bfチ4であることは，x*が実行可能であ

ることから簡単に導かれる。そこで Bf千世とする。 x*が定義により実行可

能なので次式が成立する。

(3. 5) おjEBIUBfajxj~三σ。

この式が等号で成立する時には明らかに (3.4)が成り立つ。 (3.5)が厳密な不

等号で成立すると仮定する。この時， VlJ V2f "'， Vk の中に少くとも一本は
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げで等号が成立するものがある(さもなければ，げは最適解であり得な

い)。これを V，とする。 V，の巧(i己B，)に対する係数は正である。もし非

jEなら，xi の{自を;i~ÚJJ!lさせて，より良い可能併を作れることになりげの続

適性に矛盾する。従って，

Xj=l "iEB1UBj 

支j=O 'tJiEN¥(B，UB，) 
なる解主は V，をj怖さなし、。定義により V，は妥当であるから，己れは支

が KPの実行不可能解であること，すなわち (3.4)が成立することを怠味

する。

補題により，B，UB，が被援であ 9， これからいくつかの要素を落して最

小被夜を作ることができる。この最小被後は B，が被覆ではないことから，

少くとも 1個は，B，の要素を含んでいる。従って，次のまE裂を得る。

[定理3.4] (RKP， k)， k=O， 1， 2，…において B，チ世であれば，

SnB，手世かっ SC(B，UB，)

なる最小被覆 Sが存在する。

この定理が存夜を保降する最小被覆は通常復数個I BtUBfが大きい場合に

は多数存をする。そうしたものの中で，定理3.1との関連で有利な最小被覆

を選択的に構成するには，次の手順が自然であろう。

S1: B，に B，の婆索を遂次，適当な順序で)JIlえて被覆 Sを作る。

S2: SnB，の要素で，除いても被穫の条件を侵さないものを S からはず

ム
ヨ。

S3: B，の要素で，除いても被穫の条件を佼さないものを Sからはずす。

各手順で加えたり， 除いたりする順序が異ると異った最小被覆を得る。系

3.2からわかるように特に重要なのは，Bfの中のどの部分集合が Sに残る

かである。

式 (3.3)の左辺の小さい最小被覆を求めるには， S1で次の 0-1ナップサ
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ック問題を解き，その最適解に対応する Bfの部分集合を加えれば良いこと

は明らかである。

最小化 L]iEBf(l-xj)Yi 

LJiE8/ajYi>向-L:iEBlaj 
YiE{O， l} VjEBf 

この問題を厳密に解くことができれば，52も不要であり好都合である。し

かし，Bf が大きい時にはこの問題自体， 解くことが難しし、。そこで，Sl， 

52では次のような近似解法を採用する。

51A: S=B，から始め，被覆ができるまで，

(l-xj)jajの小さい順に jEBfを Sに追加する。

52A: SnBfの要素を xjの小さい阪に調べ， それを絡しても被覆の条件

を侵さない時，Sからはずす。 ノ戸。¥

切除の深さは (RKP，k)の最適{宣の減少量で君主!られるであろう。ェj(jEBf)

が整数化された場合の目的関数僚の変化量は，他の xiの{直の変化を考慮に

入れなければ，悪くとも@・叩n{xj，l-xj}である。そこで，

5 1B: S=広から始め，被覆ができるまで，@・抑制xj，l-xj}jajの大き

い阪に jEBfを Sに追加する。

52B: 52Aと同じ。

とするのも一法であろう。前者をアルゴリズム 5A，後者を 5Bと呼ぶこと

にする。

5A，5B，あるいは他の適当な方法で定理3.1を満足するファセットを与え

る最小被穫を構成できるかどうかを，前もって判定することは難しい。これ

は， (2.8)の s;の錨の正確な予測が函難なことによる。 しかし， (3.3)を満

たす最小被覆が存在するかどうかについては，簡単な場合については調べら

れる。

E定理3.5] (RKP， k)で IBfl=lなら，最小被覆 SC(B，UBf)は(3.3)

を満たす。
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[証明] 定理3.4により，[SnBf[=lであり，しかも，O<xj< 1 (jEBf) 

が成立するから，明らかである。

[定主主3.6] (RKP， k)で Bf={jυj，}(j，くん)であるとする。また，

a~=ao-2JiEB1a; 

とおく。この時 a~=ajll xjj十xjz=l，Cjl =Cj2 であれば x*で xjt=l，

Xf2=Oとおいたものが整数最適解であり，これ以外の場合には， (3.3)を満

たす絞小被覆 SC(B，UBf)が存在する。

[証明3 明らかに.ail 十aj2>a~ が成立する。

αjt>a~ であれば， B，υ{j，}が被覆であり，定理 3.5と問様にして， (3.3) 

を満す Sの存在を示すことができる。

a;ミ三 af' ミ~aj2 とする。 a~=ajh Xjl十xjz=lかつ Cjl=Cj2なら明らかに，

定理は成立するo xjl+xj2=1 が成立し a~=ajl か Cjl=Cj2のいずれか一

方， あるいは両方が不成立であるとすると，げが最適解であることに矛盾

する。そこで，Xfl +xjz<lとすると，これもげの最適性に矛盾する。従

って xjl+Xf2>1が成り立たねばならない。この時，k=l， 2に対L.，

B，U{j.}は仮定により被覆ではないから，BfCSなる最小被獲 SC(B，UBf)

が存在することになる。この Sに対し (3.3)が成立することは Xjl十xfz>l

から容易に示すことができる。

残念ながら，[Bf[=3の時 (3.3)を満たす最小被覆が存在しない場合があ

る。その例を次に示す。但L.， (3.2)を満たすファセットを与える最小被獲

が存在するかどうかは，未解決の問題である。

例3.1 次の数値i7iJを考える。

最大{t 102x， + 124x， + 191x，十11lJら+85x，十146x，+11x， 

+136ぬ+90Xg+62xIO+176xll+ 175x12 + 47x13 

+ 166x14十94x15+ 50X16十157x17+80X18十l06x19十123x20

190x，十188x，十171x，十159叫+141x， + 130xo + 128x， 
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十125x.+ l07x9十99xlO+86xll+ 74xl2 +70乞日+70x14

+61x15十43x16十36xl7十35xl8十24x19十19x:w話 191

この問題を次節で述べるアノレコリズムで解くと，次の2つのファセットが迫

力11された問題の最滋解として x;2=O.9474，X;4 =0. 0526， X;(i=O.0526， X;1 

=X;s=X;g=x;o=l，他のェ;=0を得る。

" 3x， +3X2十2x，+Z布十2x，+2::::x;十時7十X20;;;玉3
i=~ 

" 3xj +3xzート3x，十2x4+2xs十:EXi+XI5十XI1+X19:;玉3
1=6 

このf!iIJでは

B，口 {17，18，19，20}，B，={l2，14，15} 

であり，a;=77>74(=司，，)である。従って， J5nB，Jミ2でなければならな
い。この時. (3.3)の友辺の最小値は 1であって (3‘3)は不成立となる。

4. 新角lf法の構成と有限性

ftÍj節で検討したように • (RKP， k)の非整数最適解が与えられた時， これ

を切除する初等約ファセットがいつも存在するという保証はない。しかし，

初等的ファセットは常に整数係数なので.(RKP， k)に対して， 切除平蔀iと

なるファセヅトが見つからない時には，いつでもGomoryの小数法を適用

できる。前節では追加制約式 VllVZJ 日 ，Vkが妥当であることだけを仮定し

ていたので，これらのうちのいくつか，あるいは全部が Gomory カットで

あっても良いのである。

1主要なことは， Gomoryの小数法と，前節で展開した切除平illIとなるファ

セットは，互に両立するとし、う事実である。 Gomoryの小数法のどの段階で

あっても，切除平間Iとなる初等的ファセットが見つかればこれを追加制約式

として利用して良く，また，その逆に，切除平面となるファセットが発見で

きない時に Gomoryの小数法の切除平商を用いることも可能である。

初等il'Iファセットを主たる追加11i1J約式として用いる切除平面法を次のよう

に構成する。
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[新解法]

1. k=Oと寵く。

2. (RKP， k)を解く。 x*が整数ベクトノレなら終了。さもなければ3.へ。

3. 初等的ファセットを求める。

4. 求めた初等的ファセットが切除平而になるなら 6.へoさもなければ5.

J¥。
5. Gomoryの小数法の切除平闘を求める。

6. k=k十(追加した制約式の本数)として2.へ。

ここで， 5.では非整数行の中で最も '1，に近い行をソース行とすることに

する。こう定める確固たる原拠はなし、。しかし，小数i部分が0.5に最も近い

時，非投数性が最大だと考えられるが，一方，小数法の切除、平面は非整数億

をとる基底変数が投数値をとるための必主主条件から導かれることに波Eすれ

ば，このようにソ一月行を選ぶことによって，深い切徐が実現されると期待

するのは自然であろう。

初等的ファセットを求める手j煩は大きく 2段階に分解できる。その第一段

は最小被覆を求めるものであり，第二段は逐次持上げを行うものである。

第一段では，まず7ノレゴ世ズム SAにより最小被覆 SAを求める。 SAが

(3.3)を満たす時には，SAに対して第2段を行った後で再び第一段にもどり，

アノレゴリズム SB1こより 2つ目の最小被覆 SBを求め， 第2段へ進むもの

とFる。

第二段では最小被覆を持とげる倣序 S(2.を参照)が重要である。定理3.1

の後で行った検討を参考にし，次のように定める。

$= (j1J "'， ju， ia+l'…，'h， U+h "'， j，) 
) 一一一B，¥S Bf¥S N¥(B，UBf) 

但 L，Jt，…I ja: cjlajの非増加版，

10+11…， Jb・S2"あるいは S2Bで除去された要素を勾の非増加順に

並へ，その後に飢えあるいは Shで採用されなかった

要素を，当該のステップと同じ傾に競べたものを， つな
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いだもの，

jHlt…，jt: jの値の大きい順，

である。

順序sに従って， 各j，(1 ~玉 l孟 t)に対し次の操作を行い，式(2.8)の係

数silを定める。

[逐次持上げ]

L 1: hilの決定

L2:hEIならんl=hi1 と{泣く。

L3・j，E]で定理2.2を満す場合にはん，+1とする。

L4: j，E]で定理2.2を泌さなければ.sil=hilと置く。

SAに対する持 kげ結果の不等式(2.8)を VA)SB に対するものを v.と
する。これらは L4のケースが発生しない限りファセットである。 L4のケ

ースが発生すればファセッ fである保証はないが，明らかに妥当である。ま

た v.が生成される時に Vλ は，系 3.2により切除平商になる。
提案した解法では，繰返しー図当り，追加制約式の本数は 1~2 である。

新解法の有限性は， ファセットが高々有限個しか存在しないことと，

Gomoryの小数法が有限であることから容易に導かれる。文献では小数法の

有限性の証明に際して，ソース行選定の別の基準を用いているが，必要なら，

我々のソ一月行選択基準を変更すれば良いので.これは本質的なことではな

し、。

以下では数値171Jを用いて説明を補足する。

例 4.1 (Taha [18J) 

最大化 13xJ十14xz十均十5x4+10x5十6x7十2x，十2Xg

14xI十12，九十llxaキ10巧+8x，+3x，十2叫+2x，十Xg;三玉17

x;={O.l}， i=1，2，…，9 

この筒題に対する (RKP，O)の最適解は，

β=  (0， '/，，0，0，1，0，1，0，1) 

である。アノレゴリズム SAの SL，により，
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，'fu5/fr干、γて
SA= {2， 5， 7， 9} 

であり，定理3.5により 52"は省略できる。 53では Cilajの小さい阪に

jEB，を Sから落せるかどうかを検定すれば，結果は

5A={2，5} 

であるoS.4詔 (7，9， 8， 6， 4， 3， 1)であるから， (2劫， (2.10) と L1~L4 により

逐次持上げを実行すれば，

h，=O， 7EI， s，=O 

h，=O， 9EI， s，口 O

h，=O， 8EI， s，=O 

h，=O， 6EI， s，=O 

h.=O， 4Ej， 11.=1 

h3=0，3Ej， Z(3)='/.<1， s3=1 

h，=l， 1EI， 11，=1 

t'tって，

VA.' xj十時十X3+品十均三玉l

を得る。 VAはL4を逸らないからファセットであり，5Aが (3;3)を満すか

らd を切除する。 IB，I=1であるから 5Bは 5A に一致し，VBは VAに

一致する。 VA を追加して (RKP，l)を作成L，これを解けば， 次の整数最

適解を得る。

日=(0，1，0，0，0，0，1，1， l) 

例4.2 (Gomoryの小数法を利用)

最大化 97x，十llxz十97x3 + 44x. + 89x， 
十91x，+622ピ，+36セ8十89x，十83xlO

94，ピ，+64:む'2+ 61xa十43叫+40X5

十39x，+ 38x，十31.<，+ 29x，十llXIO;;;玉94

XjE{O，l}， i=1，2，…， 10 

毎回の最適解と追加古i約式(ファセット)を瓶に設けば，
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τ*= (0，0，0，0， 0.375， 1，0，0，1，1) 

SA出 {5，6，9}

VA: 2X1十%2+X3+:ら+品+均十X，十均三三2

Vn=VA 

計 =(0， 0， O. 6818， 0，0， O. 3182， 0， 0， 1， 1) 

SA = {3， 9， 10} 

V.4: 2x1十品+X3+均十X"三五2 (j田抽)

VB=VA 

日=(0， 0， 0.4688， 0，0，1，0，0， 0.5312， 1) 

SA= {3， 6} 

VA: X1十島+X3+%6豆1 (j口世)

VB=VA 
日早(0，0，0‘4545， 0， 0.4545， O. 5455， 0，0， O. 5455， 1) 

SA={3，6} 

このSAからは立直前の VAと同じものが得られるので切徐平面とはならず，

一方，らは (3.3)を満さないのでSBは作られない。従って小数法の切除平

面が{乍られる。それは，

5x1 + 3X2 + 3X3十2x4+2x5+2x6+時十Xs十2x，+向。三三5

であり，これを追加して解けば，

げ=(0， 0， 0， 0， 1，1， 0，0，0， 1) 

尚，上の計算を行ったのと同じ精度で.Gomoryの小数法を適用してみたと

ころ，誤差の累積(許容値 0.5x 10-')により， 6本の切徐平面1が追加され

たところで，途中打切りとなった。計算誤差の監視は新解法でも行っている

ので，本例の場合はファセッ「を利用することによ担うまく解けるようにな

る。コンビュータ・プログラムについては，次節を参照のこと。

5. 笑験結果

提案した解法と小数法のコンピュータ・プログラムを作成1..-，一様乱数を

利用して作成した数値仰jによる実験を行った。その内容と主たる結果を述べ
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る。

新解法は小数法のアルゴリズムの切除平面作成の直前に，初等的ファセッ

ト作成を試みるノレーチ γを追加したものであると言える。

実験の中心となる小数法のコードとして， Land and Powell [8Jの MIF

(Method of Integer Form)を若干修正して用いた。 MIFでは，緩和問題の

最適解げを得るたびに，すべての非整数行をソース行として切除平聞を生

成し， 追加している(サフソレ チγINTCON)が， これを毎回 1枚づっ追

加する(ソープ、行の選択は新解法の 5 と河じ)ようにしたのが主要な修正

点である。この変更は整数最適解を得るまでに必要な追加制約式の本数を確

認するために行った。その他に，系統的に苅題例を作り出すルーチ γ，笑験

結果の集計表などを出力するノレーチンなとeを追加したが，いずれも解法その

ものには無関係である。尚，浮動小数点演算は倍精度 (8パイト)を利用L-，

最適点では活性でない追加制約式を除去するノレーチンがある。しかし，小数

法は，問題を定義するすべての定数・係数が整数であることを条{牛にしてい

るので，係数の正競化は行っていなし、。

新解法のプログラムは，上述の修正を施した MIFに，前節で述べたアノレ

ゴリズムの 3，4の部分を追加して作成した。この局面では MIFに対する重

要な修正は不要であった。

実験に用いた問題例は変数の個数10，20，30，50，100のものである。各ケー

スとも， 20題づっ解いた。各問題例の発生には，次のように一様乱数発生用

サブルーチ γ(臼立製作所版 RANDUN)を使った。初期値には，変数の個

数 nに関係なく 3457を使い， 連続して 0~1 の一様乱数を発生L-， これに

1:1現傾 AMAXを乗じて整数化L-， l~AMAX の整数君主乱数 20(2n +1) 佃

を作成した。これを先頭から 2n十1個づつに区切り，その前半の nj闘は発

生般に目的関数の品，X2.'.・ X.の係数とし，後半の n十1個を大きい阪に並

べかえて制約式を作成した。すなわち， 最大のものを α。とL-， 2番目以降

を煩に.a1， a2.'…， a.とした。
係数の正規化を行わないので， AMAXの大きさが逆マト世クス計算の精
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度に影響することが予想される。一方， AMAXを閑定すると n が大きく

なるにつれて類似の数値が現われる可能性が向くなり，閲覧Eの数値的型が変

化するであろう。そこで AMAXを n と共に変化させる場合と，回定する

場合とを比較する必要があろう。

AMAXを変化させる場合，逆マトリクス計算誤差の許容限界をいくらに

設定するかが判断の難しいところである。 MIFでは O.5x 10-'を使ってい

ること点、ら

い) O.5xlO-' 

(b) O.5xlO一切AMAXjlOO

(c) O. 5 x 10-' x (刷AXjlOO)'

の3種類の方法で設定した。予備的検討の結果， 伝)が最も適していると判

断できたので，以下では，この場合をとり tげて報告する。尚，許容限界の

"

1
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7
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変更に AMAXx100を使うのは， AMAX=100， n=10の時，全問題例を

厳密に解けたのと，AMAX=10nと設定したことによる。

図 5~1 は， 20題中， 厳密に解くことができたものの個数を， 変数の個数

nに対してプロットしたものである。実線は AMAX=10nとした場合，一

点鎖線は AMAX=200に固定した場合である。また， 太線は新解法を，

細線は小数法を表わしている。 AMAXの設定法がどちらであっても，新解

法の方が良い結果を与えている。しかし，小数法で厳筏鮮を求めることがで

きた問題を，新解法では解けない場合もあり， 特に，n=100で AMAX出

10 nとした場合には小数法の方が多数の問題を解いている。勿論，小数法が

解けない問題を新解法が解いてしまう場合が多いことは凶から判断できるで

あろう。

そこで，平均的にはどちらの解法が最適解によワ接近して終了したかを調

べたのが図 5~2 である。これは，雨解法とも解けなかったか，一方だけが解
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けなかったかした問題の，アノレゴリズム終了時の目的関数値の差(小数法

新鮮法)の平均flliiを示したものである。 もとの問題が最大化問題であるか
ら，これが正であれば新解法の方がより数数最適I~平に近づいていたと言える。
凶で( )内の数は該当するケース数であるoケース数が少なすぎるところ

が若干問題であるが， いづれの場合とも， 新fu手法の方が良いこと， 特に，
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AMAX=lOn， n出 100の場合には， 厳密に解いた問題の偲数が少ないにも

かかわらず断然新解法が優位であることが見てとれる。

我々の研究目的からすれば，このような差が生ずる原因を知ることの方に

一層の興味がある。

関5-3は新解法については，追加されたファセットと Gomory の切除平

面の枚数を，小数法については，追加された切除平訴の枚数を，各々，厳密

解が求められた問題の倒数に対する平均値を示したものであるonが小さL、

範凶では新解法の方が追加制約式の本数がはるかに少なく，ファセットによ

る切除平聞が深いことを予怨させる。 しかし，これは n の増加とともにあ

いまいになり， AMAX=200の場合にはむしろ，新鮮法の方が圧倒的に多数

の制約式を追加している。Gomoryの切除平I首の枚数だけを比較すれば，明

らかに新解法の方が少ないことが読みとれる。このことから，ファセットの

利用は必らずしも深い切除平面を実現することを意味せず，実用規模の大型

の問題では，むしろ，係数が小さいことによって計算精度の慈化を抑える点

での効来が大であると予想させる。
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図5-4 利用された初等的ファセットの階成比率
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|盟5-4は. AMAX=10nである場合の， 追加1~j約とされたファセ y ドの

燐成比率を示したものである。図中.Liは4で述べた遂次持上げのステッ

プのうち， Liまでで決定されたファセットの集合を示す。 zが大きくなるに

つれて，復雑なファセットになると言えるから，明らかに，呼の増加ととも

に復雑なファセットの構成比率が高くなっている。それと共に，最安1百解の求

められるケース数が低Fしているので，初等的ファセットは，変数の偶数が

大なる場合の重要なクラスのブァセットをカバーしていないものと思われ

る。これは，求めたファセットが切除平岡とならない場合(つまり，追加L

た Gomoryの切除平聞の枚数)が多くなることからも窺える。

総合的に見て，ファセットと Gomoryの小数法の切除平函は互に補完的

であって，どちらか一方だけで済ませるのは得策とは言えないであろう。変

数の偶数が少い場合には，ファセットと Gomoryの切除平面が一致する場

合も散見される。

最後に，初等的ファセットと Gomoryの切除平簡を比較すると. 1持者で

は係数・定数ともに，大きくとも 2桁の数なのに対L. 後者では時に.4桁

にもなることがあるという，大きな違いが見られた事を指摘しておく。これ

が，ファセットを利用することによって計算精度の低下を抑えることができ

る理由であろう。

6. 結論と今後の課題

0-1ナップサック問題の制約多面体の， 最小被覆をもとにして求められる

初等的ファセットが切徐平面となるための条件を明らかにした。また，緩和

問題の最適解において非整数値をとる変数の倍数が1か2であれば，切除平

面となる最小被覆不等式が存在することを示した。さらに，切除乎面を与え

やすい最小被覆の求め方および逐次持上げの手順を検討し，こうして得られ

る初等的ファセットを Gomoryの小数法の切除乎函のかわりに利用するア

ノレゴリズムを構成した。

このアノレゴリスムのプログラムを作成し計算実験を行った結果から，次の
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ような事実が判明した。提案した新解法は Gomoryの小数法よりもうま《

0-1ナップサック問題を解く。 これは生成した初等的ファセットが小数法の

切絵平函よりも深く切除することによる，とは考えにくい。むしろ，不等式

の係数が小さいことによって，言I#'/精度の低下が拘]えられることによると考

える方が自然であろう。一方，初等的ファセットの族は，変数の偲数が大で

ある場合の重要なクラスのファセットを含んでいないことが強く予想され

士二。

本研究によワ， 0-1ナップサック問題の師法にファセットを応用する接近

法が有効であることが明らかにされた。よワ一般的な 0-1問題で Gomory

の小数法が応用できる場合には，初等的ファセッ lを合せて利用するのが良

いと言えよう。切除平面の生成には結局制約式集合の中の一本に注目するか

ら，在来の切除平百司法が適用できない場合であっても，初等的ファセットを

利用することが可能であろう。

このような方向の研究には，すでに [4]がある。これは，プァセットを切

除平商として利用し，もとの問題にこれを追加することによって，より緊密

(tight) な制約条件式集合を得， 制約条件式集合が緊密であること等に着目

して改良を加えた B-B法 (Branch.and.Bound法)を実行する方法を提案し

たものである。報告された計算実験の結果はこの方法が1読めて有望であるこ

とを示唆している。この方法は構造的にはお]， [12]における対称巡回セー

ルスマン問題に対するものとほぼi司じである。しかし，そこでのナップサッ

ク多留i体に対するフプセットの持上げ方法が本稿のものと異っており，生成

された追加不等式のうち何%が実際にファセットであったかは不明である，

など，ファセットの応用という観点から見れば課題を残している。

さらに，本稿で指向した基礎研究の函でも多くの課題を残している。例え

ば，最小被寝の作成法や逐次持上げ手j煩の改良， Gomoryの全数数法との結

合の検討，問題の数値的裂の変化とファセットの有効性の相撲Jなどがあげら

れLる。

この方向での研究はまだ絡についたばかりであり，今後多くの試みがなさ
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れるべきだと考える。!i~合被後問題などは次の応用対象として手頃であろ

う。

終りに，本研究における計算実験は一部，北海道大学経済学部嶺野辛子助

手に手伝っていただいた。記して謝意を表わしたい。尚，実験は北海道大学

大型計算機センターを利用して行った。
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