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第 1章

序
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日間

1.1 
車
問
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皆同

近年の計算機技術の急速な進歩に伴って，人間が行ったとすれば知的な能力を必要とす

るであろう仕事を言七算機で行おうとする要求が増えつつある.例えばプログラムを書く

とか，質問に答えるとか，定理を証明するといった仕事で、ある.人工知能は言七算機にこの

ような仕事をさせようという言七算機分野の一つで、ある.1960年代後半は，人工知能の分野

において急速に定理自動証明に対する興味が高まった時期で、あった.このことは，論理的

な演揮が人間の知能の中心部分になっているという見方が強くなってきたことだけでなく，

定理自動証明についての技術カヲド常に進歩してきたことによるものであろう.

定理自動証明は，ある論理式カ可也の論理式から論理的に帰結できることを示すために，あ

る一論理式が恒偽(または，恒真)であることを示すものである.その応用として，質問応答

システム，プログラムの分析や合成などに適用されている [Chang(3). 1936年に Church

とTuringは任意の第一階述語論理式が恒偽であることを示すための一般的な手続きは存

1 
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在しないことを証明した.しかし，論理式が実際に恒偽であるときにはそれを証明する手

続きは存在し，恒偽でない論理式に対しては，これらの証明手続きは一般には停止する保

証がないことも明らかとなった.

定理自動証明の研究の基礎は 1930年に Herbrandによって築かれた.Herbrandは与え

られた論理式を偽にするような解釈を見つけだす手続きを考案した.彼の方法は，論理式

が実際に恒真であれば，有限回の試行後に停止するものであったが，この方法は言七算機が

発明されるまで実行は不可能であった.Gilmol、eはHerbrandの方法を詐算機ではじめて

実行した.Gilmoreの方法は，実行中に命題論理式を次々に発生し，その充足可能性を一

定間隔ごとに検査する方法であったが，命題論理式の充足可能性を検査する部分の効率が

悪く，後に Da"¥'isとPutnamによって効率化がなされた [Davis60J. しかし，この改良も

十分なもので、はなかった.

画期的な突破口を切り闘いたのは， Robinsonによる導出原理で、あった [Robinson65J.こ

の導出原理に基づく手続きは それまでの手続きよりはるかに効率的である.導出原理が

発表されて以来，この方法を改良した方法カ雪数多く提案されおり，現在の定理自動証明手

続きは，この導出原理に基づくものがほとんどである.

最近になって，定理証明を命題論理式の充足可能性問題を繰り返し解くことに帰着する

リダクション手法が再び7主目されてきた.その理由として，言七算機技術の進歩と命題論理

式の充足可能性を判定する手続きの効率化が挙げられる.実際命題論理式の充足可能性

問題は，ある特定の性質をもっ難しい問題以外は，かなり高速に解けることカ曹長告されて

いる.

リダクション手法としては， Leeらが提案している Hyper-Linking Strategy，及び，

.Jeroslowによって提案された部分例示手法がある [Lee92] [.Jeroslow 88].部分例示手法
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は，論理式中の一部の変数にHerbrand空間の要素を代入した論理式を次々に生成し，その

充足可能性を繰り返し判定して定理証明を行う手法である.特に，充足可能性問題を繰り

返し解くことで得られる解釈を用いる点に特徴がある.しかしながら 1988年の Jeroslow

の急逝により，部分例示手法に関する研究は多くの重要な問題点が未解決のまま中断した.

その研究は，関数記号を関数記号を含まない論理式を対象としたものでしかなく，導出原

理に基づく方法に比べて より小さいクラスの問題にしか適用できない段階であった.ま

た命題論理式の充足可能性問題を解く際の言博効率が悪いなどの欠点があった.

102 本研究の目的

本論文は， Jeroslmvの提案した部分例示手法に基づいて， J町、oslowの方法の欠点について

検討し，それを改善した新しい定理自動証明手続きを構築することを目的とする[山本 94]

i山本 95].本論文で提案する手続きは，関数記号を含む節形式の論理式に対して適用可能

である.また，本論文で提案する手続きが完全性をもつことの証明を与えている.完全性

とは，実際に恒偽である論理式に対しては，その論理式が桓偽であることを証明すること

が可能であることをいい，定理自動証明手続きがもつべき重要な'性質の一つである.さら

に，導出原理に基づく定理自動証明手続きとの比較実験を行い，その有効性について検討

している.その成果は 以下のように要約できる.

(1) J eroslmvの方法と比較して，より大きなクラスに含まれる問題に適用可能である.

(2)節形式を前提としているため，命題論理の充足可能性を判定するための効率のよい

アルゴリズムを用いることができる.

(3)導出原理に基づく方法では証明が困難な問題の中で，提案した手続きでは容易に証
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明可能な問題が存在することを示している.

本論文は全6章で構成されている.各章の概要は以下の通りである.

第1章は序論であり，本研究の背景とその目的について述べている.

第2章では，本論の準備として記号論理の基礎について述べている.本論文で提案する定

理自動証明手続きは，命題論理式の充足可能性問題を繰り返し解くことにより定理証明を

行うものである.このため，記号論理におけるもっとも基本的な体系である命題論理に関し

て，特に，解釈や充足可能性について説明している.また，第一階述語論理の基礎として，

任意の論理式が充足可能性を変えることなしに節集合へ変換が可能であることを示してい

る.そして，節集合に対して充足可能性を判定するための重要な定理である， Herbrandの

定理などについて説明している.本論文で提案する手続きや現在まで提案されているほと

んどの定理自動証明手続きは，この Herbrandの定理を基礎としている.

第3章では，定理自動証明に対するこれまでの研究の中で，最も一般的な導出原理に基

づく方法を説明している.導出原理は 2つの節から新たな節を生成するための推論規則で

ある.導出原理に基づく定理自動証明手続きは，この推論規員りを節集合に対して繰り返し

適用し矛盾を意味する空節を導くことを自的とする反駁手続きである.また，本論文が基

礎としている部分明j示手法の基本的概念について述べ， Jeroslowが提案している方法につ

いて詳しく述べている.そして， Jeroslovvの方法を用いて実際にコンピュータによる定理

証明を行う際の問題点について指摘し，本論文で提案する手続きの目的を明確にしている.

第4章では，節形式の論理式に対して適用可能な部分例示手法に基づく定理自動証明手

続きを考案し，その詳細について述べている.手続きは， (1)命題論理式の充足可能性問題

を解く， (2)純障害物と呼ばれる原子式の組を見つける， (3)その純障害物を解消するため

に節集合に新たな節を加える，の 3つの処理を繰り返すものである.本章では，これらの
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処理の詳細についてそれぞれ例題を交えて述べている.さらに Jeroslowの方法との相違

点などについて論じ，今回提案した手続きでは， Jeroslowの方法では不可能であった関数

記号を含む論理式を扱うことが可能となることを示している.また，提案した手続きの完

全性を証明している.

第 5章では，提案した手続きの効率化のため，命題論理式の充足可能性問題に関して，

(1)いかに高速に解くか， (2)どのよつな解が有効であるか，の検討を行なっている.その

際，導出原理に基づく定理自動証明手続きとして有名な OTTERとの計算機実験を行い，

提案した手続きの特徴を明らかにしている.

第6章では，本研究の結論及ぴ今後の展望について述べている.



第 2章

記号論理の基礎

本論文で扱う定理自動証明は，第一階述語論理の枠組みにおいて行われる.また，提案

する手続きは，定理証明を命題論理の充足可能性問題を繰り返し解くことに帰着するリダ

クション手法の一つであるため，命題論理及び策一階述語論理の概念は非常に重要なもの

である.

本章では，定理自動証明手続きについて述べるための準備として，記号論理学の最も簡

単かつ基本的な体系である命題論理と，より一般的な体系である第一階述語論理について

順に述べる.特に，定理自動証明において重要な解釈，充足可能性などの用語ヤ性質につ

いて述べる.

6 
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2.1 命題論理

2.1.1 序論

命題論理においては，真(true)か偽 (false)の値をとり，その両方の値をとることのない

言明文を扱う.このような言明文は，命題(proposition)と呼ばれる.例えば，r海は青い」

や， r天気は晴であるJ， rソクラテスは人間で、あるJ等は命題である.命題に与えられた

「真」または「偽jの値は，真理値(truthvalue)と呼ばれる.命題を表すのに，通常P，Q

f ・ゃP1，九，一-等の文字を用い，これらの文字を原子論理式(atomicformula)，または

単に原子式(atom)と呼ぶ.また，真理値を表すのに，T(真)， F(偽)を用いる.

このような原子式を用いることでもっとネ懸住な言明文，すなわち命題をつくることがで

きる.例えば，rもし海は青いならば天気は晴であるJや，r海は青いかつソクラテスは人間

であるj等である.このとき，rもし・・・ならば.• • J (合意)や「ー・かっ.• • J (連言)は，論

理結合子(logicalconnectives)と呼ばれる.命題論理において用いられる論理結合子は以下

の5種類とする.ただし，()内は，それを表す記号とする.否定(rv)，連言(八)，選言(v)，

含意(→)，間借(←→).

以下では，論理式(formula)を定義する.

定義 2.1.1

論理式は以下のように帰納的に定義される.

(1)原子式は論理式である.

(2) Pが論理式ならは (rvP)も論理式である.

(3) P， Qが論理式ならば，(P八Q)，(P V Q)， (P→Q)， (P -H Q)も論理式である.
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(4)以上の規則から生成されるもののみが論理式である.

例えば，(P→ (Q V R))や ((PV Q)八((rvP)))は論理式であるが，(P→)や (P八)な

どは論理式ではない.

また，論理結合子に以下のように左から高い優先}I町立を付け，優先順位の高い論理結合

子の結合を優先することで無駄な括弧を省略することにする.

rv 八， V，→，←→

例えば，P→ QVRは(P→ (QV R))を，(P V Q)八rvpは((PV Q)八((rvP)))を意

味する.

2.1.2 命題論理式の解釈

論理式の真理値は，その論理式中の原子式の真理値にのみ依存して決まる.P， Qを原

子式とし，その原子式の真理値と論理式(rvP)，(P八Q)，(P V Q)， (P→ Q)， (Pf-+Q) 

の真理僚の対応は以下の表2.1のようになる.このような表は，真理値表(truthtable)と

呼ばれる.

この対応から，どんな複雑な論理式の真理値もその論理式中の原子式の真理値のみに

よって決定できる.例えば，P， Q， Rの真理値をそれぞれT，T， Fとすると，論理式

(P→(Q V R))の真理値はTとなることが容易にわかる.

P， Q， Rに割当てた真理値の組は論理式(P→(QV R))に対する解釈(interpretation)

と呼ばれる.以下で，解釈を定義する.
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定義 2.1.2

命題論理式 Gが与えられ，A1' A2，"'， AnをG中の原子式とする.このとき，A1' A2 

，-vARにTかFのどちらか一方を割当てたものを Gの解釈という.

解釈を表すのに {n~l ， n/'2，"'， lnn}を用いることがある.これは，mi(l三z三η)がT

となるような原子式への真理値の割当てである.ただし i7liはんか~んのどちらかで

ある.例えば，P， Q， Rに対してそれぞれT，T， Fを割当てる解釈は，{P，Q，rvR}と

なる.一般に，論理式が '1"1個の原子式を含むならば，その論理式に対する解釈は 2n個存

在する.

2.1.3 命題論理式の充足可能性

論理式 PVrv Pを考えてみよう.この論理式に対する解釈は， h = {P}とh= {rv P} 

の二つである.この二つの解釈に対して，論理式の真理値は共に真となる.このようにす

べての解釈において真となる論理式のことを悟真式(validformula)または，トートロジー

(tautology)と呼ぶ.

反対に論理式P八rvpのようにすべての解釈で偽となる論理式は，恒偽式(inconsistent 

formula)，または，矛盾(contradiction)と呼ぶ.

定義 2.1.3

ある論理式がすべての解釈で真(T)であるならば，そのときに限ってその論理式は恒真

( valid)であるという.



2.1 

定義 2.1.4

ある論理式がすべての解釈で偽(F)であるなら;えそのときに限ってその論理式は恒偽

(inconsistent) ，または，充足不能(unsatisfiable)であるという.また，それが充足不能で

ないとき，そのときに限ってその論理式は充足可能(satisfiable)であるという.

従って，充足不能と恒偽は間じ意味であるが，充足可能と恒真とは同じ意味ではない.ま

た，論理式Gがある解釈Iにおいて真となるとき，1はGを充足する (satisfy)，または，

GはIによって充足されるという.逆に，論理式Gがある解釈Iにおいて偽となるとき，

IはGを偽にする (fal司令)，または，GはIによって偽になるという.さらに，論理式G

が解釈Iによって充足されるとき IはGのモデルであるともいう.

2.1.4 命題論理式の標準形

任意の論理式は，論理式問のある等価な変換を繰り返し用いることで，標準形と呼ばれ

る形にすることができる.以下で，標準形の定義を与える.

定義 2.1.5

Pを原子式とするとき，Pまたは，，，-，Pのことをリテラル(literal)という.また，Pを

正のリテラjレ，，，-， Pを負のリテラんという.

定義 2.1.6

lil' li2' . . . ， lim をリテラルとするとき，Fiが

Fi =ご lilVli2V ---V J2m 

という形をしていて，Fが

F コ Fl 八 F2 八・・・八 F~ (nど1)
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という形をしているとき，Fの形式の論理式を連言標準形 (conjunctivenormal form)と

し五つ.

Rは，節(clause)と呼ばれ，連雷標準形は，節形式(clausalform)とも呼ばれる.また，

F = {F1， .. • ， F~} は，節集合 (set of clauses)と呼ばれる.これと同様に選言標準形も定義

できるが，連笥票準形を用いる方が一般的であるので，ここでは連言標準形のみ定義する.

任意の論理式は，節形式に変換することができるが，そのためには以下の等価な式を繰

り返し用いた変換を行う.ただし，F， Gは任意の論理式であるとする.等価の定義も併

せて与える.

定義 2.1.7

F， Gが論理式であるとする.FとGのそのいかなる解釈のもとでも真理値が同じで

あれば，F とGは等価(equivalent)であるという.

F <c-+ G = (F→ G)八(G→ F)

F →GコrvFvG

rv(rvF)=F 

rv (F v G) =rv  F八 ""， G

rv(F八G)='" FV '" G 

(2.1 ) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 

FV (G八H)二 (FVG)八(FV H) (2.6) 

これらの式を用いて，任意の一論理式を節形式に変換するためのアルゴリズムを以下に示す.
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アルゴリズム 2.1.1

step 1: (2.1)， (2.2)を用いて，論理結合子←→，→を消去する.

step 2: (2.3)，・.• ， (2.5)を用いて，否定記号を基本命題の直前にもってくる.

step 3: (2.6)を用いることによって，節形式に変換される.

2.1.5 論理的帰結

以下で，論理的帰結と呼ばれる重要な概念を定義する.

定義 2.1.8

G， Fi， F2，.. • ， F'nをそれぞれ論理式とする.九八九八・・・八九が真となるすべての解

釈において Gが真となるとき，またそのときに担って，GをFl，Fi，・・・ ，F，η の論理的婦

結(logicalconsequence)という.このとき， Fl' F2' . . . ， F'nをGの公理(axiom)，または

仮定(postulates)という.

従って，Gが Fl，Fi，...， F'nの論理的帰結であることを示すためには，九八九八・・・八Fn

が真となるすべての解釈において Gの真理値を調べなければならない.しかし実捺には，

以下の定理によって，ある論理式が恒真であるか，または，恒偽であるかを判定する問題に

帰着でき，その問題を解くことで示すことができる.定理2.1.1は， ~.寅捧定理とも呼ばれる.

定理 2.1.1

論理式 G，Fl， F2' . . . ， F nが与えられたとき，Gが Fl'F2，...， Fnの論理的帰結である

ことと，論理式((九八九八・・・八九)→ G)が恒真であることは同値である.
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定理 2.1.2

論理式 G，Fl' F2.，'・1 九が与えられたとき，GがF1，1古，・・・ ，F~ の論理的帰結である

ことと，論理式 (F1八九九・・八九八 rvG)が垣偽であることは同値である.

Gが Fl，F2，"'， Fnの論理的帰結であるとき，論理式((九八九九・・八凡)→ G)を定

理(theorem)と呼び，Gを定理の結論(conclusionof the theorem)と呼ぶ.この定理が恒

真であることを証明するのが定理証明の手続きである.また，一般的には定理2.1.2より，

(Fl八九八・・・八九八 rvG)が恒偽であるかどうか，すなわち，充足可能性問題を解くこと

によって定理証明を行う.

2.2 第一階述語論理

2.2.1 序論

命題論理では，最も基本的な要素で、ある原子式を使ってさまざまな表現が可能である.し

かしながら，もっと複雑な内容の表現は命題論理のみでは不十分である.例えば，以下の

ような言明文を考える.

.4.1 :すべての人間は死ぬ運命にある. 

.4.2 :孔子は人間である. 

.4.3 :孔子は死ぬ運命にある.

A1， A2から A3が結論できることは明らかである.しかし， A1， A2， A3の雷明文を

それぞれ命題P，Q，Rで表すとすると，命題論理の範囲では，RはP八Qからの論理的

帰結とはならない.
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このように命題論理のみで扱えないような表現を扱うために，述語論理が用いられる.以

下では，第一階述語論理においても，命題論理と同様に原子式，充足可能性などの定義を

与える.

原子式の作るのに，以下の 4種類の君主の記号を使う.

(1)定数 :α，b， c， John 

(2)変数 X，y， z，.. 

(3)関数記号:J， g， Jαther，.. • 

(4)述語記号:P， Q， JVIA.N，・-

本論文では，関数記号を小文字，述語記号を大文字を用いて区別する.また，定数は引

数をもたない関数であると考えることもできる.例えは述語記号を用いた 111A. JV ( J ohη) ， 

L01l E( J ohn， )¥1 ary)はそれぞれ，Johnは人間である，JohnはJ11aryを愛している，な

どを表し，関数記号を用いたfαther(John)はJohnをJohnの父に写像する関数を表す.

η個の引数をもっ関数記号や述語記号は，それぞれ九一変数関数記号 九一変数述語記号と

呼ばれる.

定義 2.2.1

項 (term)は次のように帰納的に定義される.

(1)定数は項である.

(2)変数は項である.

(3) Jが η一変数関数， t1，...， tnが項であれば， J(tl'...' tn)は項である.

(4)以上の規則から生成されるもののみが項である.

以下では，原子式を定義する.
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定義 2.2.2

Pをn一変数述語記号，t1，"'，tnを項とすると，P(t1，...，tn)は原子式(atomicform ula) 

である.

この原子式と前節の命題論理と同様の論理結合子を用いて，新しい論理式を組み立てるこ

とができる.第一階述語論理においては，変数を用いるため，これらの変数を特徴づける 2

つの限定記号'i/，ヨカ可吏われる.xを変数とすると， (γ;17 )はJすべてのzについてJ，(3x) 

は，rある zについてJを意味する.これらは，それぞれ全称記号(universalquantifier)，存

在記号(existentialquantifier)と呼ばれる.

例えば， ('i/ x ) ( .Tv! A.N ( x ) )は， Iすべての zについて xは人間であるJを意味する.ま

た， (ヨx)(LOVE(xぅMαry))は， Iある zについて ;17はMαryを愛するJを意味する.

上で述べた，原子式，論理結合子，限定記号を使って，以下で第一階述語論理における

論理式を定義する.

定義 2.2.3

第一階述語論理式における論理式(formulus)は，次のように帰納的に定義される.

(1)原子式は論理式である.

(2) F， Gか官級式ならば，(rvF)， (F八G)，(F V G)， (F→ G)， (F ~ G)も論理式で

ある.

(3) Fか言紐式 xが F中の自由変数lであれば，('i/x)F， (3x)Fは論理式である.

(4)以上の規射を有限回適用することによって生成されるもののみか言組式である.

1その変数を限定する限定記号が変数の出現位置を束縛していなし、
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これらから， A1， A2， A3の文は以下のように表現される.ただし，j¥1 AN， 1110 RTAL 

はl一変数述語記号，confuciousは干し子を表す定数である.

A1: (Vx)(1¥1AJ¥ヤ)→ 1¥10RTAL(x))

A2: lvIAN( confucious) 

A3: lvIORTAL(cor小lCWω)

2.2.2 第一階述語論理式の解釈

命題論理における解釈は，原子式に対する真理値の割当てであった.しかし，第一階述

語論理における解釈は論理式が変数を含むためにこれだけでは不十分である.第一階述

語論理式の解釈を定めるには，定義域と，論理式中に現れる定数，関数記号，述語記号へ

の割当てを定めなければならない.以下で，第一階述語論理における解釈を定義する.

定義 2.2.4

第一階述語論理の一論理式 Fの解釈(interpretation)1 は，空でない定義域 Dと以下の割

当てからなる.また，このとき IはD上の解釈と呼ばれる.

(1) F中の各定数に対して，Dの要素を一つ割当てる.

(2) F中の各 n一変数関数記号に対して，Dnから Dへの写像を割当てる.

(3) F中の各九一変数述語記号に対して，D九から {T，F}への写像を割当てる.

例えば，論理式(V:-c)(P(x)→ Q(j(x)ぅα))に対する解釈の一つは，以下の表 2.2で表さ

れる.

論理式の解釈を定めると，論理式の真理値を定めることができる.論理式G，Hの真理

値が計算されているとすると，



定義域 Dご {1，2}

定数への割当て

関数への割当て

述語への割当て
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α 

1 

f(l) f(2) 

2 l 

P(l) P(2) Q(l，l) Q(1，2) Q(2う1) Q(2う2)

F T T T F T 

表 2.2:論理式(V:r)(P(x)→ Q(f(:c)ぅα))に対する解釈
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1.論理式'"G， G八H，GVH， G → H， G ←→ H の真理値は命題論理の場合と向様

に求めることができる.

2.論理式 ("iJ;)Gは，定義域 D のすべての要素 Z について Gの真理値が真となるとき

真となり，それ以外は偽となる.

3.論理式(ヨx)Gは，定義域Dの少なくとも一つの要素 zについてGの真理催が真と

なるとき真となり，それ以外は偽となる.

例えば，論理式 (Vx)(P(;r)→Q(1(x)ぅα))の真理債は，表 2.2の解釈において，以下の

ように音ト算することができる.

(1) x = 1のとき，

(2) x二 2のとき，

P(l)→ Q(1(l)、α)) = F→ Q(2ぅ1)

=F  → F 

=T  

P(2)→ Q(1(2)川)) = T → Q(lう1)

= T-→T 

=T  

(1)， (2)より，定義域D上のすべての要素について(P(x)→Q(1(J:)，α))は真(T)とな

るから，論理式 (Vx)(P(:r)→ Q(1(x)，α))の真理植は真となる.

命題論理の場合と同様に充足可能，充足不能についても定義できる.
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定義 2.2.5

Gが真となる解釈 Iが存在するとき，またそのときに限り，Gは充足可能(satisfiable)

であるという.また，その解釈Iは論理式 Gを充足するという.さらに，論理式 Gを充

足する解釈が存在しないとき，またそのときに限り，Gは充足不能(unsatisfialコle)である

という.

定義 2.2.6

Gのすべての解釈が Gを充足するとき，またそのときに限り，論理式 Gは恒真(valid)

であるという.

定義 2.2.7

すべての解釈Iについて， Fl' F2' . . . ， F，η がIのもとで真であれば， Gもまた Iのもと

で真となるとき，またそのときに限り，論理式 GをFl'Fz，・・" Fnの論理的帰結(logical

consequence)であるという.

定理 2.1.1，定理 2.1.2で述べたことは，第一階述語論理に対しでも同様に成立する.

2.2.3 第一階述語論理式の標準形

命題論理においては，標準形として連言標準形について述べた.第一階述語論理におい

ては，連言標準形に加えて，冠頭標準形と呼ばれる標準形とスコーレム標準形と呼ばれる

標準形がある.これらについて順に説明する.

以下では，まず冠頭標準形の定義を与える.
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定義 2.2.8

第一階述語論理式 Fが，

(QIXl)... (QnXn)J.IJ 

の形をしているならば，またそのときに限って，冠頭標準形(prenexnormal form)である

という.ここで，各 (QiXi)(i = 1，・..， n)は(¥ixd，または(ヨ町)， JVIは限定記号を含まな

い論理式である.(QIXd・・・(Q目立、π)を前置部(prefix)， 1¥IIを母式(matrix)と呼ぶ.

第一階述語論理式においても，すべての解釈のもとで二つの論理式FとGの真理値が

同じであるなら，FとGは等価(equivalent)であるといい，F=Gと表す.

任意の論理式を，等価な式を繰り返し用いて冠頭標準形に変換する手続きが存在する.そ

のために必要な等価な式を以下に示す.ただし，F[:r]や H[x]は論理式Fや Hが変数 Z

を含むことを表し， Gは変数zを含まない論理式を表す.また，QはVかまたは，ヨで

ある.

rv ((¥i:r)F[:r]) = (ヨx)(rv F[:r]) (2.7) 

rv ((ヨx)F[斗)= (¥i x ) (rv F [x]) (2.8) 

(Q:r )F[x] V G = (Q:r)(F[x] V G) (2.9) 

(Q:r)F[x]八G= (Q:r)(F[x]八G) (2.10) 

(¥ix )F[x]八(¥ix)H[:r]二 (¥ix)(F[:r]八H[:r]) (2.11) 

(:Jx)F(:r] V (ヨx)H(x]=二(ヨx)(F(斗VHド]) (2.12) 

(Qlx)F[x] V (Q2:r)H[x]コ (QIX)(Q2Z )(F[x] V H[z]) (2.13) 

(Q3x)F[x]八(Q4x)H[x]こ (Q3X)(Q4Z)(F[x]八H[z]) (2.14) 
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以上の式と命題論理における等価な式 (2.2)rv (2.5)を用いて，任意の論理式を冠頭標準

形に変換するアルゴリズムを以下に示す.

アルゴリズム 2.2.1

step 1: (2.1)， (2.2)を用いて，論理結合子←→，→を消去する.

step 2: (2.3)，・・.， (2.5)と， (2.7)， (2.8)を用いて，否定記号を原子式の産前にもってくる.

step 3 : 必要な箇所の変数名をつけかえる.

step 4: (2.9) rv (2.14)を用いることによって，限定記号を論理式の左に移すことで冠頭

標準形を得る.

例えば，論理式 (Vx)P(x)→(ヨ:r)Q(x)は以下のように冠頭標準形に変換できる.

(Vx)P(x)→(ヨx)Q(り=rv ((Vx)P(x)) V (ヨx)Q(x)

コ(ヨx)("'P(x))v(ヨx)Q(x))

= (:3x)( '" P(:けVQ(x)) 

次に，冠頭標準形に変換された論理式に対して，スコーレム標準形と呼ばれる標準形を

求める手続きについて述べる.定理自動証明手続きのほとんどは，このスコーレム標準形

に対して適用される.この標準形への変換は 以下の考え方に基づいている.

1.任意の第一階述語論理式はそれと等価な冠頭標準形に変換することができる.

2.冠頭標準形に変換された論理式の母式は限定記号を含まないから，連言標準形(節形

式)に変換することができる.
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3.充足可能性を変えることなく，前置部の存在記号をスコーレム関数を用いることで消

去することができる.

(1)， (2)についてはすでに述べたので，ここでは， (3)を行う手続きについて述べる.

冠頭標準形に変換された論理式を F= (ωQ1X町dト...イ(Qn‘ユ九1

標準形に変換されているとする • Qrカがミ7前詑置部中の存在記号であるとする (ρl三r三I川lサ). も

し，Qrよりも左に全称記号がないなら，J1rIに現れない新しい定数 Cをとり， 1¥1中のす

べての ιを Cで置き換えて，(Qr:rr)を前置部から消去する.QS1:Q82:'・.i QSmが Qrの

左に現れる全称記号 (1::; 81 < 82 <・・・<8m < r)であるときには，j'vIに現れない新しい

m一変数関数記号fをとり，j¥1に現れるすべてのι をf(xS1'.・.，XSm)で置き換え，前置

部から (QrXr)を消去する.この処理を前置部の存在記号すべてに対して適用した結果得

られる論理式をスコーレム標準形(略して，標準形)という.また，存在記号を置き換える

ときに用いられた定数や関数をスコーレム関数という.

例えば，論理式(ヨX)(Vy)(ヨZ)P(XぅUぅz)に対する標準形は，(Vy)P(α，yぅf(y))である.

リテラjレは，命題論理と同様に定義できる.以下では，節を改めて定義する.

定義 2.2.9

節(clause)とは， リテラjレの論理和 (v)である.

リテラルを一つも含まない節を空節(emptyclause)と呼び，解釈によって真となるリテ

ラルを含まないので，常に偽であるような節である.また，リテラルをただ一つもつ節を

単位節 (unitclause)と呼ぶ.

節の集合 Sは，Sの要素であるすべての節の論理積(八)であるとみなし，Sに現れる

すべての変数は，全称記号で束縛されているとする.このような節の集合を標準形を表す
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節集合，または，単に節集合(setof clauses)という.以後，本論文で、節集合といった場合，

標準形を表す節集合を意味するとする.

定理 2.2.1

論理式 Fの標準形を表す節集合を Sとすると，Fが充足不能であることと，Sが充足

不能であることは同値である.

この定理より，任意の第一階述語論理式の充足可能性問題を解くことは，その論理式の標

準形を表す節集合の充足可能性問題を解くことと等価であることが分かる.Davis-Putnam 

の手続きや導出原理などは，一般に，この標準形を表す節集合に対して適用される.

2.2.4 Herbrandの定理

節集合Sの充足可能性は，すべての定義域上のすべての解釈上での真偽を調べることで

判定できる.しかし すべての定義域上のすべての解釈を考えることは事実上不可能であ

る.そこで，ある定義域 Hが存在して，その定義域上のすべての解釈で偽であることと，

Sが充足不能であることが同値であれば都合がよい.実際に， Herbrand空間と呼ぶこのよ

うな定義域が存在する.以下では，この Herbrand空間の定義を与える.

定義 2.2.10

H。を節集合 S中に現れる定数の集合であるとする.sに定数が現れないときは，ある

定数 αについて Ho= {α}であるとする.n一変数関数記号f(t1，• • • ， tn)の形をしたすべ

ての項の集合と Hiとの和集合を Hi+1とする.ただし，f(t1，...，tn)は，s中のすべての

η一変数関数記号で、あり，tdi=1，2，.一)は Hiの要素である.このとき，Hiをいレベル

定数集合といい，H∞を SのHerbrand空間 (Herbranduniverse)という.



2.2 

例えば，5={P(x)，rvP(α)V Q(f(y))}であるとする.このとき，

Hoヱ {α}

H1ご {α，f(α)} 

H2ごい，f(α)， f(f(α))} 

H∞コ {α，f(α)， f(f(α))， f(f(f(α)))，，， .} 

である.

また， 5 = {P(x)， rv P(y) V Q(z)}であるとする.このとき， 5は定数を含まないから，

Hoコ{α}である.また， 5は関数記号も含まないから，Ho口H1口・・・ご H∞口 {α}で

ある.

定義 2.2.11

原子式が変数を含まないとき，その原子式を基礎原子式(groundatomic formula)という.

定義 2.2.12

節集合 Sに含まれる節 Cの基礎例 (groundinstance)とは， C中のすべての変数を S

のHerbrand空間の要素で置き換えて得られる節をいう.

例えば， 5ロ {P(:T)，rv P(α) V Q(f(y))}であるとすると， Herbrand空間は， {α， f(α) 

， f(f(α))γ・・}となるから，P(α)や P(f(α))，rv P(α) V Q(f(f(α)))などは， 5の節の基礎

例である.

以下では， Herbrand空間上の解釈でH解釈と呼ばれるある特別な解釈を定義する.
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定義 2.2.13

Sを節集合，HをSのHerbrand空間，1をSの H上でのある解釈とする.1が Sの

H解釈(Hinterpretation)と呼ばれるのは IカヨL下の条件を満たすときである.

(1) 1はSのすべての定数をそれ自身に対応づける.

(2) 1を η一変数関数記号， h1，.'・，hnをHの要素とする.1においてfは(h1，...， hn) 

をl(h1，...， hn)に写像する関数に割当てる.

例えば，以下の表 2.3で示される解釈は，節集合S= {P(x) V Q(f(x)ぅα)}に対する H

解釈である.

また，任意の解釈Iからそれに対応する H解釈を定義することができる.

定義 2.2.14

定義域D上のある与えられた解釈Iに対して，1に対応する H解釈r(H interpretation 

r corresponding to 1)とは，以下の条件を満足する H解釈である.

h1，..'， hnを H(Sのエルブラン空間)の要素とする.すべてのんを Dの要素 d;に対

応づける.もし， P(d1，...， dn)が IのもとでT(F)に割当てられていれlえP(h1，...， hn) 

をF のもとでT(F)に割当てる.ただし，Pはn一変数述語記号で、ある.

このように，任意の定義域上の任意の解釈Iに対応する H解釈をつくることができる.

Iに対応する H解釈は一般に一意に定まらず複数存在するが，これらは以下の性質を満

たす.

補題 2.2.1

ある定義域 D上のある解釈 Iが節集合 Sを充足するなら，1に対応する H解釈rは

すべて Sを充足する.
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定義域(Herbrand空間) H 口 {α，f(α)， f(j(α))，・・・}

定数への割当て

α 

α 

関数への割当て

f(α) f(j(α)) 

f(α) f(j(α)) 

述語への割当て

P(α) Q(αぅα) P(j(α)) Q(αぅf(α)) Q(六α)，α) 

T F T T F 

表 2.3:節集合 Sご {P(:r)V Q(j(x)ぅα)}に対する H解釈
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この補題より，以下の定理が証明可能である.

定理 2.2.2

節集合 Sが充足不能であることと，sがSのすべての H解釈のもとで偽であることと

は同値である.

この定理は重要である.なぜなら，節集合5が充足不能であることを示すには， Herbrand 

空間上の解釈，実際には，H解釈での真偽のみを調べるだけで十分であることを示してい

るからである.

以下は，ほとんどの定理自動証明手続きが基礎としている Herbrandの定理である.

定理 2.2.3

節集合 Sが充足不能であることと， 5の節の有限個の基礎例からなる充足不能な集合

5'が存在することは同値である.



第 3章

定理自動証明に対するこれまでの手続き

本章では，定理自動証明に対するこれまでの方法として，最も一般的な導出原理につい

て説明する.現在まで提案されている定理自動証明手続きのほとんどは導出原理に基づく

ものカ斗まとんどである.

また，本論文で提案する手続きの基礎となっている JeroslOivァの提案した部分例示手法に

ついて述べ，その問題点を指摘する.

29 
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3.1 導出原理

これまでの定理自動証明に関する研究において画期的な突破口を切り開いた導出原理は，

1965年に Robinsonによって提案された [Robinson65].導出原理は，二つの節から一つの

節を機械的に推論するための推論規別である.これは，二つの節に相補対(符号のみ異なる

リテラjレの組)が存在するなら，その相補対を節から除去して，残りのリテラルをつないだ

節を作り出すものである.節集合に対して，この操作を繰り返し適用する間に空節(矛盾)

を導き出すことができれば，その節集合は充足不能であることが証明されたことになる.

第一階述語論理における論理式は変数を含むため，相補対を求めるためには原子式の単

一化という操作が必要である.以下では，代入，単一化といった概念を定義する.また，表

現という用語を，項，項の集合，原子式，原子式の集合，リテラル，節，節の集合を総称

して用いることにする.

定義 3.1.1

代入とは， {tdVl'"・，tn/むη}の形をした有限集合である.ここで L'iは変数，tiはVi

とは異なる項である.集合中のどの 2つの要素も/の後にくる変数が同じではない.

定義 3.1.2

e = {tl/Vl"'" tn/vn}を代入，Eを表現であるとする.このとき，Eeは，Eに現れる

各変数11(l5iさn)を同時に項tiに置き換えて得られるものであり，このことを Eに0

を代入する (substitute)という.さらに，EeをEの例(instance)という.

例えば，e={α/:r}， E=P(ιb)V rv Q(ユ¥y)に対して，Eeコ P(α，b)VrvQ(αぅy)であ

る.以下では，代入の合成を定義する.
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定義 3.1.3

0コ{tIfXl"'" tn/Xn}， 入={UIfYl'・・.， Um/Ym}を2つの代入とする.。と入の合成

もまた代入であり，e 0入で表される.e 0入は集合

{t1入/Xl' ・，tn入j;r.n，UdYl"'" ?1m/Ym} 

から，tj入=Xjとなる要素 tj入/Xjと，Yiが {Xl'.・" Xn}に合まれる要素 UdYiとを取り

除いて得られる集合である.

定義 3.1.4

2つの項 s，tがある適当な代入。によって同一，すなわち se= teとなるとき sとt

は単一化可能(uni五able)であるといい，代入。を単一化作用素(unifier)という.この定義

は sとtが原子式のときもそのまま用いる.

定義 3.1.5

σを2つの項 Sとtの単一化作用素であるとする.sとtの任意の単一化作用素0に対

して，ある代入入カ℃存在して，。コ入 Oσとなるとき， σを最汎単一化作用素(mostgeneral 

Ul1l色er)という.

例えば，原子式 P(αぅY)と P(ιb)は単一化カ可了能であり，最汎単一化作用素は， σ ご

い/ιb/y}である.すなわち，P(α， y)σ口 P(Xぅb)σである.また，P(αぅy)とP(αぅf(y))

は，これらを同一にする代入が存在しないので，単一化不可能である.

二つの原子式が単一化可能であるかどうかを判定し，単一化可能であるときには，最汎

単一化作用素を求めるアルゴリズムカ£存在する.このアルゴリズムについて述べる前に，不

一致集合を定義する.
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定義 3.1.6

表現の空でない集合W の不一致集合は， Hlのすべての表現が，左から}rl震に比べて，同

じ記号をもたなくなる最初の記号の位置を見つけて，その位置の記号から始まる部分表現を

Hlの各表現から取り出し，この部分表現からでで、きる集合をW の不一致集合(凶d品lsa符gr閃eer立m口1en

set of}Vつ)としい司う.

lVを単一化可能かどうかを判定したいこつの原子式の集合で、あるとする.このとき，以

下のアルゴリズムは 単一化可能であるときに最汎単一化作用素を求めるものである.

アルゴ1)ズム 3.1.1

step 1: k = 0，日仏 =TV，σk=εとする.

step 2: Hlの要素が一つであれば停止し，のが最汎単一化作用素である.そうでなけれ

ば，日仏の不一致集合 Dkを求める.

step 3: Dk中に変数 Vkを項九が存在し，Vkが九中に現れないとき， step 4へ，こ

のような Vkと九が存在しなければ停止し， Hlは単一化不可能である.

step 4 : σk+l =σk 0 {t k / v d ' TVk十1= i九{tk/むた}とする.

step 5: k = k + 1として， step 2へ.

このアルゴリズムによって，単一化可能である場合に，必ず最汎単一化作用素が求まる

ことは，以下の定理によって示される.

定理 3.1.1

W が単一化可能な表現の空でない有限集合であるとする.上のアルゴリズムは，必ず停

止し，そのとき得られた σが W の最汎単一化作用素になっている.
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二つの原子式の単一化について定義したので，以下では，導出原理を定式化する.

定義 3.1.7Aが原子式であれば，リテラル AとrvA.とは互いに相補(complement)であ

るいう.また集合{A.， rvA.}を相補対(complementarypむr)と呼ぶ.

定義 3.1.8

節Cの二つ以上のリテラルが最汎単一化作用素σをもっとき， Cσ をCの簡約形(factor)

という.

例えば， Cコ P(吋VP(f(α))V rv Q(b)について， 1番自のリテラルと 2番目のリテラル

が最汎単一化作用素 σ={f(α)jx}をもつので， C'ご Cσ =P(f(α))VrvQ(b)はCの簡

約形である.

定義 3.1.9

共通な変数をもたないこつの節を LVC1とrv.MV C2とする.このとき，(C1 V C2)σ 

をこの二つの節からの二元導出形(bina巧Tresolvent)という.ただし，びは原子式 LとM

の最汎単一化作用素である.

定義 3.1.10

C1とC2からの導出形(resolvent)とは，次の二元導出形のどれかである.

1. C1とC2からのこ元導出形

2. C1とC2の簡約形からのこ元導出形

3. C1の簡約形と C2からのこ元導出形

4. C1の簡約形と C2の簡約形からのこ元導出形
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例えは C1コ P(x)VP(J(α))V'" Q(b)， C2コ Q(y)VR(J(y))のとき， C{ = P(J(α))VQ(b) 

はC1の簡約形である.したがって，C{とC2からのこ元導出形P(J(α))V R(f(b))は， C1 

とC2からの導出形である.

定理 3.1.2

二つの節 C1とC2からの導出形は，C1， C2の論理的帰結である.

定義 3.1.11

節集合 Sが与えられたとき，節の有限系列 C1，C2，...， CkをSからの Cの演緯(de-

duction)という.ここで， Ci はS中の節か，または Ciに先行する節からの導出形であり，

Ck = Cである.Sからの空節の演捧を Sの反駁(refutation)，または Sの証明 (proof)

という.

導出原理に基づく方法は，与えられた節集合Sから導出形を次々に生成し，空節が導出

されたなら，sは充足不能であることを結論するものである.

導出原理を用いた反毅の例を示す.節集合Sが以下の 3つの節からなるとする.

(1) P(x)V '" Q(y) 

(2) '" P(α) 

(3) Q(b) 

この節集合に対して，以下のような節集合が生成できる.

(4) '" Q(y) (1)と(2)から

(5)空節 (3)と(めから

このように，空節が導出されたので，sは充足不能である.充足不能な節集合からは必

ず空節が演揮されることは，以下の完全性に関する定理によって保証される.
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定理 3.1.3(導出原理の完全性)

節集合Sが充足不能であることと，節集合Sから空節が導出されることは同値である.

3.2 部分例示手法

部分例示手法は， 1988年に.Jeroslmvによって提案された[.Jeroslow 88].部分例示手法

の基本的な概念は，定理証明を命題論理式の充足可能性問題を繰り返し解くことに帰着す

ることである.その際，命題論理式を充足可能とするような真理値の割当てを利用するこ

とに特徴がある.しかしながら， Jeroslowの方法は関数記号を含まない論理式を対象とし

ている.従って，導出原理に基づく方法と比べて，小さいクラスに含まれる問題にしか適

用できない.以下では， Jeroslo"¥vの方法の詳細について述べる.

任意の第一階述語論理式は，冠頭標準形への変換，母式の連言標準形への変換，スコー

レム関数の導入を適宜行うことで，その充足可能性を変えることなしに， (Vxd・・・ (VXn)

B(Xl""'Xn)という形に変換できる.ここで，B(Xl""'Xn)は変数Xl，'''，Xnを含み限

定記号，関数記号を含まない論理式である.この論理式 B(Xl"'" :Tn)は，節形式である

必要はなく，任意の論理式でよい.以下では，簡単のために (VXr)...(VXn)B(Xl'"・，Xn) 

を(Vi)B(x)で表す.

(Vi)B(i)がヲ認可能であるのは，任意のhE jjについて，B(月)を真とするような原子

式への真理値の割当てが存在するときであり，かっそのときに限る，ということが知られ

ている.ただし，B(月)はB(x)の変数5=(ZIf--，九)に目立 (hl""， hn)をそれぞれ代

入したもので jjはその成分がB(i)に中に含まれる定数(Herbrand空間の要素)である

ようなベクトルの集合である.
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以下では， Jeroslowの手続きに用いる記号および用語の定義を与える.

3.2.1 諸定義

定義 3.2.1

論理式のすべての変数に定数を代入することを完全例示(completeinstantiation)という.

また，一部の変数に定数を代入することを部分例示(partialinstantiation)という.

定義 3.2.2

論理式F中の変数に定数を代入してFが得られるとき，PをFの改良(refinement)と

呼ぶ.

(Vx)B(x)の充足可能性を判定する Jeroslo¥vの手続きは， Bl = B(:r)として開始し，以

下のような論理式の連言を扱う.

B1八B2八・・・八 Bt

ただし，Bi(l < 'I ~ t)はB(x)中の変数に定数を代入することによって得られる論理式で、

あり，ある Bj(l三j<'I)の改良となっている.

定義 3.2.3

二つの原子式が変数のみ異なるとき，それらは変種(variant)であるという.

例えは論理式P(α，y)とP(仏 z)は変種であり，P(;r， y)とP(α，y)や，P(α， y)とP(x，b)

などは変種ではない.
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定義 3.2.4

変種である原子式にすべて同じ真偽を割当てる真理値の割当てを変種独立割当て(variant

independent valuation)という.

以下の定理は，手続きの終了条件となる重要な定理である.

定理 3.2.1(Jeroslow) 

B1八・・・八Btを真とする変種独立割当てが存在しなければ，(V5!)B( 55)は充足不能である.

証明 3.2.1

Bl 八・・・八 Bt 中のすべての変数に対して，ある一つの定数を代入した論理式を Bi ん・・八 B~

とおく.このとき，Bi八--AB;中の原子式はすべて基礎原子式となっている.このこと

から，叫ん-ARを真とする原子式への真理値の割当てが存在しないことを示せばよい.

Bl八・・・八Bt中の変種は，B~ 八・・・〈 B; 中では同じ原子式になる.仮定より， Bl八・・・八Bt

を真とする変種独立割当てが存在しないから，B~ 八・・・八 B; を真とする原子式への真理億

の割当ては存在しない.(証明終)

この定理によって， Bl八・・.^ Btにおける tの増加に伴って，論理式が充足不能である
かどうかを検査する.以下では，論理式が充足可能である場合を検査するための定理につ

いて述べる.そのために，被覆と呼ばれる概念と，障害物と呼ばれる原子式の組について

定義する.

定義 3.2.5

Bl八... B̂t中の Bi(l三t三t)がB(ff)にhE jjを部分例示して得られるとき，Biは

月を被覆(cover)するという.さらに，Biの改良のすべてが月を被覆しないとき，Biは月

を直接被覆(directcover)するという.
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例えば，B1コ B(x，y)， B2コ B(αぅy)とする.また，Blに含まれる定数の集合を {α，b} 

とする.このとき，Blは(α?α)，(αぅb)，(bぅα)，(b， b)を被覆する.しかし，直接被覆するの

は，(bぅα)，(b，b)のみである.なぜなら， (α?α)， (αぅb)はBlの改良であるんが被覆するか

らである.

定義 3.2.6

B1 ・̂・・̂ Btを真とする変種独立割当てが与えられているとする.このとき，以下の条

件をすべて満たすこつの原子式 R とSを障害物 (blockage)という.ただし，R， Sはそ

れぞれ Bi'Bjに含まれているとする.

(α)RとSは変種独立割当てにおいて異なる真理値が割当てられている.

(b) Bi' Bjにそれぞれ直接被覆される A，んを B(i)に例示すると，B(ん)， B(ん)中

でR とSは同じ原子式になる.

この障害物という原子式の組は，以下の定理から明らかなように，論理式(V5!)B(i)を

充足可能とするための障害となるものであり， .Jeroslowの手続きはこの障害物を取り除く

ことを目的としながら進められる.

定理 3.2.2(Jeroslow) 

B1八・・・八Btを真とする変種独立割当てが与えられているとする.この割当てに障害物

が存在しなければ，(Vi)B(i)は充足可能である.

証明 3.2.2

すべての Zε2について，B(月)を真とする真理値の割当てが存在することを示す.

ある互について，hを直接被覆する Biが少なくとも一つは存在する.B(月)中のある原

子式を R とする.Biの中には月を例示することによって Rになる原子式 Pが存在する.
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PがBiの中で割当てられている真理値がRの真理値となるように割当てを行う.このよ

うに，B(月)の中のすべての原子式に対して真理値の割当てを行うと B(月)は真となる.与

えられている変種独立割当てには障害物か存在しないから，このような割当てはすべての

B(め中で同じ原子式に対して異なる真理値を割当てることはない.ゆえに，これをすべて

の月について考えると，任意の互において B(めは真となる割当てかつ存在する.(証明終)

3.2.2 Jeroslowの手続きの概要

前節でも述べたように，論理式(Vi)B(:e)の充足可能性を判定する Jeroslov.ァの手続きは，

B1コ B(i)， t =二 lとして開始し，B1八・・・ B̂tを真とするような変種独立割当てを求める

ことに基づいている.すなわち，そのような割当てが見つからなければ定理3.2.1より，

(Vi)B(i')は充足不能である.また，Bl八・・ .̂Btを真とする変種独立割当てが見つかった

ときには，その割当てに障害物が存在するかどうか調べる.もし，障害物が存在しなけれ

ば定理3.2.2より，(Vi)B(55)は充足可能である.障害物が存在すればその障害物を取り

除くことを目的として，論理式Bl八・・・八Btに対して，Bt刊を生成し，Bl八・・・八Bt八Bt十l

として論理式を拡大する.この拡大を以下のように行う.

B1 ̂・・・八Btに存在する障害物を R，5とする.ただし，RはBiに， 5はBjに含まれ

る原子式であるとする.障害物の定義より，Rと5は単一化可能である.その最汎単一化

作用素を σとする lコ jならは Bt+l= Bp， t = t + 1として論理式を拡大する.i =1= j 

ならば，Bt十1= Biσ， Bt+2コ Bjσ，t = t十 2として論理式を拡大する.この結果，Rと

SはBi'Bjの改長がBl八・・・八Btに加わることで，障害物ではなくなる.

ある変種独立割当てに対して，障害物カヰ菱数存在することもあり得る.このとき，すべ

ての障害物に対して上記のような論理式の拡大を行うか，一つの障害物に対してのみ行う
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べきかについて， Jeroslowは特に言及していない.

(γ:r)B(;r)の充足可能性を判定する Jeroslowの手続きの概要を図 3.1に示す.

3.2.3 問題点

前節では，論理式(Vi)B(i)の充足可能性を判定する Jeroslowの手続きについて述べた.

本節では，この手続きの計算上の問題点について述べる.この手続きにおいて，詐算時間

に影響を与える要因は， (1)変種独立割当てを求めること， (2)障害物を見つけること， (3) 

全体の処理のループ回数(図3.1の3:rv 8:)，である.以下ではこれらについて順に検討し

ていく.

まず (1)について，変種独立割当てを求める際には，述語論理式を命題論理式として扱

い，その充足可能性問題を解く.命題論理式の充足可能性問題はNP完全問題である.そ

の言七算時間は，問題の形式や，命題の数，節の数などによってかなりの違いがみられるが，

一般に問題のサイズ(命題の数や節の数)が小さいときには，かなり短い.ただし，問題の

サイズが大きくなると極端に長くなる..Jeroslowの手続きでは，論理式B(i)を節形式に

限定してはいなし1から，論理式Bl̂・・・八Btは節形式とは限らない.しかし，節形式でな

い命題論理式に対する充足可能性判定アルゴリズムは，現在まで，効率の良いものが提案

されていない. したがって，結局Bl̂ ・・・八Btを節形式に変換してから解く，などといっ

たことが行われる.このことから，節形式でなくてもよいという特徴を生かすことはでき

ない.また，論理式の拡大が繰り返されるとともに，Bl 八・・ • B̂t中の原子式の数が極端

に増えるため，先程の議論から変種独立割当てを求める際の言七算時間が増える可能性が大

きし¥

次に， (2)について， I葦害物を見つけるためには，論理式九九・.̂  Bt中の任意の二つ
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1: begin 

2: Blコ B(:i)， t = 1とする

3: while 充足可能性問題が解けていない do 

4: begin 

5: if Bl八・・ .̂ Btを真とする変種独立割当てが存在しない

then (V:i)B(5!)は充足不能である(終了)

6: if Bl八・・.^ Btを真とする変種独立割当てに障害物が存在しない

then (V:i)B(X)は充足可能である(終了)

7: 論理式 Bl八・・ .̂Btを拡大する

8: end 

9: end; 

図3.1:Jeroslowの手続きの概要
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の原子式の組で単一化を試みなければならない.tの値の増加とともに，B1八・・・八九中

の原子式の数が増えることから，この単一化を試みる回数は組み合わせ的爆発をおこすこ

とになり，指数的に多くなる.このことは言ド算時間の増大につながると考えられる.

(3)について，処理のループの回数が増えれば詐算時間が増えることは容易にわかる.す

なわち，いかに論理式の無駄な拡大を抑えるかが問題になるが，これは難しい問題である.

なぜなら，論理式を拡大するときにはそれが無歌かどうかがわからないからである.しか

し，障害物の条件を厳しくすることができれば無駄な拡大を抑えることができる可能性は

残されている.後に提案する手続きにおいては，論理式を節形式に制限することから障害

物の条件を厳しくしている.

このように， Jeroslowの手続きにおいては，論理式B1八・・・八Btの増大が，計算時間に

大きな影響を与えていることがわかる.また，この Jeroslowの手続きに関する実験などの

報告も今までのところなされていない.

以上のような問題点を改善することを目的とし 次章で新しい手続きを提案する.



第 4章

部分例示手法に基づく定理自動証明手続き

本章では，部分明j示手法に基づく定理自動証明手続きを提案する.本手続きは， Jeroslow 

の方法を基礎としているが，以下の点で異なる.

(1)関数記号を含む論理式を扱うことが可能である.

(2)節形式の論理式に対して適用する.

(1)によって， Jeroslowの方法よりもはるかに大きなクラスに含まれる問題を扱うこと

が可能となる.(2)によって一般性が失われないことは，任意の論理式をその充足可能性を

変えることなしに節形式に変換が可能であることから明らかである.

従って，本手続きは導出原理に基づく方法と同様のクラスの問題に対して適用可能なこ

とになる.

以下では，本論文で提案する手続きの詳細について述べる.さらに，本手続きが完全で

あることの証明を行う.

43 



4.1 

4.1 諸定義

定理証明が以下のような m個の節からなる節集合Sに対して，Sの充足可能性を調べ

ることに帰着できることはすでに述べた.

Sコ {C1，・・・うCm}

本論文で提案する定理証明手続きでは， Herbrandの定理に基づき，Sが充足不能である

ことを充足不能な Sの節の基礎研uを求めることによって示す.以下では，本手続きの記述

で必要となる用語や記号について定義する.

定義 4.1.1

節 Cが節cの例であるなら， Ci は C を被覆するという.また，Ciが C を被覆し，

かっ Ci自身を除く Cの例がSに含まれないなら，Ci はC を直接被覆するという.

定義 4.1.2

変種であるすべての原子式に同じ真理値を割り当てる真理値の割当てを変種独立割当て

という.

定義 4.1.3

九が Skを真とする変種独立割当てであるとする.また，F， GをlF，lGにそれぞれ

現れる原子式であるとする.但し，lF， lGはSk中の節 Ci，Cjにそれぞオ匂見れるリテラ

ルである.このとき，以下の条件をすべて、満足する原子式 F，Gの組を純障害物といい，

(F， G)i，jと表す.

(1) FとGは1主で異なる真理値が割り当てられている.

(2) lFとlGの両方が凡で真である.
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(3) Fσ=Gσ となる最汎単一化作用素 σが存在し，Fσのある例がc;とqの両方に

現れる.但し，C;， CjはCi，Cj によってそれぞれ直接被覆されているとする.

これらの定義を例を用いて説明する.

以下の C1とC2の二つの節からなる節集合 Slを考える.また， C~ は C2 の基礎例で

ある.

C1 = P(j(α))v rv Q(x)， 

C2コrvP(y) V Q(z)う

qこ rvP(j(α)) V Q(α)う

ただし，P， Qは述語記号，x， yは変数， αは定数である.

このとき， C2はqを直接被覆している.なぜなら，C~ は C2 の例であり ， Sl中には

C2以外の C2の例が含まれていなしユからである.(図 4.1).

Slを真とする変種独立割当てのーっとして，以下の割当て叫がある.

C1 = P(j(α))VrvQ(x)， 
、四畑町ザ『四-' "--v--' 

T T 

C2コrvP(y) V Q(z)う
、-..".四，./~

F T 

これは，原子式 P(j(α))，Q(x)， P(y)， Q(z)に対してそれぞれ，T， T， F， Tを割当

てることを意味する • Q(x)はQ(z)の変種であるから，これらの原子式には同じ真理値T

が割当ててある.

この V1に対して，Sl中に純障害物(P(j(α))，P(y) h，2が存在する.なぜなら，以下の3

つの条件を満たしているからである.
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C2 ==rv P(y) v Q(Z) 

一一一世 directcover 

C~ ==rv P(f(α)) v Q(α) 

図4.1:C2とcjの関係
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母 Vi中で，P(f(α))はT，P(y)はFが部当てられている.

骨二つのリテラJレP(f(α))と"-'P(y)は共に Viで真となる.

母 P(f(α))σ =P(y)σとなる最汎単一化作用素 σ二 {f(α)/y}が存在し，P(f(α))は

C1 が直接被覆している C~ = P(f(α))v "-' Q( α) と C2 が直接被覆している C~ ="-' 

P(f(α)) V Q(α)の両方に現れる.

SlにC3こ C2σ ="-'P(f(α)) V Q(Z)を加えた集合をむとする.このとき，S2中では，

C~ は C2 に直接被覆されなくなる.なぜなら ， C2の例である C2σ がお中に含まれてい

るからである.(図 4.2).

4.2 手続きの詳細

節集合 Sの充足可能性を調べる本手続きの概要を図 4.3に示す.尚，本手続きにおける

k回目の繰り返し(函 4.3のStep4 "-' Step 10 )を第 k)レープと呼び，第 kループで扱う

節集合を Skとする.ただし，Slコ Sである.

本手続きは，以下の基本的な三つの処理を節集合Sの充足可能性が判定されるまで繰り

返す.

1. (変種独立割当て ]Skを真とする変種独立割当て九を求める.(Step 5) 

2. [純障害物の発見]九に対して，Sk中のすべての純障害物を求める.(Step 7) 

3. [純障害物の解消 1Sk中のすべての純障害物を解消した Skの拡大 Sk+lを生成す

る.(Step 9) 



C2 =rv P(y) v Q(Z) 

十

¥ 

/ 
Cf =rv P(f(α)) v Q(α) 

図4.2:C2， C;， C3の関係
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一一一一酔 direct cover 

ー---一--cover 
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1: begin 

2: k ← 1， Sk← S; 

3: loop 

4: Vk←9， Bk ←ゆ;

5: 九← Skを真とする変種独立割当て;(図 4.4)

6: if 九三 <t then Sは充足不能;(exit) 

7: Bk ←日に対して Sk中に存在するすべての純障害物の集合;(図 4.5)

8: if Bk = ct then Sは充足可能;(exit) 

9: Sk十1← Bk中のすべての純障害物の解消の結果;(図 4.6)

10: k ← k十 1: 

11: endloop ; 

12: end; 

図4.3:定理証明手続きの概要
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上記の 2.および 3.に関して，論理式に関数記号カ溺れない場合は Sの節の基礎伊jが

有限であるため，第 kループにおいて一つの純障害物を発見し，その一つの純障害物の解

消のみを行うことでも完全性が保証できる.一方論理式に関数記号が現れる場合は Sの

節の基礎例は有限ではないため，第kループにおいて一つの純障害物を発見しそれのみを

解消する方法では，充足不能となる基礎例を生成する保証がない.しかし，本手続きのよ

うに，Ykに対する Sk中のすべての純障害物を発見し解消することにより，後で述べるよ

うに完全性を保証することができる.

以下では， 1. rv 3.について順次詳細に述べる.

4.2.1 変種独立割当て

本手続きの第 kループにおいて，Skを真とする変種独立割当てを求める.この手続き

を図 4.4に示す.

この処理はまず弘中のすべての原子式を以下の規則を用いて命題変数に変換し，命題

論理式の節集合S1を得る.

@ある原子式Fの変種であるすべての原子式は F と閉じ命題変数にする.

母ある原子式Fの変種でないすべての原子式は Fと異なる命題変数にする.

次に，この命題論理式の節集合 S{;の充足可能性問題を解く.もし，S{;が充足不能なら，

明らかに Skを真とする変種独立割当ては存在しない.S{;を真とする解釈が存在すれば，

Sk中の原子式の真理値を，S{;中の対応する命題変数の真理値とする.これが，Skを真と

する変種独立割当てである.
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1: begin 

2: Skを命題論理式の節集合sfへ変換する;

3: 1 ← φ: 

4: 1 ←S;を充足する解釈;

5: if 1 = ct then exit; 

6: 九← Iから得られた変種独立割当て:

7: end 

図4ι:変種独立割当ての発見手続き
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らを真とする変種独立割当ては一般には複数存在すると考えられるが，その中のどの割

当てを用いても手続きの完全性は失われない. しかし，証明に要する繰り返し回数 kは，

用いる変種独立割当てによって大きく影響されることが予想され，高速に証明を行うため

には，変種独立割当てを求める戦略が重要となる.

1J'U 4.2.1 

以下のような節集合を考える.

Sk={P(X)、r--J P(α) V Q(j(y)， b)ぅ r--J Q(j(z)ぅb)}

P(x)とP(α)には，変種となる原子式が Sk中に存在しないので，それぞれ異なる命題変

数日，P2とする.また，Q(j(y)ぅb)とQ(f(z)、b)は互いに変種であるので，同じ命題変数

P3とする.従って，節集合 Skは以下の節集合 S);に変換できる.

st = {Pl， r--J P2 V P3ぅr--JP3} 

ここで，解釈{Pl、r--JP2) r--J P3}の下でsfは真となり，Skを真とする変種独立割当て九

を得ることができる.

Skコ {P(りう rvP(α) V Q(f(y)ぅb)ぅr--J Q(j(z)， b)} 
、-..-" '-ザ-' --.....四回目.; --.....ー〕
T F F F 

4.2.2 純障害物の発見

Skを真とする変種独立割当て九が見つかれば，九に対して，Sk中に存在するすべて

の純障害物を求めなければならない. この手続きを図 4.5に示す.

Sk中の異なるニつの節 Ci，Cj中にそれぞオ匂晃れる原子式 F，Gが純障害物となるた

めには，F とGが単一化可能であることは定義から明らかである. しかし，実際に Fと
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1: begin 

2: for Sk中のすべての Ci，Cj (iヂj)の組 do 

3: for Ci， Cjにそれぞj匂完れるすべての原子式の組F、G do 

4: if (FとGは凡で反対の真理値を割当てられている and 

。:

6: 

んと lGの両方が凡で真 and 

FとGが単一化可能)

7: then begin 

8: σ← F とGの最汎単一化作用素;

9: if (Ciσ が Skの要素でない and 

10: Cjσ がぬの要素でない)

11: then Bk←Bk U {(FうG)i，j}: 

12: end; 

13: end; 

図4.5:すべての純障害物の発見手続き
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Gの単一化を試みるのは F，Gが九において異なる真理値を割り当てられていて，んと

lGが共に九で真となるときのみである.ただし，lF， lGはF，Gがそれぞれ現れている

リテラルである. この結果，単一化可能であれば，F とGの最汎単一化作用素 σを用い

て， Ciσ とCjσが共に Skの要素であるかを調べる.すなわち，Fσの例の現れる節がCi

とCjに直接被覆されているかどうかを調べる. このように，Sk中のすべての異なるこっ

の節の組について純障害物を求め，その集合を Bkとする.

仔IJ4.2.2 

以下の節 C1，C2， C3からなる節集合 Skを真とする以下の変種独立割当て九が与え

られている.

C1 = P(x) 
、-v-"

T 

C2 =̂-' P(α)VQ(f(y)ぅb)
、-..-" 、ーーーヘ-'
F F 

C3 =rv  Q(f(z)， b) 
"-v-一回J

F 

この九に対して， C1中のP(x)とC2中のP(α)は純障害物である.なぜなら，P(x)と

P(α)は共に凡で異なる真理値を割り当てられており，それらが現われるリテラル P(x)

と̂-'P(α)は凡で共に真である. さらに，P(x)σ= P(α)σ となる最汎単一化作用素

σコ {α/x}が存在し，P(x)σがC1の直接被覆している節P(α)とC2の直接被覆してい

る節 rvP(α) V Q(f(α)ぅb)の両方に現れるからである.

Sk中には九に対して，純障害物は他に存在しないから，純障害物の集合は Bkコ

{(P(x)，P(α)h，2}である.
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4.2.3 純障害物の解消

純障害物の集合Bk中のすべての純障害物を解消するために5kの拡大九十1を生成する.

この手続きを図 4.6に示す.

(F， G)i，jをぬ中の九に対する純障害物の一つ，すなわち，Bkの要素のーっとし， σ

をF とGの最汎単一化作用素であるとする.本手続きは，節 Ciσ とCjσ を生成し， 5' 

に保存していく.ただし， Ciσ ご Ciのとき，または，Cjσ 二 Cjのときは，それぞれCiσ，

CJσ の生成は明らかに無駄となるため行わない.この処理を Bkのすべての要素について

行った後， 5'と5kの和集合を 5k十lとする.5k十1が5kの拡大になっていることは容易

にわかる.従って，5の拡大になっている.

生成したら刊には Ciσ と Cjσ が存在する.このこつの節において，FσとGσ は

Fσ コ=Gσ であるから，純障害物にはなり得ない.また，F とGも5k社中では純障害物

にはならない.なぜなら，Fσの例が現れる任意の基礎例は，5k十1においてCiσ かCjσ に

直接被覆されるからである.

17U 4.2.3 

例 4.2.2における節集合 5kを真とする変種独立割当て九に対して，

Bk = {(P(x)，P(α)h，2} 

を解消するために， C1σ コP(α)を生成する.また， C2σ に関しては C2ぴこらであるか

ら生成しない.そして，5k U {P(α)}を5k+1とする.
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1: begin 

2: 5' ←φ 

3: for Bk中のすべての要素 (F，G)i，j do begin 

4: σ←FとGの最汎単一化作用素:

。 5'← 5'u {Ciσ，Cjσ} ; 

6: end; 

7: 5k+l←5k U 5'; 

8: end; 

図4.6:5kの拡大 5k+lの生成手続き
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4.3 完全性の証明

本手続きが正当でかつ完全であることを示すために，節集合Sが充足不能であることと

らを真とする変種独立割当てが存在しないような有限の pが存在することが同値である

ことを示す.以下の定義およびネ南題は定理4.3.1を示すために必要である.

定義 4.3.1

T こ {D1，• ・ '， Dη} を充足不能な S の節の基礎例の集合であるとする.また ， Uk 

{E1， ..・ ，En}を多重集合とする.但し，各 Ei(iこ L・1η)は Diを直接被覆する 51"中

の節であるとする.

補題 4.3.1

Tを充足不能な Sの節の基礎倒の集合であるとする.また，51"を真とする変種独立割

当て九が存在するとする.このとき，九に対して日中の節に純障害物 (FぅG)しjが存在

する.ただし，F， Gはそれぞれ山中の節 Ei'Ej (i =1= j)に現れるとする.

証明 4.3.1

この補題が成り立たないとすると，Uk中には純障害物が存在しない.このとき，以下の

ような割当てを考える.仇の節の任意の基礎例E;について， E;を直接被覆する日中

の節Eiが存在し，Eiは日において真である.従って，Eiには凡で真となるリテラル

lが存在する.また， E;はEiの例であるから，E~ には J の例['が存在する.このとき，

lに現れる原子式に割り当てられている真理値を['に現れている基礎原子式の真理値とす

る.この割当てによって，Ukの節の任意の基礎例E;を真とすることができる.ただし，

ある基礎例 E;中で真理値を割り当てられた基礎原子式Pが別の基礎例 E;中で異なる真
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理値を割り当てられる場合がある.この場合，上記の割当て方法から，Pが現れるリテラ

ルは九において， E;とE;で共に真となっている.従って，Pに異なる真理値が割り当

てられるのは，Ei' Ej中に例示すると Pとなるこつの原子式 F，Gが存在し，F， Gが

それぞれ現れるリテラル lF，lcが九において共に真となるときのみ起こる.すなわち，

純障害物 (F，G)i・Jが存在するときである.しかし仮定より，九において純障害物は存在

しないのでこのような場合は生じない.従って，このような割当てにより日中の節の基

礎例からなる任意の節集合は充足可能となる.Tは，Uk中の節の基礎例からなる集合であ

るから Tは充足可能で、あり仮定に反する.(証明終)

定義 4.3.2

節 Cに対して， IICIIはその節での定数，関数記号，述語記号の出現の個数を表すとす

る. また，節集合 5={C1 ，.・ • ，Cm}に対して， 11511を11511= IIC111十IIC211十・・・十IICmll

と定義する.

補題 4.3.2

Tを充足不能な Sの節の基礎例の集合であるとする.また，5kを真とする変種独立割

当て九が存在するとする.このとき，本手続きにおけるふの拡大により， SK+1に対し

て IIUkl1< 11むい111となる.

証明 4.3.2

補題 4.3.1より，日中に純障害物 (FヲG)i，jが存在する.ただし，F， Gは日中の節

Ei' Ej (i =1= j)にそれぞれ現れるとする.このとき， σをFとGの最汎単一化作用素と

すると，Skの拡大により，Sk十lには Eiσとあσが含まれる.Ei' Ejに直接被覆されて

いた節は，それぞれEi()"，Ejσに在接被覆されるから，Uk+l = Uk U {Eiσ，Ejσ}一{EiヲEj}
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となる.また， σは，Fか Gに現れる変数を変数以外の記号(定数記号，関数記号)で置

き換える代入であるから， IIEdl + IIEjl1 < IIEiσ11十IIEjσ11である.従って， IlUkll < IIUk+111 

である.(証明終)

定理 4.3.1

Sが充足不能であることとぬを真とする変種独立割当てが存在しないような有限の p

が存在することは同値である.

証明 4.3.3

(キ)

Sが充足不能であるとする.Herlコrandの定理より， 5の節の有限偲の基礎例からなる

充足不能な節集合Tが存在する.このとき，ある kにおいて，5kを真とする変種独立割

当てが存在しない場合は証明は完了しているので，れを真とする変種独立割当て九が存

在する場合を考える.補題 4.3.1より，Vkに対して 5k中には純障害物が存在するから，補

題 4.3.2より，ぬの拡大により， SKHに対して IIUkl1< 11日付11となる.Tに含まれる各

節における定数，関数記号，述語記号の出現の偶数の京師日は有限であるから，ある有限の

pにおいて T=叫となる.Tは充足不能な Sの節の基礎例の集合であるから，らを真

とする変種独立割当ては存在しない.九のすべての要素はらの要素であるから，5p を

真とする変種独立割当ては存在しない.

(ゃ)

ある有限の pに対して，5p を真とする変種独立割当てが存在しないとする.5のHer-

brand空間の要素の一つを αとし，節集合 5p中のすべての変数に αを代入した節集合を

号とする.このとき，5p 中のすべての変種は号中ですべて同じ基礎原子式になる.従っ

て，仮定より，5p を真とする変種独立割当ては存在しないから，5~ は充足不能である.な
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ぜなら，もし，S~ が充足可能なら，その真理値の割当てかららを真とする変種独立割当

てを得ることができるからである.明らかに，S~ 中のすべての節は S 中の節の基礎例に

なるから，S~ には，充足不能な S 中の節の有限倍の基礎例か存在し Herbrandの定理よ

り，Sは充足不能である.(証明終)

この定理から，以下の系は容易に導ける.この系は本手続きの終了条件の一つになって

いる.

系4.3.1

任意の変種独立割当てに対して Sk中に純障害物が存在しなけれは Sは充足可能である.

4.4 例題

前節までで，部分明j示手法に基づく定理自動証明手続きについて述べた.本節では，こ

の手続きの処理の流れを二つの例題を用いて説明する.例 4.4.1は，充足不能である節集

合に対して，例 4.4.2は，充足可能な節集合に対して適用した例である.それぞれの例に

おいて，変種独立割当ての求め方，純障害物の発見や解消，などの手続きの詳細について

は前節までで述べているので省略し，ここでは全体の流れや問題点について説明する.

1jiJ 4.4.1 

三つの節 C1ぅC2ぅC3からなる節集合Sが以下のように与えられているとする.

C1口 P(x)

C2コ rvP(α) V Q(f(y)うb)
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C3 =rv Q(1(Z)， b) 

Qは述語記号であるとする.ただし， α，bは定数， ;1::， y， Zは変数，J，は関数記号，P， 

51 = 5を真とする以下の変種独立割当て1/1が存在する.

C1 = P(x) 
、-..-"

T 

C2 =rv P(α) V Q(1(y)ぅb)
、...."..圃J 、ー---v-閉山田J
F F 

C3 =rv Q(1(Z)うb)
"'-...-園田町田J

F 

51中には一つの純障害物が存在する.すなわち，Bl = {(P(x)ぅP(α)h，2}1i1に対して，

である.

図4.3のStep9では，純障害物 (P(x)ぅP(α)h，2の原子式の最汎単一化作用素σ1= {αjx} 

を用いて，以下の節 C4を生成する C2σlコ C2であるから，C2ぴ1は生成する必要はない.

C4コ C1σlコ P(α)

B1中のすべての純障害物について処理したので，新しく生成した節の集合 {C4} と51

との和集合をおとする.

第2ループにおいて， 5~ は以下のようになる.

5~ = {PlぅrvP2 V P3ぅrvp3，pd 

この 55は充足不能なので， 52を真とする変種独立割当ては存在しない.従って，定理

4.3.1より Sは充足不能である.
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例 4.4.2

以下のこつの節からなる節集合 Sを考える.

C1 = P(j(α)) 

C2 =rv  P(x) V P(j(X)) 

ただし xは変数， !は関数記号，Pは述語記号である.Slコ Sを真とする以下の変種

独立割当て V1が存在する.

C1 = P(j(α)) 
"--v-" 
T 

C2コ rvP(X) V P(j(X)) 
、-..，-' 、一ー'v'"回目J

T T 

この V1では，すべての原子式が真に割り当てられているため，純障害物は存在しない.

従って，系 4.3.1より，Sは充足可能である.

しかし，以下のような Slを真とする別の変種独立割当てV{も存在する.

C1 = P(j(α)) 
、町田町f回目J

T 

G二 rvP(X) V P(j(X)) 
、-..，-' 、園田町J山田J

F T 

この割当てに対しては，純障害物(P(f(α))，P(X)h，2が存在する.この純障害物を解消す

るために節 C3口 C2{!(α)jx}コrvP(f(α)) V P(j(f(α)))を生成する.このとき，C1， Cゎ

C3を真とする以下の変種独立割当てに対しても純樟害物(P(f(f(α)))ぅP(X)h，3が存在する

ため，処理を続けなければならない.このように，どの変種独立割当てを用いるかによっ

て計算効率が大きく変わる.

Gコ P(j(α))
、甲山}回目J

T 



C2 =rv P(x) V P(f(X)) 
、岬-..-" 、回目、月間四J

F T 

C3 =rv P(f(α)) V P(f(f(α))) 
」ーヘ{叩." '--四四時匂四国間-'

T T 

4.4 



第 5章

手続きの効率化

前章では，部分明j示手法に基づく定理自動証明手続きを提案した.また，その言博効率

が変種独立割当てに強く依存することを例題を用いて示した.

本章では，本論文で提案した手続きを効率化するため，変種独立割当てを求める方法に

着自し，いかに高速に求めるか，いかに有効な割当てを求めるか，について検討する.そし

て，導出原理に基づく方法との比較実験を通して，本論文で提案した手続きの有効性，及

び，特徴について検討する.

64 
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5.1 効率化の要点

本論文で提案した手続きは，以下の二つの処理に分けることができる.

(1)節集合 Skを真とする変種独立割当てを求めるために命題論理式の充足可能性問題(通

常， SATと呼ばれる)を解く.

(2)節集合 Sk中のすべての純障害物を発見し解消する.

従って，これらの処理を効率化することが手続きの効率化につながる.

(1)に関して， SATをいかに高速に解くかは用いるアルゴリズムに強く依存する.

(2)に関して，すべての純障害物を発見するためには，原子式のすべての組に対して，純

障害物となるかどうかの検査が必要である.この際，ある原子式の組が純障害物となるか

どうかは前章の例題で示したように，変種独立割当ての影響を受ける.

これらの考察から，本論文で提案した手続きの効率化のためには，変種独立割当てに関

して，いかに高速に求めるか，いかに有効な割当てを求めるか，が重要な検討課題である

ことは明らかである.

以下では，この 2つの処理の効率化についてj頓に検討する.

5.1.1 高速な解法

SATは， NP-完全問題のーっとして有名であり， SATに対してこれまで多くの研究成果

カ吉報告されている.SATの解法として，命題論理においては非常に効率的であるとされて

いる有名な Davis-Putnamの手続きがある [Davis60] [B1air 86]. Davis-Putnamの手続き

の概要を以下に示す.

Davis-Putnamの手続きは，節集合 Sの充足可能性を判定するものであり，以下の 4つ
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の規則からなる.

(トート口ジ一規則!

節集合S中のトートロジーであるすべての節を取り除いた節集合を 5'とすると， 5の

充足可能性と 5'の充足可能性は変わらない.

[純リテラjレ規則 j

節集合中のあるリテラル Jは "， 1が他の節にあらわれないとき，純一リテラjレと呼ば

れる.もし，1が純一リテラルであれば，1を含むすべての節を Sから取り除いた節集合

5'を考える.このとき， 5の充足可能性と 5'の充足可能性は変わらない.

[ 1リテラル規則]

節集合 S中に単位節 lが存在すれば， 5から Jを含むすべての節を取り除き，さらに

"'[をすべて取り除いた節集合 5'を考える.このとき， 5の充足可能性と 5'の充足可能

性は変わらない.

[分割規則]

節集合S中に現れる原子論理式Pについて， 5 U {P}と5U{"-'P}をそれぞれ5'，5" 

とする.5'と5"の充足可能性を調べ，共に充足不能なら Sは充足不能である.このとき，

Pは分枝変数と呼ばれる.

これらの規則を元の節集合Sに対して用いながら，ある 5'が空となれば元の節集合 S

は充足可能で、あり， 5'中に空節カ苛是れればSは充足不能と判定される.

トートロジー規則と純リテラル規則は，言ド算時間がかかる割にあまり有効でないことが

知られており，一般には用いられない [Dowling84J.従つて， Da加苛V1台芯lS-♂u凶1tr悶l凶a叩I口111の手続きは，

本質的に 1リテラjルレ規則，うt割規則の二つの規則からなると考えてさしっかえない.
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Davis-Putnamの手続きの計算効率は，分割規則における分校変数の選択に強く依存す

ることが報告されている.従って，分校変節翠択のための様々な戦略カ鴇案されている.比

較的有効とされているものに， JeroslowベiVangの戦略， Algorithm Aにおける戦略がある

[Blair 86] [Dubois 93]. JeroslO¥¥ 

に対して，以下の評価関数を適用する.

R 

ω(山 υ)=Eλ7ku会

ただし， λ7kuは5'中でPjが正で現れているい=1)，または，Pjが負で現れているよ

うない=0)， k個のリテラjレからなる節の個数を表す.また，Rは5'中で最も長い節の

リテラルの個数である.

もし，(jぺvx) が ω(5'，jぅv)を最大とする場合，もし V
x
コ Oなら，Pjを分校変数とし

て選択しう 5'U {Pj・}の充足可能性を優先して調べる.もし， Vx = 1なら， rv Pjを分校変

数として選択し， 5' U { rv Pj* }の充足可能性を優先して調べる.

Algorithm Aにおける戦略は，上記の評価関数を以下の関数で置き換えたものである.

， iF22(R-1) 

ω(5'， j， v)ロPJh戸可

これらの戦略は，どちらも短い節に多く出現している原子式を優先して分校するような

戦略である.このことは lリテラル規則によって取り除かれる節を多くし， 1リテラル

規則を適用した結果，さらに単位節が多く現れることを期待するものである.

Davis-Putnamの手続きにおける分校変数の選択が計算効率にどれほどの影響を与える

かを示すために， Jeroslow-¥-Vangの戦略， Algorithem Aにおける戦略，及び，ランダム戦

略を比較した実験を行なった.ランダム戦略とは，ランダムに選択された変数を分枝変数

とすることを優先するものである.
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実験は IRISIndigo2 (CPU:R4000ぅMemory:64Mbytes)上で行なった.プログラムは，

Algorithm Aのプログラム (ASAT)の分校変数選択の部分を変更したものを用いた.テス

ト問題として，ランダム 3-SATと呼ばれる問題を生成しそれらを用いた.ランダム 3-SAT

問題は，すべての節が3つのリテラjレからなるランダム問題で，非常に難しい問題として

知られ， SATの解法アリゴリズの評価に良く用いられるものである.しかし実際は，原子

式(命題変数)の数と節の数の比が約4.3のとき，ランダム 3-SAT問題は非常に難しく，そ

れ以外のときはそれほど難しくはないといっ報告もされている [Crawford93] [IvIitchell 92]. 

従って，ここではその比が約 4.3の問題を用いている.

結果を表5.1に示す.表5.1における“Randomへつ-¥V円 and"A刊では，分枝変数の選

択方法としてそれぞれ，ランダム戦略， .J eroslo¥'.斗iVangの戦略， Algorithm Aにおける戦

略を用いた場合の各問題に対する分枝した回数を示している.ただし，各サイズに対して

問題を 10個生成しこれらに適用した場合の分校の回数の平均をとっている.

表 5.1:分枝変数選択の戦略の効果

vars clauses Random .J-¥V A 

50 214 538.3 i6.6 56.4 

80 344 13233.1 169.3 111.3 

100 430 52855.3 277.9 171.0 

120 516 849262.0 1492.1 1020.0 

この結果から， Algorithm Aにおける戦略，及び， .JeroslowベiVangの戦略はランダム戦略

に比べて非常に効率が良いことがわかる.つまり，よい分校変数選択の戦略を伴う Davis-
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Putllamの手続きは非常に効率がよい.また， Algorithm Aにおける戦略は JeroslowベNang

の戦略に比べて効率が良いことがわかる.

最近， SATの解法として GSATなどの局所探索法が注目を集めている [Selman92] 

[Selman 93]. GSATやその変種が， l'心queen問題や難しいランダム問題に対して，かな

りの成果を示していることカ曹長告されている.

GSATは，原子式へのランダムな解釈を初期値とし，その解釈が節集合を充足しない

とき，

母ある原子式の真理値を反転(真と偽を入れ換える)させたとき，充足する節のの数が

最大になるような原子式の真理値を反転させる，

という操作をあらかじめ決められた lvIAX-FLIPS回実行する.この間に節集合を充足す

る解釈カ宝得られれぽ停止する.もし，充足する解釈が得られなければ，初期億の解釈を新た

に生成し同様の操作をあらかじめ決められたMAX-TRIES回繰り返すものである.GSAT 

の概要を図 5.1に示す.

明らかに， GSAT は完全性を持たない.つまり，局所探索法であるために，ある節集合

が充足不能であることを示すことはできない.このことは，本論文で提案した定理証明手

続きには不向きであることを意味する.

従って，いかに高速に解くか，ということに関しては AlgorithmAの分校変数選択の戦

略をもった Davis-Putllamの手続きカ宅見状で最も適していると考えられる.



1: begin 

2: for 'I := 1 to ìvL~"，{-TRIES 

3: begin 

4: T ←ランダムな解釈:

ο江 for、 J:ご 1 tωo M 

6仕 begin

5.1効率化の要点 70 

7: if Tが Sを充足する then return T; 

10: p←その値を変更することで， 5中の充足する節の数

11: が最も多くなる変数:

12: T ←pの値を変更した解釈;

13: end; 

14: end; 

15: end; 

図5.1:GSATの概要
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5.1.2 有効な割当ての発見

前章の例題を通して，ある原子式の組が純障害物かどうかは求められた変種独立割当て

に依存し，それが手続きの計算効率に影響を与えることを述べた.従って，ここでは，有

効な変種独立割当てを求めるための戦略について検討する.

純障害物の定義から，すべての原子式に同じ真理値が割当てられている変種独立割当て

が求まれば，明らかに純障害物は存在しない.そして，このとき手続きは停止する.また，

あるjレープで発見される純障害物の数が多くなると 純障害物の解消によって次のルーフ。

での節の数が多くなり，その後の処理にかかる言七算時間が長くなることが予測される.こ

れらのことから，あるループでの純障害物の数をなるべく少なくすることが有効であろう

と考えられる.

このことから，以下のような戦略が考えられる.

真理値の回定されていないすべての原子式の真理値を偽とした解釈を初期値と

して，分割規則，または， 1リテラル規則によって真理値が真と固定される原

子式の数を少なくするような戦略.

lリテラル規則において，真理値の画定される原子式の数は節の数に強く影響を受ける.

従って，上記の戦略を行うためには，分告u規則によって分校する際，なるべく多くの節が取

り除かれることが必要である.このような戦略は， Algorithm Aの分枝変数選択の戦略その

ものである.このことは，いかに有効な変種独立割当てを求めるか に関しでも Algorithm

Aの分校変数選択のための戦略が有効であることを示唆している.

従って，本論文で提案した手続きにおいて，変種独立割当てを求めるために命題論理式

の充足可能性問題を解く方法としては， Algorithm Aの分枝変数選択のための戦略を用い
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たDavis-Putnamの手続きを用いることが有効と考えられる.

5.2 実験および、考察

本論文で提案した手続きの有効性を示すために，いくつかの間題に適用した実験を行っ

た.前節で述べたように，変種独立割当てを求めるためには， Algorithm Aの戦略を用い

たDavis-Putnamの手続きを用いた.実験は， Sun SPARC Station IPX (主記憶32Mbyte， 

28.5 rdIPS)を用いて行い，プログラムは， Sun Common Lispにより開発した.また，比

較のために， OTTERの言七算時間も併せて示した.

OTTERは， McCuneによって開発された導出原理を基礎とした定理証明プログラムで

あり，様々な手法，戦略などがサポートされている著名な定理証明システムの一つである

いIcCune89]. OTTERのプログラムは C言語で、書かれ，多種のコンビュータで動作するシ

ステムである.実験では， Ver. 3.0.3を用い，戦略等はすべての問題においてオート (auto)

に設定した.

結果を表 5.2，表 5.3に示す.表中の Timeは各問題に対する実行時間(単位[秒])を，

Loopは変種独立割当てを求めた回数を表す.また，表中の r-Jは， 30分精通しても解

カ苛尋られなかったため，または，節の爆発的増加により計算続行が不能になったために，計

算を中止したことを表す.

表 5.2において使用した問題は，文献 [Pelletier86]中の等式を含まない節形式の論理式

のみからなる問題 35rv 46 (ただし， 38は問題の不備のため除いた)である.これらの問題

の充足可能性は，問題42と46のみ充足可能であり，残りの問題はすべて充足不能である.

表中では，それぞれTおよびFで示す.表 5.3における問題は，表 5.2で使用した問題
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表5.2:実験結果 1

problem SAT 本手続き OTTER 

Time Loop Time 

35 F 0.04 2 0.04 

36 F 1.23 4 0.08 

37 F 0.12 3 0.09 

39 F 0.03 1 0.06 

40 F 0.60 。 0.17 
41 F 0.20 3 0.08 

42 T 0.03 l 0.27 

43 F 2.34 9 1.36 

44 F 0.07 2 0.12 

45 F 1.12 4 0.13 

46 T 0.58 4 0.18 
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表5.3:実験結果 2

problem SAT 本手続き OTTER 

Time Loop Time 

35' T 0.02 l 0.03 

36' T 9.90 6 0.07 

37' T 0.50 。 198.60 
39' T 0.02 l 0.03 

40' T 0.03 1 0.03 

41' T 0.03 1 0.05 

42' T 0.03 l 

43' T 0.04 1 0.09 

44' T 0.04 l 0.07 

45' T 0.20 つ 0.10 

46' T 0.57 3 0.10 
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に対して，最後の節を一つ取り除いた節集合を用い，問題番号に r'Jを付加して表した.

表 5.3に示すようにすべての問題の充足可能性は充足可能であった.

これらの表から，本論文で提案した手続きはすべての問題が解けていることがわかる.一

方， OTTERは，問題42'が30分経過後も停止しなかった.また，問題37'もかなりの時

間がかかっていることがわかる.問題42'や 37'は，以下の例のような特徴を問題に合ん

でいる.

例 5.2.1

以下の節 C1，C2からなる節集合を考える.

C1ご P(f(α))う

C2 =rv  P(x) V P(j(X))， 

ただし， αは定数 xは変数，.fは関数記号，Pは述語記号である.この節集合に対し

て，以下のような変種独立割当てが存在する.

C1エ P(f(α))う、町一.....--
T 

GコrvP(X) V P(j(X))う
、-..-' 、曲目「月四〕

T T 

この割当てに対して純障害物は存在しないことは簡単にわかる.なぜなら，すべての原

子式に同じ真理値が割当てられているからである.従って，本論文では系 4.3.1より，こ

の節集合は充足可能であると結論される.

一方， OTTERでは，まず最初に C1とC2の導出節 C3コ P(j(j(α)))を生成する.さ

らに，この C3は C2 との導出により，導出節 C4コ P(j(f(j(α))))を生成する.以下，同

様に導出節P(j(j(j(f(α)))))γ・・，を無限に生成し停止することはない.



5.2実験および考察 76 

この例のように， OTTERのような導出原理に基づく方法では国難な問題で，本論文で

提案した手続きでは容易な問題かτ存在することがわかる.

次に， Algorithm Aの戦略を用いた DavisωPutnamの手続きと，ランダム戦略を用いた

Davis-Putnamの手続きとの比較によって， Algorithm Aの戦略が実際に有効であるかど

うかを調べる実験を行なった.

結果を表5.4，表 0.0に示す.ランダム戦略では乱数を用いているため，各問題に対して

乱数の種を変えて 10回適用した.表中の solveは， 10回のうち 10分以内に手続きが停

止した回数を表し， unsolveは10分以内に停止しなかった回数を表している.Randomは

ランダム戦略を用いた場合の言七算時間とjレープの因数を表している.ただし， 10分以内に

停止したもののみの平均をとっている.比較のために， Algorithm Aの戦略を用いた場合

の表 5.)と表5.3の催ぞう本手続き"に示した.

この結果から，ランダム戦略を用いた場合は 10分以内に停止しない問題がいくつかある

のに対して， Algorithm Aの戦略を用いた場合はすべての問題が停止しているのがわかる.

従って， Algorithm Aの戦略が比較的有効な変種独立割当てを求めていることがわかる.
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表5.4:実験結果 3

Problem Solve Unsolve Random 本手続き

Time Loop Tirne Loop 

35 10 。 0.01 2.0 0.04 2 
36 10 O 1.21 4.0 1.23 4 

37 10 。 0.49 2.8 0.12 3 
39 10 。 0.00 1.0 0.03 1 
40 10 。 4.63 6.9 0.60 O 

41 10 。 0.14 3.0 0.20 3 
42 8 2 1.25 1.3 0.03 l 

43 10 。 2.52 7.2 2.34 9 
44 10 。 0.02 2.0 0.07 2 
45 10 。 0.68 3.7 1.12 4 
46 10 。 0.31 3.0 0.58 4 
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表5.5:実験結果4

Problem Solve Unsolve Random 本手続き

Time Loop Time Loop 

35' 10 。 0.00 1.0 0.02 l 
36' 8 2 19.15 8.5 9.90 6 

37 10 O 0.12 3.0 0.50 O 

39' 10 。 0.00 1.0 0.02 1 
40' 10 。 0.00 1.0 0.03 1 
41' 10 。 0.01 1.1 0.03 1 
42' 10 。 0.02 1.6 0.03 1 
43' 10 。 0.03 1.3 0.04 1 
44' 10 O 0.02 1.4 0.04 1 

45' 10 。 0.67 2.7 0.20 2 
46' 2 8 0.03 1.0 0.57 3 



第 6章

吾会

日間

本論文は，人工知能の分野における基本的な問題である定理自動証明に対して，命題論

理の充足可能性問題を繰り返し解くことにより定理証明を行うリダクション手法の一つで

ある部分例示手法に基づいた手続きを新しく構築し，その有用性について検討したもので

ある.また，その手続きが完全性をもつことの証明を与えている.すなわち，本論文で提

案した手続きは，与えられた節集合が実際に充足不能であれば，そのことを有限ステップ

で証明することができる.

6.1 各章の要約

6.1.1 第 1章

第1章は序論であり，定理由動証明に対するこれまでの研究について述べた.また，本

研究の自的を明確にした.

79 
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6.1.2 第 2章

第2章では，記号論理の基礎として，命題論理および、第一階述語論理について説明した.

その中で，リダクション手法にとって重要な命題論理式の充足可能性問題についてや，現

在まで提案されている多く定理自動証明手続きが基礎としている Herbrandの定理などに

ついて説明した.

6.1.3 第 3章

第3章では，定理自動証明に対するこれまでの研究として，最も一般的な手法である導

出原理について説明した.また，本論文で提案した手続きが基礎としている部分例示手法

について述べた.その中で.leroslowが提案した方法について説明し，その問題点を明確に

した.

6.1.4 第 4章

第4章では，部分明j示手法に基づいた定理自動証明手続きを新しく構築し，その詳細に

ついて述べた.また，本論文で提案した手続きが定理自動証明手続きがもつべき重要な'性

質の一つで、ある完全性をもつことの証明を与えた.さらに，例題を通して手続きの全体の

流れを説明し，手続きの言博効率が変種独立割当てに強く依存することを示した.

6.1.5 第 5章

第5章では，本論文で提案した手続きの効率化について検討した.効率化のためには，変

種独立割当てを求めるアルゴリズムに関して，いかに高速に解くか いかに有効な割当て
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求めるか，が重要であることを示した.そして，これらを満足する方法として， Algorithm 

Aの戦略をもった Davis♂utnamの手続きを適用し，実験によってその有効性を示した.

また，導出原理に基づく方法として有名な OTTERとの比較実験により， OTTERが困難な

問題で，本論文で提案した手続きでは容易な問題が存在することを示した.

6.2 まとめ

本論文では，定理自動証明に関する研究として以下のことを行った.

1.定理証明を命題論理式の充足可能性問題を繰り返し解くことによって行うリダクショ

ン手法の一つである部分例示手法について， JeroslO¥¥・の方法の問題点を検討した.

2.部分例示手法に基づいた新しい定理自動証明手続きを構築した.

3.その手続きの計算効率が変種独立割当てを求めるアルゴリズムに強く依存することを

示し，そのアルゴリズムとしてA.lgorithmAの戦略を用いたDaγ1S♂utnamの手続

きが有効であることを示した.

4.導出原理に基づく方法として有名な定理自動証明システム OTTERとの比較実験に

より， OTTERでは困難な問題で，本論文で提案した手続きでは容易に証明可能な問

題が存在することを示した.

今後の検討課題として以下のことが残されていると考えられる.

母有効な変種独立割当てを求める戦略のより詳細な検討.

母導出原理に基づく方法における支持集合戦略などの技法の取り入れ.
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@より大きな問題(節数の多い)への対応.

母他のリダクション手法である HyperゐinkingStarategyとの関連性について検討.
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付録A

ブ口グラムリスト

A.l Davis問 Putnamの手続き

(proc1aim '(optimize (compi1ation-speed 0) (safe七y0) (speed 3))) 

'" The fo11owing part is七heDavis-Putnam procedure. 

， " The Davis-Putnam procedure is an a1gorithm for solving satisfiabi1ity 
'" prob1em (SAT) that de七ermineswhether a given formu1a is satisfiab1e. 

'" A predicate DP re七urnsa 1ist of variab1es which must be true if the 

'" formu1a CLSS is satisfiab1e. Otherwise， it returns symbol NIL. 

(defun dp (c1ss) 

(dp四 aux(tauto1ogy-ru1e c1ss) '(0)) 

(defun var1ist (num) 

(cond ((equa1 num 0) (list 0)) 

(t (cons num (var1ist (-num 1)))))) 

(defun dp-aux (c1ss va1) 

(le七 ((uni七司c1s(unit-c1ause c1ss))) 

(cond ((null clss) val) 

((member nil c1ss) ni1) 

(unit-c1s (if (> 0 unit-c1s) (setf va1 (remove (ゅ unit-c1s)va1))) 

(dγaux (one-1itera1-ru1e uni七-c1sc1ss) val)) 

(七Clet ((br叩 ch-var(branch-variab1e c1ss))) 

(or (dp-aux (cons (list br叩 ch-var)c1ss) va1) 

(dp-aux (cons (list (-br叩 ch-var))c1ss) va1))) )))) 

'" Tauto1ogy is a va1id formula. A c1ause is tau七ologyiff the c1ause 

'" contains both a variab1e and its negation. 

'" For examp1e， a c1ause (1 2 -2) is a tauto1ogy. 

(defun七auto1ogy-p(c1s) 

(cond ((nu11 c1s) ni1) 

((member (一 (firstc1s)) (rest c1s)) t) 

(t (tauto1ogy-p (rest c1s))) )) 

88 
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(defun unit四 clause(clss) 

(cond ((null clss) nil) 

((null (rest (first clss))) (first (first clss))) 

(t (unit-clause (rest clss))) )) 

(d日funone-literal-rule (unit-cls clss) 

(one-literal-rule-aux unit-cls clss nil) 

(defun one-li七日ral-rul色-aux(unit-cls clss result) 

(cond ((null clss) result) 

((member uni七日cls(first clss)) 

(one-literal-rule-aux unit-cls (rest clss) result)) 

((member ト unitωcls) (first clss)) 

(one-literal-rule-aux unit-cls 

(rest clss) (cons (rernove (-uni t-cls) (first clss)) result))) 

(t (one-literal-rule-aux unit-cls 

(rest clss) (cons (first clss) result))) )) 

'" The following functions are based on the Asat Algorithrn. 

， " A function BRANCH-VARIABLE returns the branching-varible that 
'" we should branch on f工rst.A minus sign ind工catesthat we should 

;;; bra工lchon the negation of the varible. 

(defun func (lit-num lit-max) 

C/ (exp七 2.0 (本 2.0(-lit-max 1))) (expt 2.0 (* 2.0 (-lit-num 1)))) ) 

(defun max-li七 (clss)

(cond ((null clss) 0) 

(七 (max(length (first clss)) (rn日 -lit(rest clss)))) )) 

(defun branch-variable (clss) 

(let ((lit-max (max-lit clss)) 

(max-point 0) 

(result 0)) 

(dotirnes (var *new-num* result) 

(let ((temp (sign (+ v訂1) clss lit叩出)))

(cond ((> (second temp) m日 -point)

(setf max-point (second ternp)) 

(setf resul七 (firstternp))))) ) )) 

(defun sign (var clss lit-rnax) 

(let ((poin七10) 

(pointO 0)) 

(if (> (dolis七 (clsclss pointl) 

(if (member var cls) 

(setf pointl (+ pointl (func (length cls) li七四回x)))))

(dolist (cls clss pointO) 

(if (rnernber (-var) cls) 
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(setf pointO (+ pointO (func (length cls) lit叩む))))))

(list var pointl) 

(list (四 var)pointO)))) 
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A.2 部分例示手法に基づく定理自動証明手続き

'" The fo11owing function is the main function of our theorem 

'" proving procedure based on the partia1 instantiation technique. 

， " A function SAT t~~e a set of c1ausesむldreturns a symbo1 T if 
a given set of clauses is satisfiable， otherwise it returns a 

;;; symbol NIL. 

(defun sat (c1ss) 

(init) 

(sat-aux (lc工ss-firstclss)) ) 

(defun sat-aux (工clss)

(setf *loop* (+ *loop* 1)) 
(let ((va1 (dp (tr叩 s-lc1ss1clss)))) 

(print (ー (lengthva1) 1)) 

(if (null val) (format t "-% NIL (unsatisfiab1e) 1oop=-a" *loop*) 
(工et ((b1ockages (find-b1ockages 1clss val))) 

(エf (nu11 blockages) (format t "-% T (satisfiable) 1oop=-a" *loop*) 
(sat-aほ (extendlclss blockages))) ))) ) 

(defun extend (lc1ss b1ockages) 

(let ((resu1t lc1ss) 

(n叩 Cremove-dup1icates(extend-aux 1c1ss blockages) :test #'v紅 i田七-p)))

(do1is七 (c1snew resu1t) 

(push (make-1c1s (new-1abe1) (rename-var c1s)) resu1t)) ) ) 

(defun ex七end-auxC1c1ss blockages) 
(let ((resu1t ni1)) 

(do1ist (b1ockage blockages result) 

(setf resu1t (append (extend-a四 21c1ss b1ockage) resu1七))) ) ) 

Cdefun add C1c1ss1 1c1ss2) 
(let C(resu1t 1clss2)) 

(dolist (lc工s1c1ss1 result) 

(if (not (member (lc1s-body 1c1s) lc1ss2 :test #'variant中 :key#'second)) 

(push 1c1s resu1t)) ) ) ) 

Cdefun extend-aux2 (lc1ss b1ockage) 

(let ((11 (first blockage)) (12 (second b1ockage)) 

(r (third b1ockage)) (s (fourth b1ockage)) 

(mgu (fifth b1ockage))) 

(if (change-p mgu r) 

(if (change-p mgu s) (工ist(generate-c1s lc1ss 11 mgu) 

(generate-cls 1clss 12 mgu)) 

(list Cgenerate-c1s 1c1ss 11 mgu))) 

(list (generateωc1s 1c1ss 12 mgu)) ) ) ) 

(defun generate-c1s (lc1ss 1abe1 mgu) 

(let ((cls (lcls-body (find 1abel lc1ss :key #'firs七)))
(subs七 (filter-mgu(v訂 s-in1c1ss) mgu))) 
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(setf (gethash 1abe1 cover) 

Cremove-dup1icates (cons subst (gethash 1abe1 cover)) :test #'equa1)) 

(app1y-subst subs七 c1s) ) ) 

Cdefun change-p (mgu e) 

(if (variant-p e (app1y-subst mgu e)) ni1 t) ) 

(defun v紅土阻七-p(e1 e2) 

(if (or (a七omic叫 pe1) 
(atomic-p e2)) (v訂申equale1 e2) 

(and (v訂 i叩 t-p(first e1) (first e2)) 

(variant-p (res七日1) (rest e2))) ) 
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(defu工1find-b1ockages (lc1ss va1) 

(find-b1ockages-aux 1c1ss va1 ni1) 

Cdefun find-b1ockages叩 aux(lclss va1 resu1t) 

(if (nu1l 1clss) result 

(let ((blocks (find-blockages-aux2 (first lclss) (rest lc1ss) val resu1t))) 

(find-b1ockages-aux (r日st1clss) va1 blocks)) ) ) 

(defun find-b1ockages-aux2 (lcls lclss va1 resu工七)

(do1ist (cl 1clss resなlt)

(let ((b1ocks (find-b1ockages-c lc1s c1 va1))) 

(if b10cks (setf resu1t (append b10cks result)))) ) ) 

(defun find-b1ockages-c (lcls1 1c1s2 va1) 

(le七 ((resu1t nil) 

(c1s1 (lc1s-body 1c1s1)) (11 (lc1s-1abe1 1c1s1)) 

(c1s2 (lc1s-body 1c1s2)) (12 (lc1s-1abel 1c1s2))) 

(do1ist (lit1 c1s1 resu1t) 

(dolist (lit2 c1s2) 

(let ((mgu (blockage-1it lit1 li七2va1))) 

(cond ((or (nu11 mgu) (eq mgu 'fai1)) ni1) 

((unfit-b1ockage c1s1 c1s2 11 12 mgu) ni1) 

(七 (push(lis七 1112 1it1 lit2 mgu) result)) )) )) )) 

(defun unfit-blockage (c1 c2 11 12 mgu) 

(let* ((cov1 (gethash 11 cover)) 

(cov2 (gethash 12 cover)) 

(mgu1 (fi1ter-mgu (vars-in c1) mgu)) 

(mgu2 (fi1ter-mgu (v訂 s-inc2) mgu))) 

(cond ((nu11 mgu1) (if (inc1ude-uni mgu2 cov2) t ni1)) 

((nul1 mgu2) (if (includ告白unimgu1 cov1) t ni1)) 

(t (if (or (inc1ude-uni mgu1 covl) 

(include-uni 噌 12cov2)) 
t nil)) )) ) 
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(defun filter由 mgu(vars昭 1)

(cond ((nu11 mgu) ni1) 

((and (member (first (first mgu)) vars) 

(not (var-p (second (first mgu))))) 

(cons (first mgu) (fi1ter-m肝 vars(rest mgu)))) 

(t (fi1ter-mgu vars (rest mgu))) ) ) 

(defun instance四 of(e1 e2) 

(let ((mgu (unify e1 e2))) 

(阻d (not (equa1 mgu 'fai1)) 

(equa1 e1 (app1y-subst mgu e2))) ) ) 

(defun inc1ude-in-aux (u1 u2) 

(叩d (equa1 (first u1) (first u2)) 

(instance-of (second u1) (second u2))) 

(defun inc1ude吐n (u1 u2) 

(if (null u1) t 

(and (inc1ude-in-aux (firs七 u1) (first u2)) 

(inc1ude-in (res七 u1) (rest u2))) ) ) 

(defun inc1ude-uni (u cov) 

(cond ((nu11 cov) ni1) 

((inc1ude-in u (first cov)) t) 

(七 (inc1ude-uniu (rest cov))) ) ) 

(defun b1ockage-1it (lit1 1it2 va1) 

(if (and (opposite-p 1it1 1it2) (true-p 1it1 va1) (true-p 1it2 va1)) 

(unify (get-a七om1i七1) (get-atom lit2))) ) 

(defun opposite-p (lit1 1it2) 

(if (negate-p 1it1) (not (negate-p 1it2)) 

(negate-p li七2))) 

(defun true-p (lit va1) 

(let ((truth-va1ue (member (ge七hash(sub-to-const (get-atom 1it)) tab1e) va1))) 

(if (negate-p li七) (no七 truth'

(no七 (no七七ru七h-va工ue))) ) ) 

(defun v訂一p (e) 

(typecase e 

(s戸lbo1(ch訂#¥? (char (s戸lbo1-n叩 ee) 0))) 
(t nil))) 

(defun const-p (e) (担d(not (var-p e)) (atom e))) 

(defun atomic-p (e) 

(or (cons七中心 (var-pe))) 
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(defun sub-to-const (e) 

(cond ((cons七四pe) e) 

( (var-p e) ， a) 
(t (cons (sub-to-const (firs七 e))

(sub-to-const (rest e)))) ) ) 

(defun return-num (e) 

(le七* ((ground-form (sub-to四 conste)) 

(value (gethash ground-form table))) 

(if (null value) (setf (gethash ground-form table) (new-num)) value))) 

(defun tr叩 s-lit (literal) 

(if (nega七日目pliteral) (ー (return-num (get-ato恋 literal))) 

(return-num literal)) ) 

(defun trans-lclss (lclss) 

(mapcar #'(lambda (lcls) 

(mapcar #'(lambda (literal) (trans-lit literal)) (lcls-body lcls)))工clss)) 

(defun negate-p (literal) 

(if (equal 'not (first literal)) t nil) 

(defun get-atom (literal) 

(if (negate-p literal) (second li七eral)li teral) 

， " The following part is a collection of functions for ini七ialization.

(defvar *new-num* 0) 

(defvar *new-label* 0) 

(defvar *loop* 0) 

(defun init 0 
(setf *new-num* 0) 

(se七f*new-labe工*0) 

(setf *loop* 0) 

(setf table (m~~e-hash-table :test #'equal)) 

(setf cover (make-hash-table)) 
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(defun new叩 label0 
(setf *new-label* (+ *立母w-label*1)) 

*new-label* ) 

(defun new-num () 

(setf *new-num* (+ *new-num* 1)) 

*new-num* ) 
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(defu工1make-fresh-subst (vars) 

(if (null vars) ，() 

(cons (list (first vars) (new司 var)) 

(make-fresh-subst (rest vars)) ))) 

(defun ren回目-var(cls) 

(apply-subst (make-fresh-subst (v訂 s-incls)) cls)) 
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(defun lcls-label (lcls) 

(first lcls) ) 

(defun lcls-body (lcls) 

(second lcls) ) 

(defun lclss-first (clss) 

(mapcar #'(lambda (cls) 

(make-lcls (new-label) (rename-var cls))) 

clss) ) 

" The following function UNIFY is the unification algorithm. 

'" UNIFY accepts two express工onsand returns the most general 

'" unifier for them if the two expressions are unifiable， otherwise， 
， " it returns a symbol FAIL. 

(defun unify (e1 e2) 

(cond ((atomic-p e1) (atomic-unify e1 e2)) 

((atomic-p e2) (atomic-unify e2 e1)) 

(t (let ((z1 (unify (first e1) (firs七日2))))

(if (equal z1 'fail) 'fail 

(let ((z2 (unify (apply-subst z1 (res七 e1)) 

(apply-subst z1 (res七 e2)) ))) 

(if (equal z2 'fail) 'fail 

(composite-subst z1 z2) ))))))) 

(defun atomic時 unify(e1 e2) 

(cond ((equal e1 e2) nil) 

((var-p e1) 

(if (occurs-in e1 e2) 'fail 

(make-subs七 e1 e2) )) 

((var-p e2) (make-subst e2 e1)) 

(七 'fail)))
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(七 (or(occurs-in v (first e)) 

(occurs-in v (rest e)) )))) 

(defun composite-subst (s1 s2) 

(if (nu11 s1) s2 

(le七 ((key(first (first s1))) 

Cexpr (second (first s1)))) 

(cons (list key (app1y-subst s2 expr)) 

(composite-subst (rest s1) s2) )))) 

(defun make-subst (v e) 

(list (list v e))) 

(defun find-var (v subst) 

(assoc v subst)) 

(defun app1y-subst (subst e) 

Ccond ((var-p e) 

(let ((pair (find-var e subs七)) ) 

(if (null pair) e 

(second pair)))) 

((const-p e) e) 

(t (cons (apply也 substsubst (first e)) 

(apply-subst subst (rest e)) )))) 


