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分配標準形について

大畑甚

Sl 一階述語論理の任意の式には， clear cutな構造をもっ分配標準形 (dis-

tributive normal forms)の存在することが知られている[とくに Hintikka

(1) ]. この標準形は， 命題論理の完全標準形 (completeor perfect normal 

forms)の一般化である.後者の依存する真理函数の分配諸則のほか，とくに，

存在(普遍)量化記号の選言(連言)に関する分配則に依存してえられる標準

形であるため，その名がある.

命題論理の整合的な任意の式は，完全選言標準形をもっ この選言項一一

構成素 (constituent)というーーは， k個の異なる原子式が与えられれば，そ

の各原子式かその否定のいずれか(両者ではなし、)を連言項として含む連言

からなる 原子式かその否定のいずれかを(土)問(i=O，1，……，k-1)であら

わせば，構成素は次のように書ける

(1. 1) 土)P8& (::t: )P~ &……&(土)P?

これを略記号 11を用いて・

k-l 

(1. 2) n P? 

と書いてもよい.これらの各構成素は，相互に排除的で， exhaustiveな2k個

の条件を作る

ところで，ある解釈された体系を考察しているとすると，完全選言標準形

の各構成素は， いわゆる《状態記述))(state-description)である. 各構成素

連言式一ーによって表現される連言命題それ自身は，原子式によって表

現される命題に関する《可能的世界》といえる.ある解釈された一階述語論

理の体系において，その任意の式の分配標準形一一ここではその選言形を考
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分配標準形について 大畑

える一一ーの選言項(構成素)についてもまた同様に考えることの出来る.例

えば，閉鎖言明型で命題変項及び個体常項を含まない式の分配(選言)標準形

は与えられた個体変項と述語に関して，その存在量化の連言を選言項として

もつからである.

ところで， <<任意の文の情報的な内容は，可能な代案を排除する程度に応じ

て高い》とK.Popper流に考えればーーすべての可能的な代案を枚挙したも

のは情報内容ゼロである一一ある形式的な議論の範囲で，その文の分配標準

形は，その文の情報内容の明確度について尺度を与えることになるかもしれ

ない.もちろん，分配標準形は，標準形のーっとして，論理式の証明論的考

察のテクニックであることにかわりがない.しかし，それに終らないで，

むしろ，その技術が前置標準形 (prenexnormal form)と異なった《思想》か

ら生れたものではなし、かと考えられる点もある [cf.Hintikka (3)]. 

以下において，このようなアイディアを憶測しながら，量化理論について

まず，単項述語論理式の例を中心に，その分配標準形を調べる 内容として

新しいことを含まず解説的である.

告2 以下で扱う表現は通常の一階述語論理の記号ならびに形成規則からな

る.記号は， (i)論理記号として否定'-'連言'&'，選言 'V'，条件‘→'の

各記号(真理函数記号)と存在量化‘E'，普遍量化‘U の各記号(量化記号)，

(ii)個体記号の可付番集合は河'，‘xム……，文記号のそれは 'P8'，'pr'γ 

m項述語 (m=1，2，……)記号のそれは?仁 'Pf'，……， 'PO'， 'Piう……， 'Pg1'， 

"PF'，……によって指示される.但し見易くするためその都度適当な指示が与

えられる.又，補助記号，括弧 ζ('， γを用いる.論理式(あるいは簡単にいっ

て式)は，次の形成規則による. (1) 'P~' (i=O， 1，……)は式である.(2) 'P!Xl'， 

"P1XIX2'，…… (i=O，l，……)，は式である (3)任意の式を 'A'，'B'で示せば，

'-A'， 'A & B'，‘AVB'， 'A→B'は式である. (4) A に 'Xn'(n = 1， 2，……)が

《自由))(free)にあらわれれば，‘(Exn)A'，‘(Uxn)A'は式である.(1)， (2)の形の

ものを原子式という.式は，このように，一般に，真理函数と量化によって原
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子式から作られる.なお式の《深さ>>(depth)について言及されるときは，

次の規定による.すなわち， (i)式の《深さ》はその構成要素 (component)の

《深さ》で最高のものである.(ii)原子式は《深さ》ゼロである.(iii) '(Exn) A'， 

"(UXn) A'は'A'の《深さ》よりも一つだけ高い.((構成要素>>とし、う用語につい

ては通常の規定に従って用いる.個体記号の《自由》あるいは《束縛>>(bound)

についても同様に通常の規定で用いる.

公理，変形規則については特記しない.通常の命題論理の諸定理では，整

合的な式を完全標準形に変形するに必要な等値関係，例えば， (i)二重否定則，

{ii) ド・モルガγ則， (iii)連言(選言)の選言(連言)への分配則が重要である.

述語論理の諸定理では， 次の等値関係が重要である. (i苛)(匂xn)A'と‘~

{Exn)-A'， (v)‘A'， 'B'に‘xn'が自由にあらわれるとき，‘(Exn)(A V B)'と

'(Exn) A & (Exn) B'，‘代JXn)(A & B)'と‘(UXn)A & (Uxn) B'は等値である.

(vi)‘B'が‘Xn'の自由なあらわれを含まなければ，‘(Exn)(A V B)'と'(Exn)A

VB'，‘(Exn) (A & B)'と‘(Exn)A & B'， '(Uxn) A & B'と‘(Uxn)A&B'，‘何Xn)

{AVB)'と‘何Xn)AVB'は等値である.

~3 分配標準形は，一つの標準形として，ある構造的条件を万足するもの

である.この構造的条件は，その構成素が万足すべき条件である この条件

は，述語論理にあらわれる個体記号の数，述語記号の数，論理式の《深さ》を

特定すること，そしてそれに依存する.

もっとも単純な単項述語論理式を考えよう.詳しくいえば，‘(EXj)'あるい

は‘(UXj)'の次には，‘POXj'，'Plxj'，……の真理函数のみがくる式を考える.見

易いため‘X/を 'x'，'Po'， 'Pi'，……を 'P'，'Q'，'…・であらわすことにする. こ

の式は， '(Ux) A'と‘~(Ex)-A'とが等値であることと 'A' は，ある原子

式‘Bj'，'B2'，……('PX'， 'QX'，……)の真理函数であることから，もとの式は単

に (Ex)Aと書いてよいこの論理式では，個体記号の数は 1，述語記号の数

はその集合 {P，Q，……}の要素の数である. (<深さ》は 1である(以下 'A'等

にあらわれる引用符をなるべく省略することにする).
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分配標準形について 大畑

いま，述語記号の集合を {P，Q}とする. すると Aについて， Px，Qxと，

論理記号'&'とによって，個体領域を22個の異なった種類に分割しうる.す

なわち -Px& -Qx， -Px & Qx， Px &-Qx， Px & Qxである.これらを前

記 (1.1)の記法を用いて書くと， (士)Px&(土)Qxである.また，上記各連言

をそれぞれ Ct3(X)， Ct2 (X)， Ctj (X)， Cto (X)で略記すれば， 任意の A式，たと

えば， PxVQXはCt2(x) V Ctj (x) V Cto (x)に， Pxは Ctj(x) V Cto (x)に変形しう

る.これは真理函数記号の働きから周知のことがらである

一般に述語記号の集合を {Po，Pi，……，Pl} (i=O， 1，……，k-1)，他の条件を

そのままにすれば:

(3.1) 土)Pox & (::t) Pix &……(士)Plx

これら異なる分割を Ct~(x) (Ct右肩の Oは depth)と書けば，(3.1)は:

k-j 

(3. 2) Ct~(x) = IljPf(x) (j = 0， 1，……，2k-1) . 

任意の式 A は， k 項連言 Ct~(x) の O 項， 1項……， 2k項の選言に変形され

る.0項選言は， Pix& -Pix等の不整合な式を， 2k項選言は PiXV-PiX等

の恒真式を意味する.一般に O項選言は A&-A，2k項選言は Av-Aを意

味するとすれば， 式 A は不整合のときをも含め Ct~(x) の選言に変形される

ことになる.

Ct~(x) すなわち， Ct~(x) ， Ct?(x)，・…・・， Ct2k_j(X)によって，述語の集合 {Po，

Pj，……， Pk-j} に関して，個体のすべての可能な種類のリストが記述される.

すると，可能な種類の世界は，そのリストを見渡した上で，その種類の個体

の存否を指定すればよい.すなわち:

(3.3) 土)(Ex) Ct~(x) & (土)(Ex) Ctr (x) &……&  (::t) (Ex) CtRk_j (x) 

これは，原子式あるいはその否定のいずれかの連言を存在量化したもの，あ

るいはその否定のいずれかを連言項とする連言である.
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0~ 1 (Ex) (PxVQx) 

次の表によって， {P， Q}に関して 22項{ごと)(Ex) Ct~ (討議替の 14

変形される.但し，この表では寄交をの場会合 L 否定のときた Oとする.

行ナソパー
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1 

2 
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4 

5 

8 
7 

8 
き

10 
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14 

15 

表仁和点線以上の

(Ex)C待(五)
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O 

O 

O 。。。
O 

1 

1 
l 

1 

1 

ヱ
1 

1 

いた 14

Ct~(x) (Ex) Ct~(亙 (Ex) Ct~(x) 

000  。 o 1 

O 工 。。 1 1 

1 O O 

I 。 l 

1 エ
。

1 l 1 

O 。 O 。 O l 。 1 。。 1 1 

l 。 。
l 。 工

1 1 O 

1 エ 1 

もとの式は等鰻であるーこ

明かに， 立高) の特殊なもの る なお，会の配列を適惑にとった

めは， (Ex) Ct~ (x)の雪定のあらわれガι ンハ をあらわす整数 (0，1， 

2，……」おと合対応させるためである，もちろん，この整数の 2

そのをま各行になるように配列してある，

0U (Ex)Px 

i湾様の表により 4項(こと)(Ex)Ct~同 の12 である.又 (Ex)(Px

&Qx)は4 の8 ることが確められる.

係議 (Ux) (PX→Qx) 

これは氾x)-(Px→Qx)，次いで -(Ex)(Px&-むx)に等値である.支
否定記号な除いた (Ex) &-Qx)の表をつくる.この表は成立しないから，

その行を騒いた代架部分のいずれかの行が成立する，この方法によって

8 うる.この場合，(Ex) Ct~ (x)がすべて否定;0である行も含まれる.
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以I二は述語記号の集合 {P，Q}についてであったが，述語記号の集合 {P，

Q， R}に関して， 23項(土)(Ex) Ct~ (x)連言(j=0，1，……，23ー1)の64項選言

で書ける. これは，上と同様，等値形 ~(Ex)(PX &~QX) をえてから，等値

形 ~(Ex)((PX &~QX &~Rx)V(Px &~QX & Rx))に移り，ついで {P，Q， R} 

に関する (Ex)Ctj(X)について同様の手続によってえられる ちなみに否定

記号を除いた式は， 22'行のうち 192行のいずれかについて成立つことが示さ

れる もちろん， (Ex) の選言に関する分配則により ~((Ex)(Px &~ QX &~ 

Rx) V (Ex) (PX & ~ QX & Rx))をえてもよく，又，ド・モルガン則で，等{直形~

(Ex) (PX &-QX &~Rx) &~(Ex) (PX &-QX & Rx)をえてからでもよい.

これらを式の変形で求める手続きは容易にえられる.これについては後に

ふれる.なおこの例は，いわゆる定言的三段論の決定問題を解決する一つの

方法を与えることに関連している [vonWright (2)]. 

例4 (Ux)Fx→(Ex) (Fx V Gx) 

(Ex)-FxV(Ex) (FxVGx) 

(Ex) (-Fx & Gx)V(Ex) (~Fx &~Gx) 

V (Ex) (Fx & Gx) V (Ex) (Fx &-Gx) V (Ex) (-Fx & Gx) 

(Ex) (-Fx &-Gx)V(Ex) (-Fx & Gx) 

V(Ex) (Fx &~Gx)V(Ex) (Fx & Gx) 

これについて (Ex)Ct~(x) に関する分配選言標準形は，上式の選言記号の働

きから 4項(土)(Ex) Ct~ (x)連言の 15項選言である (Ex) Ct~(x) が全部否定で

あらわれる場合を除く(それは emptyな世界で真となるが，もとの式は偽と

なるから).

上例で3行目への変形は，命題論理において完全標準形をつくるときの一

つの変形技術にすぎない.今， P8 について，それは恒真式 (P~V -P~) との連

言に等値であるーさらにそれは選言と連言との分配則で展開したものに等値

である.すなわち P8&(P~V-問)は (P8& P~)V(Pg &-P~) と等値である.そ

して， この技術と， 再び， 存在記号と選言に関する分配則が加わるだけで

ある.
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一般に depth1の式は(::!::)(Ex) Ct8(x) & (土)(Ex) Cd (x) &……&(土)(Ex) 

Ct~(x) (j=0， 1，……，2k-1)の選言に等値である(解釈された体系の下では，

この各選言項は， 2のj+1=2k乗個の異なった可能な世界を記述している).

従って，もとの depth1の式は， k個の述語記号と， Y とし、う個体記号に関

して，存在量化の 2k項連言の O項，1項，……， 2
2k
項選言に等しい.

今，(土)(Ex) Ct8(x) & (土)(Ex) Ct~ (x) & …・・&(土)(Ex) Ct~ (x)を Ct1(x)とか

く. すると， Ct~(x) は， depth 1を加えるが，述語記号，個体記号の数は同

ーとしづ条件の下で， Ct1(x)の選言に展開されている.例えば， Px&Qxと

いう Ctgは， これに (Ex)を加えた depth1 : (Ex) Ctg (x)の選言で書くことが

出来る.これは 8項選言であった.

さて，どんな単項述語論理式L 上述の範囲においては，構成素の O項， 1

項，……， 2
2k
項選言に変形され，解釈された体系では，それらの選言形によ

って， 可能的世界を表現した. 略記法(1.2)を導入してこの事実を次のよう

に書く

2k_l k-l 

(3.4)σa II (Ex) IIj Pl(x) 

σはその右側にある構成素 (3.3): (土)(Ex) Ct8(x) & (::!::) (Ex) Ct?(x) &…… 

& (::!::) (Ex) Ct~(x) の選言をあらわす.σa の a(=O， l，え……， 2勺は，選言項

の数をあらわす.これがこれまでの単項述語論理式の分配標準形である

(i) この範囲で，任意の式の分配標準形のもつ構成素(選言項)の数を計算

しうるか(解釈された体系において， その任意の式の情報的内容の尺度は与

えられるか). (Ex) CtHx) の構成素 Ct~(x) につき，その完全選言標準形の選
1ξ 

言項数を gとすれば， (2g-1)X(22'-g)が求める数であることは容易に知ら

れる.もし例3のように， -(Ex) Ct~ (x)のときは， (Ex) Ct~ (x)に関する選言

項数，上記(2g-1)X(22k -g)を， 22kより減じた数で、ある.

(ii) (3.4)式の九の右部分を，例えば:

(Ex) (-PX &-Qx) & (Ex) (-PX & Qx) 

&-(Ex) (PX &-Qx) &-(Ex) (PX & Qx) 

7 
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とする.今，第3，第4

と上式は;

をそれぞれ(ux)-

(Ex) (-Px &-Qx) & (Ex) (-Px & Qx) 

& (Ux)-(Px &-Qx) d主(Ux)-(Px& QX) 

の逆と， れよかしガン刑によっ

(-PX&-QX)&由利(-Px&Qx)

& (UX) (-(P叉&-金X)&-(PXd主Qx))

(Ex) (-Px &-Qx) & (Ex) (-Px & Qx) 

& ((-PxVQx)& (-PxV-Qx)) 

と連言の分配別によって (Ux)以下は:

える，する

(Ux) ((-Px &-Qx)V(-Px & Qx)V(-Px &-Px)V(Qx &-Q玄))

上式仁和 &-Px)は -P叉とさ事{債で，主Lつ，第L滋 2

とパQx&-Qx)は不整会であること，これらの理由

(Ex) &-Qx) & (Ex) & Qx) 

& (Ux) ((-Px &-Qx)V(-Px & Q心)

;i:'れる

もとの式は:

つまり， (Ex) J究
、鮎司』 と，それとi湾ーの作用域の選蓄に(Ux)

したものとの連言に，もとの式は変形される.このことが一般的に成立つ説

明は上と同様の議員uについて行なわれる. 諮って (3.4)式の等鑑形として，

て原子式にのみ前震された次の式がえられる(添字は街路).

(3.5) aa (対話(Ex)II P}(x) & (Ux) ab II Piは)]

1t し bは，例1の表のごとく適当

の， {之江0，1，……)をあらわナ整数である.

のあらわれは，裳数 b

bと対応づけられる.

1，2，……)の2

b口I:2ibi口20bo十21b1十……+22人 1b2k-1 

Ct~ は)

よって，

(i = 0， 1，……2k -1 ， bi = 0 or 1) 

(3.4)の怒さと分配標準形の第 1 (3.5)の形をそ 2形という.第エ形

8 
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では，否定記号は構成素に含まれる存在記号の前か原子式の前にのみあらわ

れ，且つ選言記号及び普遍量化記号は含まれない.第2形では，否定記号は

原子式にのみ前置される.

94 さて，以上は，単項述語論理式のもっとも単純な形，再言すれば，量

記号の後に Px，Qx等の真理函数のみが来る限られた形のものについてで

あった.このような量化論理式の一番簡単な拡張は， (i)この量化論理式と真

理函数的言明型との混在を許す論理式であろう. 例えば， P8→(Ex)Po(x)， 

P8→P~ & (Ux) (Pox→Pix)の形をしたものである しかし (i)は以下の例で示さ

れるように単純に処理されうる.

しかし上記の枠に入らない単項述語論理式，つまり，文記号と上記の単純

な量化式との真理函数，いわば，文記号が外部から量化式に真理函数記号

で結合するのでなく， (ii)量化の内部に文記号が入って来る形がある.例え

ば， (Ux)(P8→Pox)→(P8→何x)Pox)， (Ex) ( (P8 & (Pox→Pix))等である. さらに，

(iii) 2個以上の個体記号をもっ単項述語式， 例えば，開放言明型で， (UXj) 

(POXj→POX2) ， (EXj) (PfX2 & Poxよあるいは，これらの閉鎖型何X2)((UXj) POXj 

→POX2))，何X2)(UXj) (PiX2 & POXj)等がある.これらについても，これまでの

変形技術で分配標準形に変形しうることが，以下において例によって示され

る.扱い方を対照するために， (iii)の例は Quine(1)， (2)より採った.

(i) 例 1 P8→(Ex)Po(x) 
印刷と見易さのため， p→(Ex)Fxと書くことにする.これは次の式に等値

である.

~pV(Ex)Fx 

(~p &~(Ex) Fx) V (~p & (Ex) Fx) V (p & (Ex) Fx) 

各選言項は文記号の真理函数と， (:t)(Ex)(…x…)の形一一一存在構成素という

ことにする mーーとの連言である.これらをそれぞれ文記号，すなわち命題論

理式に関する部分と，存在構成素の部分について，与えられた条件，例えば，

9 
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文記号の集合 {p}，述語の集合 {F}に関して整理すれば:

(-p &-(Ex)-Fx &-(Ex) Fx) 

V(-p & (Ex)-Fx &-(Ex) Fx) 

V(-p &-(Ex)-Fx & (Ex) Fx) 

V(-p & (Ex)-Fx & (Ex) Fx) 

V(p &-(Ex)-Fx & (Ex) Fx) 

V (p & (Ex)-Fx & (Ex) Fx) 

もし，文記号の集合 {p，q}，述語記号の集合 {F，G}についても，長くはな

るが容易に展開出来る. このときは， ((-p & q &-(Ex) (-Fx &-Gx) &-

(Ex) (-Fx & Gx) &-(Ex) (Fx &-G) &-(Ex) (Fx & Gx)) V ……〉……の形

の選言となる.

例 2 p→((q & (Ux) (Fx→-Gx)) 
-pV(q &-(Ex)-(Fx→-Gx)) 
-pV(q &-(Ex) (Fx & Gx)) 

(-pVq) & (-pV -(Ex) (Fx & Gx)) 

(-p &-(Ex) (Fx & Gx))V(q &-(Ex) (Fx & Gx))V(-p)V(-p & q) 

(( -p & q &-(Ex) (Fx & Gx)) V (( -p &-q &-(Ex) (Fx & Gx)) V…… 

選言項 (-p)，(-p & q)は取除くことが出来る (5行目).全部書かなかった

が， 6行目の各選言項について，例1同様， 文記号及び存在構成素の部分そ

れぞれにつき所要の展開をすればよい.文記号 p，q，2個の連言と存在構成

素4個の連言からなる構成素の選言となり，選言項数は40である ({p，q}， 

{F， G}に関する恒真式ならば， 24x22=64項選言である).

このように (i)タイプの単項述語論理式では，文記号についての連言部分

と，存在構成素についての連言部分との連言で構成素を作ることである.こ

れへの手続きは，量記号のつぎに Fx，Gx等の真理函数のみが来る単純な式

の場合と同じである.

以下のタイプは量記号の作用域に，文記号が入りこんだもので，表記は(i)

10 
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に倣う.

(ii) 例 1 (Ux)(Fx→p) 

-(Ex)-(Fx→p) 
-(Ex) ((Fx &-p)) 

-((Ex) Fx &-p) 

-(Ex) FxVp 

4行目， γを (Ex)の作用域からとり出す手続きは， ~ 2掲示の等値関係の

うち，その (vi)による. 5行目以降の展開は (i)タイフ。のため，容易である.

例 2 (Ex) ((p & (Fx→Fx)) 
p&(Ex)(Fx→Fx) 
p & (Ex) (FxV -Fx) 

p & ((Ex)FxV(Ex)-Fx) 

(p&(Ex)F玄)v(p& (Ex)-Fx) 

以下同様で、ある.ちなみに，第2-4行の存在構成素は恒真式ではない(empty

な世界では偽となる).

以上， (ii)については，文記号を，量記号の作用域の外部にとり出せばよい

ことがわかる.もっと複雑な例は(iii)と関連してあらわれる.例えば， (Ex) 

((pVFx)→-( (Uy) Fy & Gx))等である.

(iii) 例 1 (Ex) (Fy & Gx) 

これは開放言明型で、ある.開放された言明型は，閉鎖言明型の一部として

あらわれる場合にのみ関心があるものである.この例で自由変項をもっ述語

Fをどのように解釈しでも Fyは文にはならない. 開放文は手に入るがそれ

は真理値をもっ意味での文ではない.従ってもとの開放言明型はそのままで

は整合的とか妥当的であるとかし、うことは出来ない. しかし例えば， Fyの

すべての解釈の下で，任意に選んだ領域のすべての対象について真であると

き，それは妥当的であると考えてよい.つまり，開放言明型を普遍量化によ

って閉鎖したとき，それが妥当ならばもとの言明型は妥当である.妥当でな

11 
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く，単に整合的ならばそれはまた整合的で、ある. もっとも， Fyを単にある

対象についての言明とみて，真あるいは偽のいずれかとして扱うことも出来

るが，その場合は，全く文記号と同様，真理函数的言明型として扱うことと

なり，それは，前記(i)，(ii)に還元されることとなる.したがって，普遍閉鎖

体にかえた形で、扱うことがここでは適切である.

例 2 (Uy) (Ex) (Fy & Gx) 

-(Ey)-( (Ex) (Fy & Gx) 

-(Ey)-(Fy & (Ex) Gx) 

-(Ey) (-FyV -(Ex) Gx) 

-((Ey)-FyV -(Ex) Gx) 

-(Ey)-Fy & (Ex) Gx 

最後の行で，変項の意味，ならびに，そのかかりに混乱の心配がないこと

から，変項γを 'x'Vこrenameしてさしっかえない.すなわち:

-(Ex)-Fx & (Ex) Gx 

以下の手続きは慣用のものである. 次例3では見易いために[， {，}，]を使用

した.

12 

例 3 何y)[{(Ux) ((Fx & Fy)→Gx) & p & (Ux) Fx}→Gy] 

-(Ey)-[ -{ -(Ex)-(-FxV ~FyVGx) & p &-(Ex)-Fx} VGy] 

-(Ey)-[(Ex) (Fx & Fy &-Gx)V ~pV(Ex)-FxVGy] 

-(Ey)-[ {((Ex) (Fx &-Gx) & Fy)VGy} V""'pV(Ex)-Fx] 

~(Ey)-[ {( (Ex) (Fx &-Gx)γGy) & (FyVGy)} V -pV(Ex)-Fx] 

~(Ey) [{ -((Ex) (Fx &-Gx)VGy)V ~(FyVGy)}& p &-(Ex)-Fx] 

~(Ey) [{(-Fy &-Gy) 

V(~Gy &-(Ex) (Fx &-Gx))}& p &-(Ex)-Fx] 

-[(Ey) {(~Fy &--Gy) 

V(-Gy&-(Ex) (Fx &-Gx))} & p &--(Ex)-Fx] 
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-[ {(Ey) (-Fy &-Gy) 

V(Ey) (("，Gy &-(Ex) (Fx &-Gx))} & p &-(Ex)-Fx] 

-[ {(Ey) (-Fy &-Gy) 

V((Ey)-Gy &-(Ex) (Fx &-Gx))} & p &-(Ex)-Fx] 

-[ {(Ey) (-Fy &-Gy)V(Ey)-Gy} & {(Ey) (-Fy &-Gy) 

V -(Ex) (Fx &-Gx)} & p &-(Ex)-Fx] 

{-(Ey) (-Fy &-Gy) &-(Ey)-Gy} 

V {-(Ey) (-Fy &-Gy) & (Ex) (Fx &-Gx)} V(Ex)-FxV-p 

この段階でγを 'x'Vこ書きかえて，以下所要の手続をすればよい.

例3の式は Quine(1)の例をとった. そこで彼は，与えられた任意の単項

述語論理式を《基本的))(basic)な言明型へ還元する手続きを考案した.ここ

で《基本的》とは，その言明型の構成要素は，すべて何x)Fx， (Ux) (Fx→Gx) 

等の普遍量化の形をした言明型か，文記号か，の真理函数だけから出来てい

るものである.この手続きは，部分式の中であれ，全体の量化についてであ

れ，量化をうけない式があれば，それらを外部にとり出す方法であった.上

例でいえば， (Ux)については 'Fy'パUy)については (Ux)によって量化され

た部分式，ならびに， 'p'を外部に出すことである.その結果を引照すると:

{p&(Ux)Fx}→{(Ux)(Fx→Gx) & (Uy) Gy} 
V {-(Ux) (Fx→Gx) & (Uy) (-Fy→Gy)} 

この手続きののち，‘→'を‘~'と‘V'で書き '(Ux)'，‘(Uy)'をそれぞれ‘~

(Ex)-'， '-(Ey)-'にあらためて整理すれば，上記同様の結果となる. Quine 

(1)の意図は， ((基本的言明型》に任意の式を還元し， γをY に書きかえた上

で，それについてその式の妥当性を判定する手段を考案することであった.

しかし基本的言明型へのその還元技術は((量記号のかかる真理函数の中

に， その量記号の変項が自由にあらわれることのない構成要素))[Quine (2) 

~ 32]があれば，それを外部にとり出す手続きという意味で，上例について試

みた変形手続きと内容的に同じものである.

13 
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以上，分程標準影をうるための子続きを舗に即して見て来た.単項述諮の

場合についてはほぼ例を尽したと思う.上の手続きは単項量イじの正準 (can剛

∞ical)言明裂をうる手続き [Quine(2) 9 19]， 任意の単婆言明盟の標準

(standard)雪野望への翻訳手続き m と悶ムじものである.それを参賎しつ
つ，以上試みた手続は次のようにまとめることが出来る.

る真理函数のなかに，

まれているとき，それ安外にとり出さねばならぬ.

i) (ux)はその等値形 ζ-(Ex)-'にかえる.

るいは遺言記一号と否定記号のみtこする.

iiむ ド・モノレガ るL

遷する，

i寺) 選言の連言への分寵賠，連苦言の選言への分配期

内

これらの方法により?議記号のかかる真理制数のなかの，文記号，閉鎖言

明型を者選言あるいは連雷のー覆，あるいは，選さぎのもとにある

[Qui配給 S32]に制j設することが出来る.

寺) その上で，長老述の等値関係企用いてそれらを外部に出す，ぞれら

記すると，在意の論滋式'A'，'B'に対して，

'A'， 'B'にY が浅自にあらわれれば，

(Ex) (AVB)と(Ex)AV(Ex) Bは等{踏である.

(2) 'B'~;こ Y が自由にあらわれなければ，

(Ex)(A V B)と (Ex)A V B， (A & B)と (Ex)A&B

はそれぞれ等{直である.

訟上により，漉ぎを選言撲とし，よその遺言は3 文記号あるいはそ

いずれかの連言ふ存在量化議開室主{苓在構成素)の藤吉とにすること

る.存在最化言明型には，もちろん，文部号や詑の量化富明型は含まれずヲ

の量記号には，震予式かあるいはその否定のいずれかの連言のみがつづく

ようにしうる.

14 
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vi) ‘y'， 'z' ζX' きかえる.

以下，分配標準形にいたる手続きは，

vIIl 与えられた一定の条件， この場合， 文記号及び述語記号の数に関し

て，各選設聾と等{院な選言形一一一各項は連設形をしている一一ーを求めて

それを並記寸る(重護ずる選言項があらわれればそれをど捻<).すなわち:

viiY 文記号か為るいはそ

定の文記号に関して，その

いては，

と等{臨な選言形~求める.その選

主主， る としてえられる連言で

ある.

存在言明型の連言部分については， して，

壌と

づく

語記号に関する

る.そ

、ずれかの連言部分と等値の，明定の述

もつ.原子式を文記号とみたとき，それは命題

とアナ口グである(s3， {男il4

の部分の並記により， (vii)に惑いた選主主形をうる. それは，務 1

形の分艶(選言)機準形で、ある.

!i5 ー摺述語論理の特=殊な場合として， z要述語論理式の分能療準形
る. とくに 2 述語の式で文記号セ含まない賠繰言明主主について

考える.この特殊な言明型の在意、の式は， (EXl) Aの形の真理陶器tといってよ

い.問えば (Exll(Ex21 [(POXIXZ→POXZXl) & POXIXt]等である.‘(むズJ'は‘~
(EXl)~' であるから， (Uxll A は (EXtlA の真理函数で、あり，上倒でいえば

A: (Ex訪日誌XIXZ→POXZXl)& Poxlxdの構成要素は XIXlと POXIXZ，

POXZXlとの真盟関数である. 一例として， 2宅建述諮記号の集合を{跨}，個体

記号の集会を {Xt.とし，襟き易いためそれぞれ 'P'，'x'，γとする.

と任意の2饗述語式は，氾x)Aの形をした真理菌数であるが， A

は， PXXの形と， (Ey)ちの形で， Bは Pxy，Py笈， Pyyの真理露数といって

よL¥ 
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まず Bについて，述語記号 {P;}(i=O， 1，……，k-1)の数を 1個とすれば，

BはPxy，Pyx， Pyyの真理函数， すなわち k=l個の述語記号に対し 3k個

の原子式の真理函数である.従って，式 Bvこ関するすべての可能性を枚挙す

ることから分配標準形に到ることにする.すべての可能性の枚挙とは，以

前に倣って:

(5.1) 土)Pxy&(土)Pyx& (土)Pyy

と書ける.解釈された体系で、は，任意の個体γと一定の個体 Y に関して，

すべて相互に排除的な可能的世界を枚挙したものである.この各可能的世界

を Ct~(x，y)と書けば， j=O， 1，……23k -1 である.いかなる B も，この Ct~

(x， y)の選言であり，その選言項の数は0，1，……，23kである.

この選言形に存在量化記号 (Ey)を前置すれば， (Ey)の選言への分配則によ

って， (Ey)は各選言項に分配前置される.従って，どんな A も(Ey)Ct~(x， y) 

とPxxとの真理函数である.すなわち次の式は， Aに関するすべての可能性

をつくしているから，どんな式A も，これらの選言に等値である.

(5.2) (:t:) (Ey) Ct8(x， y) & (:t:) (Ey) Cd(x， y) &…-

…&  (:t:) (Ey) Ct~ (x， y) & (:t:) Pxx 

これを以前の略記法によって書くと:

(5.3) [IIr (Ey) Ctj(x， y)] & (土)Pxx

これを叉Ctも(x，y)とする.rは(Ey)Ct~ (x， y)を適当な順序に全部(j=O，1，...... 

23kー1)並べ，各構成素 (Ey)CtHx， y)が肯定のあらわれをするとき 1，否定記

号をもっとき Oとした場合，その行番号0，1，2，……を示す整数である.こ

の整数と 2進法表記とを対応させれば， (Ey) Ct~(x， y)の並べ方に関して，肯

定であらわれるその構成素を行番号の整数によって指示することが出来る.

今の場合 (Ey)Ct~ (x， y)の数は 8個で，行数28=256，r=O， 1，……，255である.
3k 

一般に r=O， l，……， 2j +1 -1=0， 1，… ...22'~-1である.今， Pxxの肯定を 1，

否定をOとすれば， Ct~ (x， y)のsについて，それぞれ， s=1+r.2k， s=O+ 

r・2k (但し k=l)であることは整数と 2進法表記との対応式:

16 
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r = .L; rj・2j (rj = 1 or 0， j = 7， 6，……， 0) 

=rj・2j十rj-l・2j-1+…"'+ro・20

S=.L;Sj十1・2j+l (sj+1=l or 0， j+1=8，7，……，0) 

= Sj+l・2j+1+sj・2j+…・・・十So・20

によって示される.従って Ct~(x， y) の行番号 s は O孟S~2(2，k+k) である.解

釈された体系において， Ct~(x ， y)は任意の個体、'に関するすべての可能な

種類のリストを与え，その数は 29=512種類である.

さて，もとの任意の2項述語論理式は， (Ex)Aという形の真理函数であっ

た.Aについては，いかなる式も， Ct~(x， y)とL、う構成素の選言に等値であ

った.すると式Aに前置された存在量化記号 (Ex)は，各選言項に分配され

うる.すなわち，どんな式 (Ex)Aも次の選言である:

(5.4) (:t) (Ex) cto(x， y) & (土)(Ex) Cti (x， y) &……  

・・ &(土)(Ex) Ct~ (x， y) (s = 0， 1， ……2(2'k+k) -1) 

というのは，これらの各代案が，解釈された体系の下で、は， (Ex)Aなる形で

書かれた任意の式によって表現される命題の描写するすべての可能な世界の

りストであるからである.この可能な世界のリストは， (:t) (Ex) Ct~(x， y)の
I<¥sk .1_、

s+lニ 2(2'ζ十k)個連言のあらゆる可能な組合せ 22凶十町種類である.

従って (Ex)Aという形の任意の 2項述語論理式の分配標準形は上記存在

構成素の選言である:

(5.5) Ga [JI t(Ex)Ct~(x， y)l 
2(2，k+k) 

(t=O，l，……， 22'" ，..， -1) 

この第 1形に対し，次の式を選言項としてもつ形が第2形である:

(5.6)ι(Ex) Ct~w(x， y) & (Ux)σ。 Ct~w(x， y) (w = 0， 1，……) 

(5.7)πc (Ex) IIr (Ey)[lIjPi(x， y) & (土)Pi(x， x)] 

& (Ux) Gc IIr (EY)[IIj Pi (x， y) & (土)Pi(x， x)] 

(5.7)は(5.6)を詳しく書いたものである. なお Swは(5.5)の(:t)(Ex) Ct~ 

(x， y)， (s = 0， 1，……)のうち，肯定であらわれる項の番号を示している.

2項述語論理式の一般的な場合，例えば，量記号のかかる真理函数中に文
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f間体常項，あるいは，他の量化言明型が入り込んでし、る場合について

しない.以下 2項述語の場合より一般的な多境述諮を含む式

に分配標準形が存在することにつき，藍観的解釈を滞干しておく.Hintikka 

(2)， (3)に興る.

96 らの有i設な集合会 d日pthとに

よって，極体のすべての可能な種類の諾諾がえられたと仮定する，このI主主

の下で、はp その種類の{自体が存殺するかしないかを指主主してやれば，等生噴あ

るいはZ項の場合と並在的な仕方で，世界の可能的な種類の記述をうること

が出来る替である.

ロ1 {P~，……Pl"} 1，2，……， i=O，l，……多k…1)，自由

個体記号の集合 {X1>……， Xト 1，Xn} (n=l， 2，……)， depth d (d之江0，1，え…リ)

とする.Xl>…"'， Xn-lの指示する儲体に対し， Xnの指示する怒;意の偶体がそ

れらと際課をもつある可能な種類一-Xnの指示する弱体のもつ複雑な墨絵

次のワストによって与えられたと叡定ずる:

(6.1) Ctg(Xh……， Xn --1> Xn) ， Ct~ (Xl>……， Xn-l， 

これらはと記与件と， よって出来ている.今，これら

可能な種類の構体ぬが存在するかどうか， このヲストに当ってその存否を

たしかめる昏それはこのザストの各項に (Exn)を前置し，その言定，否安さを

指定することである.これによって，その可龍な種類の草分けは，次の式と

なる:

(6.2) {土)(Exn) Ctg (Xh…，Xn-l， Xll) & 
&……&(土)Po"(Xl>…， 

(Exn) Ct~ (XI>…，笈n~ l，Xn) 

&Pf(Xh "'，Xn-l)&…日

(6.2)後半は， Xh……，Xll→の指示する倒体の錆の関鍔を述語するすべての

る.前半は上部の還りであるが，それとともに，仮定(6.1)

き方と並詩的に， Xn…1の指示する任意の{間体が，Xh.…・・，Xn-2の指示す

る個体との関採においであるあり方，その可能な種類，属性について述べて
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いると統むことが出来る. これは量記号と Xnの《束縛事とによって自

読み方である(以上 2項述誌の場合を参黙して読まれたし、).

ところでdロ=0という特別な場合， (6.1)は;

(6.3) Pg'(Xl>……， Xn-!， Xn) & (土) ……，Xn…1，玄n)&…-

である.これは設記号がなく原子式の義理露数で、ある.これは命題論理の

もつ.これが湾総の baseである.

このようにして，上記与件{但し dはーっ増加)の下で，多顎議議式に分

ることが判る.以上が， Hintikka (2)，訟の烹説であるー

ところで多少コメントセつけたい.まず， (i) 持は決して(6.1)

はない. (6.2) は (6.1) の各々に当ったその結果を欝~上げたものである.

(6.1)がかえられ，それを仮定し，既知とすれば， それと， (土)P/F(Xb・

Pj"(Xl'……，Xn-l) &……との漣震によって，可能的な界一一…

儲体の可能的な種類ではない一ーな議吟るというのである.(ii) (6. 1)の各々

は，単にそう警げたと仮恕怒れたのであって，その定義は車誌に与えられねば

ならない.その畿は捺続的伝記cursively)V:':'与えられる:

(6. 4) Ct~(九……，Xn)時(土日Exn+UCtg-1 (Xl'……，Xn>Xn十1)&

(Exn十1)Ctf-1(Xb……，Xn， Xn+1) & 

&

&

 

)

)

 

n

u

n

 

x
v
A
 

t

叫

同

期

。

闇

l

p

p

 

土

土

ラ同

」 もちろん，右辺が既知で、あ:Q. こ d出 Oのと

き，右辺の上半分は消える:

(6. 5) Ct~ (Xb……，Xn) (ニと)Plf'(X1' ……，X心&

(士)Pj"(Xh……，Xn)& 
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これは(6.3)であり，帰納の bas記基礎である.

(6.2)について言及したが，しかし一ゴ方3

議の{偲闘体のW可I能な謹美類資のリストであると読める.XnがboundでXn'.lが fr色患

とすれば， Xn-lの指示する任意の機体について， (6.2)の(Exn)Ct~ (Xl>……， 

Xn-l， Xn)すなわち Ctd寸l(Xb.......， Xn…1， X誌はまた，帰納方鶴式で書くことが

出来る.すなわちその定義は:

(6.6) Ctd+l (Xl>……，Xu-t， Xn) = (士)(Ex心Ctg(xr，……，Xn.'h & 

{ごと Ct~(Xl> ……，Xト 1，Xn) & 

Po'(Xl>……， Xn-l) & 

PF(Xl>……，Xn-1) & 

右辺によって，さと辺の Xn もboundvariabl巴である，

ところで，この定義につされ d=Oのときをとってみる.すると:

(6.7) Ct1(Xl>……，Xn--l， X心=(土)(Exn) Ct8 (Xl>……，Xトt，Xn)&

(土)心 Ct~(Xl>……， Xn- !，Xn)& 

Po'(Xl> ...・ a・，Xn-I)& 

PF(Xl>……，Xn-I) & 

(6.7)の右辺は，その特潟な場合として， (必殺忠之1，単項述話回， Pt，……で，

文記号 P8，11，……な含まないときの機或紫合示し， (b) n需 2，2 項述語 P~，

PL……で，

後半部

あるいは偶

20 

まないときの depth1の議成索を示している.

Poぬ，Xl)，Pr(xb XI)，……の形である.これらを (α)選言項

くる連言のー宣告としてもつ分艶燦準形は，それぞれ
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2覆述語式であった. このうちゅ)を矯綿のぬ聞とすることも

出来る.しかし，原理的には， (6.4)に関して， (6.5)の右辺を選言犠とする命

baseである.

形式治(構文論l的)な論理演第に関し したい. それは， (6.4) 

及び(6.6)の帰納方程式老沼の存在量化認3きのあらわれについてである. そ

の直観的解釈はi委設の通りであるが，形式約にいえば次のように云える.

depth d 1，……)の在意の式 Aがあるとする.そして，それが (EXi)B

1，2，……， n)の形をしていて， Bが Ctd々はわ……，Xi)の選言であるとす

れば， (i) (EXi)はそ の各項tこタ孝子在量化記号の分記員Uvこょっ さ

れること， (ii)ぬな freeVこ会支ぬ Ctd…1(Xl'……， Xl)の部分については， (EX1) 

の作用域から外に出してよいこと一-S4初出， (2)桝足一一この規則を適用

ることが出来る.そしてそ まさに，帰続方謹式の右辺である.

(1967. 1) 
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