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１. はじめに

マッケンジー（2002）の最終章の第７章は，離散型多部門経済成長モデルを扱っているが，その
中でも特に一般既約型ラムゼー成長モデルにおける通常ターンパイク定理と呼ばれる結果が中心的
に議論されている。そして，将来効用の割引の存在の有無とは関わり無く，最適経路が最適定常経
路に収束して行く事が示されている1）。しかし，離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデルでは，
将来効用の割引のない定常的なケースや将来効用の割引のある準定常的なケースのどちらでも，最
適経路の存在に関しては，ターンパイク定理の証明で必要となる定常的な最適経路の存在以外は示
されていない2）。 それに対して，マッケンジー（1983）では将来効用に割引のある準定常モデルに
おける最適経路の存在を，カントールの対角線論法を用いて示している。また，マッケンジー
（1986）では非定常的な離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデルにおける最適経路の一般的な
存在定理を示してから，その結果を利用して定常的な離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデ
ルにおける最適経路の存在を，将来効用の割引のない定常的なケースとある準定常的なケースの各々
で，示している。そこで本稿では，このマッケンジー（1983，86）の議論に沿って将来効用の割引の
存在する準定常的な離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデルにおける最適経路の存在を示す。
将来効用に割引のある準定常的な離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデルにおける最適経路
の存在を示すのに，効用関数 uの定義域 Dの閉凸性と効用関数 uの D上の連続性を用いる事が多
いが，効用関数 uの定義域 Dの凸性と効用関数 uの D上の上半連続性と閉性を仮定すれば，Dの
閉性は不必要となる3）。また，マッケンジー（1983，86）の議論を利用して，最適経路に対してその
支持価格列が存在する事も示す。
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準定常的既約型一般ラムゼー成長モデルについて
──最適経路の存在と近傍ターンパイク定理──

久 保 田 肇

1）なお，マッケンジー（2002，第７章第６節）では，ビューレー（1982）によって確立された，有限人が存在
する離散無限期間経済における競争均衡経路が最適定常経路へ収束して行くという結果も示されている。そ
こでは，既約形準定常ラムゼー成長モデルの同様の議論を利用して最適定常経路の存在を示し，また，マッ
ケンジー（2002）の第６章の結果を適用してそのような無限期間経済の競争均衡の存在を示して，最適経路
の存在を確立している。この競争ターンパイク定理については別の機会に議論する予定である。

2）将来効用の割引のない定常的な離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデルにおける最適経路の存在につ
いては，久保田（2008）を参照されたい。そこでは，マッケンジー（2002，第７章）に従って，本稿のよう
に効用関数 uの凸性の他にその閉性を利用する事で，効用関数 uの定義域 Dの凸性のみを使用し，通常多く
のケースで仮定される，その閉性を利用することなく，将来効用の割引のない定常的な離散無限期間の既約
型一般ラムゼー成長モデルにおける最適経路の存在を示している。

3）基本的な議論はどちらも同一で，カントールの対角線論法を利用して実際に最適経路を構成するか，または，
コンパクト集合上の上半連続な実数値関数には最大値が存在するという，一般ワイルシュトラスの最大定理
を利用する。本稿では，前者のカントールの対角線論法を利用して実際に最適経路を構成する議論を用いる。



ところで，将来効用の割引が無い定常的なケースにおける最適経路の存在に関する議論では，最
適経路が最大効用維持可能資本ストックに収束しに行くという漸近ターンパイク定理を利用して間
接的に最適経路の存在を示すので，最初に漸近ターンパイク定理を示す必要があるが，将来効用の
割引がある準定常的なケースでは，ターンパイク定理を利用しなくても直接的に最適経路の存在を
示せるので，最初にターンパイク定理を示す必要はない。しかし，将来効用の割引が無い定常的な
ケースのターンパイク定理の証明がかなり早い段階で示されたのに比べると，将来効用に割引のあ
る準定常的なケースのターンパイク定理の証明は，１財モデルのケースの証明はかなり早い段階で
示されていたにも関わらず，一般的な多数財ケースの証明はその難しさによって暫く後で示された。
マッケンジー（2002）の第７章においても，マッケンジー（1982）で扱われた準定常的な既約型一
般ラムゼーモデルにおける近傍ターンパイク定理が取り上げられているので，そこで本稿でも，こ
の将来効用に割引のある準定常的既約型一般ラムゼーモデルにおける最適経路の最適定常経路への
漸近的な収束ではなくてその近傍への収束という，近傍ターンパイク定理を取り上げる4）。マッケン
ジー（2002）の第７章における定常的なケースの漸近ターンパイク定理の証明と準定常的なケース
の近傍ターンパイク定理の証明を比べても，そこでは後者が依然として著しく難解になっていて，
その事からも将来効用に割引のある準定常型のケースにおけるターンパイク定理の証明に時間を要
した事が想像できる。

２. 基本モデル

本稿では，将来効用に割引のある準定常的な離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデルを扱
い，技術集合 Dや効用関数 uが依然として時間を通じて一定で，将来効用に対する割引が存在して，
１より小さい正の ñに対して t期の効用関数が ut ñtuとして表現されるモデルを考察する。この
時，割引因子の存在以外は技術 Dや効用 uが時間を通じて一定なので，このようなモデルを準定常
モデル（quasi-stationary model）という。 kt 1, kt D, t 1, 2, . . .となっている k kt t 0を
実現可能な経路， k , k Dであれば資本ストック kを維持可能資本ストック，ある k , k D

に対して kt 1, kt k, k D, t 1, 2, . . .となって経路 kを定常的と，各々呼ぶ。また，ある初
期資本ストック k0からの任意の実現可能な資本ストック経路を特に k k0 kt t 0として，その
ような経路の集合を K k0 k k0 kt t 0 : k

t 1, kt D, t 1, 2, . . . とする。本稿では，
このような将来効用の割引が存在する準定常モデルにおいて，一般的な最適経路と定常的最適経路
が存在する事を示し，更に，一般的な最適経路が定常的最適経路の任意の近傍に収束するという近
傍ターンパイク定理を示す。
将来効用を割引く無限期間既約型一般準定常的ラムゼー成長モデルでは，k0からの任意の実現可
能な資本ストック経路 k k0 kt t 0 K k0 に対して以下の補題１と２で示されているよう
に，ktの有界性と uの閉性によって，期間毎の効用 u kt 1, kt が t 1, 2, . . .について一様に上に
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4）なお，これらの議論の際に，ベッカー/ボイド（1997），ダナ/ル・バン（2003），そして，ル・バン（2006）で
も，将来効用の割引があるケースで準定常的な離散無限期間の既約型一般ラムゼー成長モデルを扱っている
ので，これらの議論も参考にする。ダナ/ル・バン（2003）では，１部門モデルではあるが，効用関数の微分
可能性を前提にして既約型準定常的なラムゼーモデルにおけるターンパイク定理を簡潔に示している。また，
ベッカー/ボイド（1997）でも多部門の既約型準定常的なラムゼーモデルにおけるターンパイク定理を明晰に
議論している。



有界となり，ある ì 0 が存在して sup. t 1, 2, . . . u k
t 1, kt ì となる。したがって， t 1

ñt 1u kt 1, kt ì 1 ñ となって，将来効用に割引のないケースとは異なって，総割引効用和
t 1 ñ

t 1u kt 1, kt は へ発散しない無限級数である。実際，u x, y max u x, y , 0

0 , u x, y max u x, y , 0 0 として，u x, y u x, y u x, y となる事に
注意すると， k0 からの任意の実現可能な資本ストック経路 k k0 kt t 0 に対して，
u kt 1, kt ì より t 1 ñ

t 1u kt 1, kt ì 1 ñ であるが， t 1 ñ
t 1u kt 1, kt は正項

級数なので t 1 ñ
t 1u kt 1, kt R となり，故に，

t 1

ñt 1u kt 1, kt lim
T

T

t 1

ñt 1

u kt 1, kt lim
T

T

t 1

ñt 1u kt 1, kt ñt 1u kt 1, kt
t 1

ñt 1u kt 1, kt
t 1

ñt 1u

kt 1, kt ,k 1 ñ となって，総割引効用和は有限値かまたは で必ず存在する無限
級数である。そして，k0 からの任意の実現可能な資本ストック経路 k k0 k t t 0 に対して
t 1 ñ

t 1 u k t 1, k t となるような自明なケースを除外すれば，k0から実現可能な資本ス
トック経路 k k0 kt t 0 の最適性は， k0 からの任意の実現可能な資本ストック経路
k k0 k t t 0 に対して t 1 ñ

t 1 u k t 1, k t u kt 1, kt lim.T
T
t 1 ñ

t 1 u k t 1,

k t u kt 1, kt 0となる事と表される。k0から実現可能な資本ストック経路 k k0 kt t 0

は， k0 からの任意の実現可能な資本ストック経路 k k0 k t t 0 に対して t 1 ñ
t 1 u

k t 1, k t t 1 ñ
t 1 u kt 1, kt となれば最適である5）。

最初に次節で準定常モデルでの一般的な最適経路の存在を示すが，将来効用の割引が存在しない
定常モデルの時のような，価値損失を定義してそれを利用して一般的な最適経路の存在を示すとい
う迂回的な議論ではなくて，より直接的に最適経路の存在を示す。将来効用の割引の無いケースで
は，最適経路の存在を示すために，効用関数の強凹性に基づく k（最大効用維持可能資本ストック）
の一意性，総価値損失の最小化を利用した最適経路の候補の構成，そして，経路の良好性に基づく
kへの収束（ターンパイク定理），といった議論を用いるが，将来効用に割引のある準定常的ケース
では， たとえ期間毎の効用 u kt 1, kt が下に有界でなくても， 無限期間の総割引効用和
t 1 ñ

t 1u kt 1, kt が へ発散する事がないために資本ストック経路 kt t 0に関して（座標
別収束位相で）上半連続になり，故に，k0 から任意の実現可能な資本ストック経路 kt t 0

k k0 K k0 が（座標別収束位相で）コンパクトな事を考慮すれば最適経路を構成する事が出来
て，ターンパイク定理に訴えなくても，最適経路の存在を示す事ができる6）。すると，将来効用に割
引の無い定常的なケースにおける，効用関数の強凹性に基づく議論を使う必要がないので，効用関
数 uの強凹性は必要ない。ここでは，効用関数 uの上半連続性のみを仮定して，最適経路の候補の
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5）将来効用の割引のないケースでは，k k0 kt t 0が最大というのは，同じ初期資本ストックからの任意
の他の経路と初期部分の効用和を用いて比較した時に恒常的に悪くならなくて追い越されない事であり，同
じ初期資本ストックからの任意の経路 k k0 k t t 0 に対して lim inf.T T

t 1 u k
t 1, k t

u kt 1, kt 0が成立する事である。最大性は追越し基準で最適という事である。k k0 kt t 0が最適
というのは，同じ初期資本ストックから始まる任意の他の経路との初期部分効用和を用いて比較した時に，
漸近的に同程度に良くなって追付ける事であり，同じ初期資本ストックからの任意の経路 k k0 k t t 0

に対して limsup.T T
t 1 u k

t 1, k t u kt 1, kt 0が成立する事である。この最適性は追付き基準
で最適という事である。すると，ここでの将来効用に割引のある準定常的なケースでは， t 1

ñt u k t 1, k t u kt 1, kt lim.T
T
t 1 ñ

t u k t 1, k t u kt 1, kt lim inf.T
T
t 1 ñ

t u
k t 1, k t u kt 1, kt limsup.T

T
t 1 ñ

t u k t 1, k t u kt 1, kt 0となるので，最適性と最大
性の区別する必要はない。



構成してそれが最適である事を示す。そして，後の準定常モデルでの割引最大効用維持可能資本ス
トックの存在を示す際には，効用関数の凹性が必要となるのでそれを仮定し，更に後の近傍ターン
パイク定理を示す際には，効用関数の強凹性が必要となるのでそれを仮定する。
ある集合 S 上で定義された実数値関数を ¶ とする。w bd S に対して， ø w, å sup

¶ z : w z å 0 , z S, z w として， w S bd S ならば ¶ w lim. å 0 ø

w, å lim sup. z w, z w¶ z ,w SC bd S ならば ø w, å å 0 となる時に，¶
を閉と定義する7）。この定義では，関数 ¶の凹性を前提としていないが，関数 ¶の上半連続性が成
立していると w S bd S ならば ¶ w lim.å 0ø w, å lim sup. z w, z w¶ z となるの
で，この場合の関数 ¶の閉性としては，実際には w SC bd S の時に ø w, å å 0

となる部分だけが必要である。そして ¶ が凸集合 S 上で凹かつ閉であれば，¶ の凹性より ¶ は
int S 上で連続なので上半連続であり，更に，¶が閉という条件より ¶ は w S bd S で
も上半連続となるので，¶ は S 上で上半連続となる。典型的な閉凹関数の例は log x : R

0, Rである。
まず，最初の課題である最適経路の存在のために，以下の仮定を導入する。

仮定１ 効用関数は 0 ñ 1に対して ut ñtuであり，uは上半連続で閉である。集合 Dは非空
である。

仮定２ ある æ 0 と î 1 が存在して， x æ となる任意の x, y D に対して
y î x x となる。

仮定３ x, y D ならば， 全ての z x, 0 w y に対して z,w D で， u z,w
u x, y である。

仮定４ ある x, y Dが存在して y ñ 1x が成立する。

仮定１では ñtで将来効用が割引かれて，効用は全て共通の０時点での評価となっている。仮定２よ
りある初期資本ストックからの実行可能経路は一様有界となる。仮定３は選好の単調性と自由処分
の可能性である。仮定４は xが十分に生産的でその投入の ñ 1 1 倍より拡張的な資本ストック
yの産出が可能な事を述べている。そして，y ñ 1x なので，yを減少させる同時に xを増加させ
て y ñ 1x となるようにすると，仮定３の単調性より x , y Dとなるが，再び仮定３の単調
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6）もちろん，この事より一般ワイエルシュトラスの最大値定理に訴えれば最適経路の存在が知られるのである
が，本稿ではマッケンジー（1983, 86）に沿って，カントールの対角線論法を利用して最適経路を実際に構
成する事で，その存在を示す。なお，この将来効用の割引がある準定常モデルにおけるターンパイク定理は，
将来効用の割引がない定常モデルにおけるターンパイク定理よりもその証明を確立するのが難しいのである
が，この準定常モデルにおけるターンパイク定理はそれ自身が重要な結果なので，本稿でも準定常モデルに
おける最適経路の存在を確立した後で，マッケンジー（2002 第７章第６節）の内容に沿った形で，その証明
を行う。

7）関数の閉性は通常凹関数に対して定義される。凹関数の閉性についてはロッカフェラー（1970, p.308）を参
照。なお，ルバン（2006）では w SC bd S において ø w, å å 0 となる部分も含めて ø
を一般的な実数値連続関数として定義している。



性を考慮すれば x , y int D となる。そこで最初から x , y int D と想定してもよい。
まず次節において，以上の仮定の下で，離散無限期間の準定常的既約型一般ラムゼーモデルにお
ける一般的な最適経路の存在を示す。

３. 準定常的一般ラムゼーモデルにおける最適経路の存在とその特徴付け

本節では，マッケンジー（2002，第７章）では扱われていない一般的な（初期資本ストック k0か
らの）最適経路の存在を示す。その際に，マッケンジー（1983, 86）で扱われている議論に従う。
将来効用の割引が無い定常的なケースにおける一般的な最適経路の存在に関する議論では，直接的
に t 1 u k

t 1, kt の上半連続性を示して最適経路の存在を示すというのではなくて，総損失価値
の非負性を利用してその下半連続性を示し，更に，良好な経路，故に最適経路，が最大効用維持可
能資本ストックに収束して行くという漸近ターンパイク定理を利用して，間接的に最適経路の存在
を示す。これに対して，将来効用を ñ 0, 1 で割引く準定常的なケースにおける一般的な最適経
路の存在に関する議論では，最適経路が割引最大効用維持可能資本ストックに収束して行くという
漸近ターンパイク定理を利用しなくても，以下の補題１，補題２と ñ 0, 1 によって， t 1

ñt 1u kt 1, kt の上半連続性を直接的に確立出来るので，この事を利用して直接的に最適経路の存
在を示す。
そこでこの目的のために必要となる幾つかの補題を示す。最初に，仮定１の効用関数の上半連続
性と閉性の下では，集合 Dの閉性が無くても Dと有界閉部分集合との共通集合 ¿ 上に必ず最
大点が存在する事を示す。したがって，一般ワイエルシュトラス最大定理では，効用関数 uの上半
連続性と集合 Dの有界閉性の下で最大点の存在を示すのであるが，効用関数 uの閉性を追加すれば，
集合 Dの閉性を外す事が出来て，それと任意の有界閉部分集合と共通集合上に必ず最大点が存在す
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図１



る。今 Bを R2nの有界閉集合 ¿ とするとする。

補題１ B D ¿ ならば uは B D上で最大値を実現する。

証明. まず， u が B D 上で上に有界でなく， ある xv, yv v 1 B D が存在して，
u xv, yv とする。 xv, yv v 1 Bより xv, yv v 1は有界であり，ある x , y に対して
xv, yv x , y cl D B v としてよい。 x , y cl D D bd D D とする
と，uの閉性より u xv, yv となるので，u xv, yv に矛盾して，故に， x , y Dと
なって u x , y となる。 すると， 仮定１より u は D 上で上半連続なので，
lim sup. r u xv, yv u x , y となるが，これは矛盾であり，故に，uは B D

上で上に有界である。そこで，M sup u x , y : x , y B D とする。上限の定義よ
り，ある xv, yv v 1 B Dが存在して u xv, yv M v となるが， xv, yv v 1 Bより
xv, yv v 1は有界なので，ある x , y に対して xv, yv x , y cl D v としてよい。
x , y cl D D bd D D とすると， 再び u の閉性より u xv, yv となるが，
u xv, yv M に矛盾するので x , y D となる。すると， u は D 上で上半連続なので，
lim sup. r u xv, yv M u x , y Mとなって u x , y Mとなり，故に，uは x , y

B Dにおいて B D上の最大値を実現する。 □
この証明では，Bを R2nの有界閉集合としているので B Dは Dにおいて閉で有界であり，故に
この証明が示しているのは，uが D上で上半連続かつ閉ならば，Dにおいて閉で有界な D 上で u
は最大値を実現するという事で，その場合には uの閉性より Dの閉性は不必要となる。これが uを
閉と定義した理由である。ここでは uの凹性は全く用いていない。そして，D が有界で Dの閉集
合とは限らないケースでは，この証明の前半部分で示されてように，uが D 上で上に有界という事
は成立するが，D が Dの閉集合とは限らないために uの上限が D 上の点で実現するとは限らない。
次に，仮定２から実現可能な資本ストックの経路はどれも有界の範囲で収まって，無限に発散し
て行かない事を示す。

補題２ k k0 kt t 0 K k0 に対して， kt max k0 , æ , t 0, 1, 2, . . .となる。

証明. z,w Dで z æとする。z z で z æとなる z を考えると，仮定３の自由処
分より z ,w Dとなるが， z æと仮定２より， w î z z æとなって， w æ

となる。したがって， k0, k1 D で k0 æ ならば k1 æ となり，帰納的に考えれば
kt æ, t 0, 1, 2, . . . となる。一方， z,w D で z æ とすると，仮定２より w î z

z となって w z であるが，更に w, x Dとすると， w æか w æ であり，
w æ であれば，仮定２より x î w w となって x w z となる。また，
w æであれば，既に示した事によって x æである。したがって， k0, k1 , k1, k2 Dで
k0 æ ならば k0 k1 k2 か k2 æ k0 となり，帰納的に考えれば， kt

k0 t 0, 1, 2, . . . となる。故に，実現可能などのような経路 kt t 0 に対しても， kt max

æ, k0 t 0, 1, 2, . . .となる。 □
初期の資本ストック k0 を所与とすると，補題２によって k0 から実現可能な任意の経路
k k0 kt t 0 は一様に有界となるので， 補題１より， ある ì 0 が存在して，
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sup sup. t 1 u k
t 1, kt :k k0 kt t 0 K k0 ìとなり，各期の効用 u kt 1, kt は，k0か

ら実現可能な任意の経路 k k0 kt t 0に対して一様に上に有界となる。
次に， t 1 ñ

t 1u kt 1, kt の上半連続性を示す。将来効用の割引が無い定常モデルでは，
u kt 1, kt の効用関数が下に有界になっていなくてもその凹性と閉性があれば，損失価値を使って
総効用和 t 1 u k

t 1, kt の上半連続性が示せるのであるが，将来効用に割引がある準定常モデル
では，それとは異なって，効用関数の上半連続性と閉性があれば損失価値を使わなくても，直接的
に t 1 ñ

t 1u kt 1, kt の上半連続性が示せる。

補題３ 実行可能な経路列 k.m km,0 km,t t 0 K km,0 ,m 1, 2, . . . , が実行可能な経路
k k0 k t t 0 K k0 に対して各 t 0, 1, 2, . . . ,おいて km,t k t m となれば，
lim sup.m t 1 ñ

t 1u km,t 1, km,t t 1 ñ
t 1u k t 1, k t となる8）。

証明. 実行可能な経路 k.m km,0 km,t t 0 が実行可能な経路 k k0 k t t 0 対して，各
t 0, 1, 2, . . . ,において km,t k t m となったとする。特に，km,0 k 0 m なので，
km,0 m 1は有界であり，故に，補題１よりある ë 0が存在して ë sup.m,t 1,2,. . . max k

m,0, æ と
なる。すると，補題２よりある ì 0 が存在して sup.m,t 1,2,. . .u k

m,t 1, km,t ìとなるので，故
に，sup.m 1,2,. . . t 1 ñ

t 1u km,t 1, km,t ì 1 ñ となる。今，å 0 を所与とする。sup.m 1,2,. . .

t T 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t ìñT 1 ñ より ìñT 1 ñ åとなるような十分に大きい T を選

ぶと，任意の十分に大きい T に対して sup.m 1,2,. . . t T 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t åとなる。そこで，

十分に大きい T を任意に固定しておくと，任意の m に対して t 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t T

t 1

ñt 1u km,t 1, km,t t T 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t T

t 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t å となるので，mに関する両辺

の lim sup を取ると lim sup の性質と u の上半連続性によって， lim sup.m t 1 ñ
t 1u

km,t 1, km,t lim sup.m
T
t 1 ñ

t 1u km,t 1, km,t å T
t 1lim sup.m ñt 1u km,t 1, km,t

å T
t 1 ñ

t 1u kt 1, kt åとなる。そして，この関係は任意の十分に大きい T に対して成
立するので T とすれば， lim sup.m t 1 ñ

t 1u km,t 1, km lim.T
T
t 1 ñ

t 1u kt 1,

kt å t 1 ñ
t 1u kt 1, kt åとなる。更に，å 0 は任意だったので å 0とすれば，lim

sup.m t 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t t 1 ñ

t 1u kt 1, kt となり，求めていた関係が得られる。 □

この t 1 ñ
t 1u kt 1, kt の上半連続性を利用すると，k0からの最適経路 k k0 kt t 0を構

成する事が出来る。

定理１ 仮定 1,2,3,4 の下で，もしも ñ 1ならば，K k0 ¿となる任意の k0からの最適経路

k k0 kt t 0が存在する。

証明. k0から実現可能な任意の経路 k k0 kt t 0 åK k
0 ¿ を考える。まず， t 1 ñ

t 1

u kt 1, kt ì 1 ñ となるので，V V k0 sup. k k0 kt t 0 åK k
0 t 1 ñ

t 1u kt 1,
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8）この証明では，ル・ヴァン/ダナ（2003, 第７章, 命題 7.3.2, p.138-9）やル・ヴァン/ダナ（2006, 命題 1.4.2,
p.9）の手法を利用した。彼らは効用関数の連続性を仮定しているが，実際には，ここでのように効用関数の
上半連続性と閉性のみで十分である。



kt ì 1 ñ となる。上限の性質より，任意の m に対してある k.m k0 km,t t 0

åK k0 が存在して V 1 m t 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t となる。 t 1 ñ

t 1u km,t 1, km,t m 1 は
単調増加なので lim.m t 1 ñ

t 1u km,t 1, km,t Vである。km,0 k0,m 1, 2, . . .と補題２より
sup .m,t 1, 2, . . . k

m,t max k0 , æ なので， カントールの対角線論法を用いれば， k.m

k0 m 1 km,t t 0 m 1 のある部分列 k.mq k0 q 1 kmq,t t 0 q 1 と k k0 kt t 0

が存在して，任意の t 1, 2, . . . に対して kmq,t kt q となる。そこで，最初から k.m

k0 m 1 km,t t 0 m 1を k.mq k0 q 1 kmq,t t 0 q 1と想定して，任意の t 1, 2, . . .に

対して km,t kt m となるとする。まず，t 1 を任意に固定する。 km,t 1, km,t å Dより

kt 1, kt å cl D となるが，今 kt 1, kt å cl D D bd D D となったとする。uの閉性か
ら u km,t 1, km,t m となる。すると，任意の mに対して ñt 1u km,t 1, km,t ñt 1ì

なので，
r 1

ñr 1u km,r 1, km,r ñt 1u km,t 1, km,t
r t

ñr 1u km,r 1, km,r ñt 1u km,t 1, km,t

r t

ñr 1u km,r 1, km,r ìt 1 1 ñ ñt 1u km,t 1, km,t ì 1 ñ より，m とすると右
辺 となるので，十分に大きい m に対して r 1 ñ

r 1u km ,r 1, km ,r V 1 m となって，

km k0 km,t t 0の選び方に矛盾する。故に，任意の t 1, 2, . . .に対して kt 1, kt åDであり，

k k0 kt t 0は k0からの実行可能で k k0 kt t 0 åK k
0 である。すると，任意の t

1, 2, . . . に対して km,t kt m なので， 補題３から lim sup.m t 1 ñ
t 1u km,t 1,km,t

t 1 ñ
t 1u kt 1, kt となるが， k.m k0 km,t t 0 の選び方より lim sup.m t 1 ñ

t 1u

km,t 1, km,t lim.m t 1 ñ
t 1u km,t 1, km,t Vとなるので，V sup.k k0 . kt t 0 åK k

0

t 1 ñ
t 1u kt 1, kt t 1 ñ

t 1u kt 1, kt となり，故に，k k0 kt t 0は k0から最適経路
である。 □
k0が拡張的で k k0となる k0, k Dが存在すれば，仮定３の単調性から k0, k0 Dと
なり，kt k0, t 1, 2, . . . となる定常経路 k kt t 0 に対して k kt t 0 K k0 となって
K k0 ¿となる。故にこの結果より，この拡張的な資本ストック k0からの最適経路が存在して，
次の結果が得られる。

系１ 仮定 1，2，3，4 の下で，k0 が拡張可能な資本ストックであれば，k0 からの最適経路

k k0 kt t 0が存在する。

より一般的には，k0が第５節で導入する充分性を満たしていれば良い。また，uの凹性と閉性が
あれば uの上半連続性と閉性が成立するので，仮定１の uの上半連続性の部分を uの凹性に変更し
てそれを以下の仮定１ へ変更しても，将来効用に割引がある準定常モデルにおける一般的な最適経
路の存在は成立する。

仮定１ 効用関数は 0 ñ 1に対して ut ñtuであり，uは凹かつ閉で，集合 Dは凸集合である。

系２ 仮定 1 ，2，3，4 の下で，K k0 ¿となる任意の k0からの最適経路 k k0 kt t 0が

存在し，更に，k0が拡張可能な資本ストックであれば，k0からの最適経路 k k0 kt t 0
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が存在する。

以上の結果は uが下に有界として示される事が多いが，仮定１のように uが閉であれば下に有界
でなくてもよく，この結果は特に uが logで表現されるようなケースも包含しているので，大変に
有用である。
ここで，仮定 1 を利用して uを凹として，上でその存在を示した最適経路をその支持価格によっ
て特徴付る。X y x, y D, K y ö,V x と定義する。これは，ある期首資
本ストックから変換可能な期末資本ストックの中で，そこからの無限経路が存在してその価値関数
V x の値が有限であるようなものである。 D の凸性と V の凹性から X は凸である。

k0 int X からの最適経路を k k0 kt t 0として t 1 ñ
t 1u kt 1, kt V k0 とする。

k0 int X なので，uの単調性から k0を内部に含む閉区間上で Vの値は一様に上に有界となる。
二つの集合 A, Bを A x,v x k0,v V k0 , B y,w y X,w V y と定義す
る。Aは定義より凸集合で，Bは uの凹性と Dの凸性による Vの凹性より凸集合であり，uの単調
性から導かれる Vの単調性を考慮すれば，作り方より A B öである。すると，凸集合に関す
る分離定理より， p, ð 0 , ðv px ðw py, x,v A, y,w Bとなる。ð 0とす
ると p 0であり，x k0とすると分離の条件と k0 int X より pk0 py, y B± k

0 とな
るの で， k0 äp B± k

0 と なる 十 分に 小さ い ä 0 に 対し ても pk0 p k0 äp

pk0 äpp pk0 となって矛盾が起こり，ð 0 である。そこで ð 1として p p0すれば
v p0x w p0y, x,v A, y,w B となるが， k X, k,V k B より v p0x V

k p0k, x,v A,k Xとなるので，x k0 として v V k0 とすれば，V k0 p0k
0

V k p0k, k Xとなる。
次に，帰納法を利用して，ñTV kT pTk

T ñTV k pTk ,k X,T 0,1, ,t 1 t 1 が成
立しているとする。ベルマンの最適性原理に基づくベルマン方程式より一般には V k sup

u k,y ñV y k,y D , k Xであるが，k0からの最適経路 k k0 kt t 0に対しては
V kT u kT, kT 1 ñV kT 1 ,T 0,1, , となる。この時，V k0 u k0,k1 ñV k1 , k0

Xより，k1 Xとなり，同様にして，kT X,T 0,1, ,となる。そして，ñt 1V kt 1 pt 1
kt 1 ñt 1V k pt 1k, k Xの条件における V kt 1 と V k にこのベルマン方程式の関係を
代入すると， ñt 1u kt 1, kt ñtV kt pt 1k

t 1 ì ñt 1u k, y ñtV y pt 1k, k,y

D,k Xとなって，ì ñt 1u k, y pt 1k ñtV y , k,y D, k Xとなる。
ここで， 二つの集合 A , B を A y,w x,y D, ì ñt 1u x,y pt 1x w , B

y ,w w ñtV y , y X と定義する。uの凹性から uは凸なので A は凸であり，また，
V の凹性から B も凸であり， 作り方から A B ö なので， 凸集合の分離定理より，
p, ð 0 , ðw py ðw py , y,w A , y ,w B となる。まず， x,y D と y
X を任意に固定して， y,w A なる w に対して w ì ñt 1u x,y pt 1x とし，また，

w ñtV y とすれば，分離の条件より ð ñt 1u kt 1, kt ñtV kt pt 1k
t 1 ñt 1u x,y

pt 1x py ðñtV y py , x,y D,y Xとなる。ð 0とすると p 0であり，分離の
条件よりある x に対して x,y D となる y と y X に対して py py となるが，y k0 と
y B± k

0 Xに対しても pk0 py , y B± k
0 となるので， k0 äp B± k

0 となる十
分に小さい ä 0に対して pk0 p k0 äp pk0 äpp pk0 となって矛盾が起こり，ð 0
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である。
そこで ð 1 として p pt とすると ñt 1u kt 1, kt ñtV kt pt 1k

t 1 ñt 1u x,y pt 1x

pty ñtV y pty , x,y D, y Xとなるが，まず x,y kt 1, kt とすると ñtV kt

ptk
t ñtV y pty , y X となって t の時の V kt に関する条件が成立する。 また，

y kt X とすると， ñt 1u kt 1, kt pt 1k
t 1 ptk

t ñt 1u x,y pt 1x pty, x,y D

となる。この時， x,y Dとなる xの上方非有界性と uの単調性から pt 1 i 0となる成分 i
が存在すると，x k0 ãei, ã 0として ã とすれば，ñt 1u x,y pt 1x pty となって
矛盾が起こるので pt 0, t 0,1, である。以上により次の結果が得られた。

定理２ 仮定 1 ，2，3，4 の下で，k0 int X からの最適経路 k k0 kt t 0に対してある
非負の価格ベクトルの点列 pt t 0 が存在して， ñtV kt ptk

t ñtV y pty , y

X, ñt 1u kt 1, kt pt 1k
t 1 ptk

t ñt 1u x,y pt 1x pty, x,y Dが成立する。

ptは0時点での現在割引価格なので，t t 1 時点で評価されている V kt u kt 1, kt は割引因
子 ñt ñt 1 を用いて ñtV kt ñt 1u kt 1, kt とする事で0時点での現在割引価値表示になる。した

がって，最適経路 kt t 0は，効用表示の現在割引価値で，価値関数と資本ストック費用の差の利
潤を最大化し，また，各時点において効用と期末資本ストックの収入と期首資本ストックの費用の
差の利潤を最大化している。
以上で，将来効用の割引がある離散無限期間の準定常的既約型一般ラムゼーモデルにおける一般
的な最適経路の存在に関する議論を終了する。本節でその存在を示した，将来効用の割引がある離
散無限期間の準定常的既約型一般ラムゼーモデルにおける一般的な最適経路は定常的である必要は
ないが，次節ではそのようなモデルにおける定常的な最適経路の存在を示す。

４. 準定常的一般ラムゼーモデルにおける定常割引最適経路の存在

本節では，準定常モデルにおいて最適定常経路を実現するような維持可能効用資本ストックの存
在を示す。維持可能資本ストックの中で１期間内の効用 u k, k を最大にする資本ストック kを最
大効用維持可能資本ストック，対応する効用 u k, k を最大維持可能効用と呼ぶ9）。将来効用の割引
のない定常的なケースでは，全ての t に対して kt 1, kt k,k D となるような定常経路
k k kt t 0が kから始まる経路 K k の中で最適（追付き基準で）なので，このような定常
経路を最適定常経路と呼ぶ10）。ここでは最初に，次節の近傍ターンパイク定理で用いる必要がある
ので，期間内の効用関数 uの強凹性の下でこのような最大維持可能資本ストック kが一意的に存在
し，それを双対変数（価格）を用いて特徴付けて，最大維持可能資本ストック k,k Dでは効用
を含んだ利潤最大化が実現する，という事を示す。kの一意性のために，仮定１や１ の代りに以下
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9）自由処分と単調性があるので，u k,k max u x,x : x,x D max u x,y : x,y D,y x であ
る。

10）次節での必要上，本稿では以下で，最大効用維持可能資本ストック kの存在とその支持価格による特徴付け
のみを示す。定常経路 k k の最適性に関する詳細については，ル・ヴァン/ダナ（2003，06）または久保田
（2008）参照。



の仮定１ を利用する。将来効用に割引のある準定常的なケースにおける対応する結果は補題８で示
す。

仮定 1 効用関数は 0 ñ 1に対して ut ñtuであり，uは強凹かつ閉で，集合 Dは凸集合であ
る。すると，以下の結果が成立する。

補題４ 仮定 1 ，2，3，4 の下で，ある k, k Dとある p 0が存在して，任意の x, y D

に対して u x, y py px uとなる。ここで，u u k, k max u x,x : x,x D

である。更に，仮定1 の下ではこのような k, k Dは一意的である。

証明. 集合 V v v y x, x, y D を定義する。Dの凸性より Vは凸である11）。自由処
分と拡張可能ストックの存在によって 0 int V となる12）。最初に，所与の v V に対して，
y x vならば x, y は有界である事を示す。まず，資本ストックとしての定義から xと yは下
に有界である。今， v V が存在して Dv x, y D y x v が上に非有界で， xs

ys s となる点列 xs, ys s 0が Dvに存在したとする。まず， xs s 0が非有界と
する。 ys v xs 0 でより xs ys v ys v となって， î 1 xs xs

ys xs v xs となるが， v xs 0 より，十分に大きい s に対して ys xs î

となる。しかし，xsが（上に）非有界なので xs æとなる xsを考えると， xs, ys Dなので
仮定２より ys î xs となり，故に， ys xs î となって矛盾が起こる。したがって，
xs s 0は有界である。また，ysが上に非有界であれば，ysが下に有界なので，ysの座標には
に発散して行くものがあり，ある i に対して ysi となる。そこで，xs の対応する座標 xsi を
ysi vi に置き換えたものを x s とすれば， ys x s v であり，仮定３の自由処分によって，
x s, ys Dとなる。しかし，x si より x s となるので，既に示した x s, ys Dな
らば x s s 0が有界という事に矛盾する。したがって，任意の v Vに対して Dvは有界で，ある
（R2nの）閉球 Bに対して Dv Bとなる。そこで，T x,y R2n B v y x すると，
Tは（R2nの）有界閉集合で Dv T Dと表現される。
f v sup u x,y : x,y Dv と定義する13）。この時 uは凹なので f v も凹となる14）。更に，
uは仮定によって上半連続で閉で，有界閉集合 Tに対して Dv T Dとなるので，補題１よりあ
る x,y Dvが存在して f v u x,y となり，この上限は実現される。そして，これは任意の
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11）v,v V, á 0, 1 として，v y x, x, y D, v y x , x , y Dとすると，áv 1 á v
á y x 1 á y x ay 1 á y áx 1 á x となるが，Dの凸性より áx 1 á

x , áy 1 á y Dなので，v 1 á v Vとなって Vは凸である。
12）仮定４より x, y D, x yであり，自由処分より y, x Dとなるが，z x y 2とすれば Dの凸
性から z, z Dとなって，0 z z Vとなり，再び自由処分より x x yと x y yに対して
x , y Dとなるので，x y Vとなり，故に，x と y を zの前後に選べば，0 int V となる。こ
の時 z, z int D となっている。

13）v v ならば Dv Dvなので，f v f v となる。
14）v, v V, á 0, 1 に対して vá áv 1 á v とする。任意の x, y Dv , x , y Dv に対しては，
xá áx 1 á x , yá áy 1 á y とすると， D の凸性から xá, yá D となり， 更に，
yá áy 1 á y á x v 1 á x v xá váとなるので xá, yá Dvá となる。故に，uの
凹性を考慮に入れれば，f vá sup u x,y : x,y Dvá u xá, yá áu x, y 1 á u x , y とな
るが， 最右辺における x, y Dv , x , y Dv は任意だったのでそれらの上限を取れば，
f vá á sup u x,y : x,y Dv 1 á sup u x , y : x , y Dv áf v 1 á f v となり，
故に，f は凹である。



v Vに対して成立する。すると，特に，f 0 sup u x,y : x,y D0 sup u x,y : x,y

D, y x sup u x,x : x,x D u k, k , k, k D なので，最大維持可能効用が
k, k D において u k, k として実現する。そして，最大維持可能効用 f 0 が異なる二つの
k, k , k , k Dで実現したとして，f 0 u k, k u k , k とすると，Dの凸性より k,

k k , k 2 D0であるが，仮定1 の uの強凹性の下では，f 0 u k, k u k , k 2

u k, k k , k 2 sup u x,y : x,y D0 f 0 となって矛盾が起こるので，最大維持
可能効用 f 0 を実現する最大維持可能資本ストック k, k Dは一意的である。
W v,u v Vかつ u f v とする。最大維持可能効用を u f 0 とする。fの凹性と
Vの凸性よりWは凸であり，また， u, 0 はWの境界点の一つである15）。すると，凸集合に関す
る分離定理によって，ある p, ð Rn 1 0 が存在して任意の v,u W に対して pv ðu

ðu となる。所与の uに対して仮定３より x, y Dならば任意の i座標と á 0 に対して
x áei , y Dとなるので v áei Vとなって，V は下に非有界であり，また，u x, y
u x áei , y f v áei より f v f v áei である。すると， v,u Wに対して，十分に
大きい á 0 を考えると v áei Vであり，また，u f v f v áei なので v áei , u

Wである。そこで，ある iに対して pi 0であれば，十分に大きい á 0 に対して v áei,

u W なので，p v áei ðu pv ápi ðu ðu であるが， ápi á なので十分
に大きい á 0 に対して pv ápi ðu ðuとなって矛盾が起こる。故に，p 0である。今，
ð 0とする。 p, ð 0であり，全ての v,u Wに対して pv ð u u となっている事に注
意する。まず ð 0ならば， p, ð 0より p 0なので，仮定４より y x v 0となる事を
考慮すれば 0 pv ð u u 0となって矛盾が起こり，ð 0は成立しない。次に，ð 0と
する。0 int V より 0を含む十分に小さい開区間 Iに対して I int V となるが，fは V上で
凹なので int V 上で連続であり，故に，I上でも連続である。Wの作り方から v,u Wとする
と u u ならば v,u W となるので， u u においても u u f 0 に対して
0, u W となる。そして，v 0 が 0 に十分に近ければ v I int V であり，故に，f
の 0での連続性より u f v となって v ,u Wとなる。すると，p 0が成立しているので
v 0を考慮すれば，0 pv ð u u 0となって矛盾が起こり，ð 0も成立しない。し
たがって， p 0 で ð 0 となり，そこで ð, p を ð 1 となるように基準化すれば，結局
v,u Wに対して pv u uとなる。そして， x, y Dに対して y x V, u x, y f y

x なので y x,u x, y Wとなり，u x, y py px u, x, y Dが成立する。 □
この証明における x, y Dに対して u x, y py px u k, k となる部分の議論では，仮
定１ の uの凹性のみを使用していて仮定１ の uの強凹性は必要ないが，uの強凹性は上で見つけ
た最大維持可能効用 u k, k を実現する k, k の一意性を示す際に必要となる。ð 1を考慮して
pを効用表示の財価格ベクトルと想定し，期首の資本ストックを使う事で期間内の生産工程から得
られるのが効用と期末資本ストックと想定すれば，u x, y py pxは期間内の効用表示の利潤と
想定でき，u x, y py px u pk pk, x, y Dという補題の結果は，D上での期間内の
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15）これは， u, 0 W がWの境界点でなければ，f 0 u uとなる u , 0 Wが存在する事になり，
u f 0 の定義に矛盾するからである。



効用表示の利潤最大化が k, k Dにおいて実現する事を述べている。補題３の最大維持可能効用
が u k, k uにおいて実現して，pを補題３でその存在が示されたベクトルとする時に，全ての t
に対して kt kとなる定常経路 k k kt t 0を，全ての tに対して pt p となる定常価格列
p pt t 0によって支持されるという。
上記の将来効用の割引の無い定常的モデルにおける最大維持可能効用資本ストックの存在では，
維持可能資本ストックの集合上で効用を最大にする最大効用維持可能資本ストックを見つければ良
かったのであるが，将来効用の割引のある準定常的モデルでは，割引因子 ñ 0, 1 の存在よっ
て，単に維持可能資本ストックの集合上で効用を最大にするというだけでは，求めている最適定常
経路を実現する維持可能資本ストックを見つける事は出来ない。これはちょうど，１財モデルでの
黄金律資本ストックと修正黄金律資本ストックの違いと同様である。ここではマッケンジー
（1982,86,2002）の証明に従った不動点定理を用いる議論を利用して，準定常的モデルにおける求め
ている維持可能資本ストックの存在を示す。そして，準定常モデルにおいて上の補題に対応する結
果を利用して，この維持可能資本ストックに沿った定常経路が準定常モデルにおいて最適となる事
を示す。
以下ではこの不動点定理が使えるような写像を仮定 1 ，2，3，4 の下で構成して行く。仮定２で
与えられている æを用いて，Ωを集合 x x 0 and x æ と定義する。Ωは Rn のコンパク
ト凸集合の一つである。任意の x Ùに対して，
f x z,w ñw z ñ 1 x, z,w D z,w w ñ 1z 1 ñ 1 x, z,w D

z,w w 1 ñ 1 x ñ 1z, z,w D

と定義する。１財モデルの図では，縦軸の切片が 1 ñ 1 x 0 で傾きが ñ 1の直線よりも上部
に位置する D内の領域が f x で，この直線は x, x Dを通過する。一般的な n個のケースは，
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図２



この条件式を各座標毎に見ると wi 1 ñ 1 xi ñ
1zi , i 1, 2, . . . nとなるので，１財のケースの

状況が n 個の各財について成立する。そして， x, x D であれば x 1 ñ 1 x ñ 1x より
x, x f x なので，f x は Dの点で x, x を通り，傾きが ñ 1の平面 1 ñ 1 x ñ 1zより
も上部に位置する D内の領域である。以下の議論で明らかになるように，f x は消費者需要理論
の予算集合に対応している。まず f x については以下の性質がある。

補題５ f x は非空，凸，有界，Dにおいて閉である。

証明. 仮定４から y ñ 1xである。0 ñ 1から 1 ñ 1 x 0 y ñ 1xとなるので，点
x, y は f x に属し，f x は非空である。Dは凸であり，また，f x は線形不等式によって定

義されるので，f x は凸で Dにおいて閉である。 z,w f x とすると，0 ñ 1として，f
の定義から ñw z ñ 1 x となって，0 z ñw 1 ñ x となり，ゆえに， z ñw

1 ñ x ñw 1 ñ x ñ w 1 ñ x となって， z ñ w 1 ñ x となる。
z æ が成立すると， 仮定３から w z となるので， z ñ z 1 ñ x より
z x となる。Ùの定義から x æなので z æとなり，矛盾が起きる。ゆえに， z,w

f x ならば z æとなって z Ùとなる。そこで，z z で z æとすると，仮定３の自
由処分より z ,w Dとなるが， z æと仮定２より w î z z æとなって， z,

w æとなる。ゆえに， z,w f x は有界である。 □
この証明で示したが， z,w f x ならば z æとなり，z Ùとなる事に注意する。更に，
æ は f x から独立なので任意の x Ù に対して f x Ù2 Ù Ù D となり， f の値域

x Ù f x Ù2を有界閉としてよい。ただし，消費者需要理論の予算集合のケースとは違っ
て，ここでは f x の有界性と Dにおける閉性は示せるが，Dは閉集合ではないので f x の閉性，
故に，f x のコンパクト性は示せず，更には，f の Ù上での上半連続性も示せない。
さて，集合 U D に対して g U z,w U 全ての z ,w U に対して u z,w
u z ,w とする。g U は U上で最大効用を実現する（期首と期末）資本ストックの集合であ

る。補題１の証明の後で述べたように，U が有界で D において閉ならば g U ¿ となって，
g U には最大解が存在する。 また， U が凸で u が準凹で u á z1,w1 1 á z2,w2

min u z1,w1 ,u z2,w2 , á 0, 1 であれば，g U は凸になる16）。uが凹ならば準凹なので，
Uが凸で uが凹ならば g U は凸になる。

補題６ x Ùに対して集合 g f x は非空，凸，コンパクトである。

証明. x Ùに対して補題５より f x は非空，有界，Dにおける閉なので補題１からその上で
uは最大解を持って g f x ¿となり，g f x は非空である。また，uは凹なので g f x は
凸である。定義より g f x f x で，補題４より f x が有界なので g f x も有界であり，
故に，g f x のコンパクト性には g f x の閉性を示せばよい。そこで， zs,ws g f x , s
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16） z1, w1 , z2,w2 g U とすると u z1,w1 u z2,w2 であり，u の準凹性から á 0, 1 に対して
u á z1,w1 1 á z2,w2 min u z1,w1 , u z2,w2 u z1,w1 u z2,w2 u z ,w , z ,w U とな
るからである。



1,2,. . . , zs,ws z ,w s として， z ,w g f x を示す。まず， z ,w Dとなる事
を示す。そうでなくて z ,w Dとすると， z ,w cl D D bd D D となるので uの閉
性から u zs,ws s となるが， x, y f x より u zs,ws u x, y なの
で u zs,ws s とはる事は出来ず，故に， z ,w Dである。すると zs,ws

g f x より u z ,w zs,ws , z ,w f x となっていて，uの閉性と凸性から成立する u
の D上での上半連続性より u z ,w lim sup. s u zs,ws u z,w , z ,w f x とな
るので z,w g f x であり，g f x は閉で，故に，コンパクトである。 □
z,w g f x とすると，任意の z ,w f x に対して u z,w u z ,w となるが，
z,w f x より ñw z ñ 1 x となるので，仮定３の単調性を考慮すれば ñw z

ñ 1 xとなるとしてもよい。
D に含まれている U に対して集合 z z,w U を h U とする。 z,w f x ならば
z Ùとなるので，U f x であれば，h U は Uの Ù上への直積 Rn Rnの最初の n個の座標
に沿った射影であり，この写像は連続である。そこで，F h g f と定義する。補題５から
g f x ¿なので h g f x ¿となって F x は非空であり，また，g f x f x な
ので h g f x Ùである。更に，hの線形性と連続性を考慮に入れれば，補題５から g f x
は凸かつコンパクトなので h g f x もそうであり，故に，Fは Ùをその非空，凸，コンパクト
な部分集合へ写像し，F : Ù Ùである。
Fが上半連続対応である事を示すが，そのためにまず次を証明する。
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図３



補題７ 対応 fは Ù上で下半連続である。

証明. z,w f x で x, xs Ù, s 1, 2, . . . として，ある zs,ws f xs , s 1, 2, . . . が存在
して zs,ws z,w s となる事を示す17）。 x, y f xs を利用して， á z,w

1 á x, y f xs となる最大の á 0, 1 を ásとして zs,ws ás z,w 1 ás x, y

とすると，これが求めていた zs,ws s 1である事を示す。最初にこのような ás 0, 1 が存在す
事を示す。まず， z,w f xs であれば ás 1 とすればいいので， z,w f xs とする。
ñy x 0 ñ 1 xs なので，十分に 0 に近い á 0 に対して， ñ á w 1 á y

á z 1 á z 0 ñ 1 xsと出来て á z,w 1 á x, y f xs となる。そこで

そのような á 0, 1 の上限 á 1 を考え，それが求めていた ásである事を示す。そのためには，

á z,w 1 á x, y f xs を示せばいい。まず， z,w f x D より z,w D

なので， x, y Dと Dの凸性より，任意の á 0, 1 に対して á z,w 1 á x, y D

となる。上限の性質より，ある ám m 1 0, 1 が存在して ám z,w 1 ám x, y f

xs で ám á n となる。すると， ám z,w 1 ám x, y f xs より ñ ám w

1 ám y ám z 1 ám x ñ 1 xs となるので，m とすると ñ á w 1 á y

á z 1 á x ñ 1 xsとなり，á 0, 1 より á z,w 1 á x, y Dなので，

á z,w 1 á x, y f xs である。故に，この á は ásの持つべき性質を全て満たしていて

ás á とすればいい。この時には， z,w f xs なので ás á 1である。
次に，ás 0, 1 より ás s 1には収束部分列が存在するので，一般性を失うことなく，s
とする時の ásの極限を á 0, 1 とする。á 1であれば，ás á 1 s より zs,ws

ás z,w 1 ás x, y z,w s となって求めていた結果が得られるので，á 1となっ
たとして， z ,w á z,w 1 á x, y を考える。 z,w f x より ñw z ñ 1 x

であり，また， x, y は ñy x 0 ñ 1 x となっているので，á 0, 1 に対して ñw

z ñ áw 1 á y áz 1 á x ñ 1 xとなり，ある十分に小さい ä ä1, . . . ,

än 0に対して ñw z ñ 1 x äとなる。すると，ás á s より zs,ws z ,

w s なので，十分に大きい s に対して ñws zs ñ 1 xs ä が成立する。しかし
ás á 1 s より ás 1となるので，ás ás , 1 を ás より少しだけ大きく取れば，
依 然 と し て ñws zs ñ ás w 1 ás y ás z 1 ás x ñ 1 x と で き て
zs ,ws f xs となる。しかしこれは，ás ás 1より ás の最大性に矛盾するので，á 1

となる。したがって，ás á 1 s より zs,ws ás z,w 1 ás x, y f xs

z,w s となって，fは xにおいて下半連続となる。 □
この証明は消費者理論における予算集対応の下半連続性という証明と同様である。集合 f x を
消費者の予算集合に，そして，uを消費者の効用関数（選好対応）に対応させて，消費者の需要対
応が上半連続的という証明と類似の証明を利用すると，Fの上半連続性ために必要となる g fの上
半連続性が成立する。ただし，消費者理論とは異なって，fの上半連続性は成立しないが，その役割
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17）実際には収束部分列が存在する事を示すが，下半連続性のためにはそれで十分である。



が uの閉性によって代りに担われる。

補題８ 対応 g fは上半連続である。

証明. g fはコンパクトな値域を持つので，g fの上半連続性はそのグラフの閉性を示せばよい。
そこで， zs,ws g f xs として xs xと zs,ws z,w として， z,w g f x

を示す。まず， z,w は必ず Dに属する事を示す。もしも，そうでなければ z,w cl D D

bd D D となるが， u の閉性から u zs,ws となって十分に大きな s に対して
u x, y u zs,ws が成立し， zs,ws g f xs と x, y f xs に矛盾が起こる。Dが閉
でないので f x の上半連続性は一般には成立しないが， zs,ws g f xs z,w とする
と u の閉性より z,w D となり，更に zs,ws f xs より ñws zs ñ 1 xs なので
ñw z ñ 1 x となって， z,w f x となる。これが f x の上半連続性が果たすべき
役割であるが，ここではこの上半連続性は実際には成立しないので，その代りに uの閉性の基づい
てこの結果を導いている。
z,w g f x を示さなくてならないが，そうでなくて z,w g f x となったと

する。すると z,w f x なので，ある z ,w f x が存在して u z ,w u z,w とな
る。すると，補題７から f は下半連続なので，ある z s,w s f xs , s 1, 2, . . . が存在して
z s,w s z ,w s となる。この時， z ,w int D であれば，u の凹性より u は
int D 上で連続なので，u z s,w s u z ,w s となり，また， z ,w bd D であ
れば， u の閉性より u z ,w lim sup. s u z s,w s となるので， いずれにしても
u z ,w lim sup. s u z s,w s となる。そして，全ての sにおいて zs,ws g f xs よ
り u zs,ws u z s,w s であり，また， z ,w f x の代りに z,w f x に対しても同
様にして，u z,w lim sup. s u zs,ws となる。すると，u z,w lim sup. s u zs,ws

lim sup. s u z s,w s u z ,w となって，u z ,w u z,w という前提に矛盾して，故
に，そのような z ,w は存在せず，u z,w は f x における u の最大点であって z,w

g f x である。これより g fのグラフは閉となるので，g fは上半連続である。 □
以上により，将来効用に割引のある準定常型モデルにおいて最適定常経路を実現する，維持可能
資本ストックの存在を確立出来る。

補題９ ある x Ùが存在して x F x となる。

証明. 写像 hは連続で，g fは補題８より上半連続なので，その合成対応 Fは上半連続である。
Ùはコンパクトで凸で，Fは Ùをその凸部分集合へ写像するので，角谷の不動点定理から Fには不
動点 x Ù が存在して，x F x となる。 □
x F x とすると，ある x, y Dが存在して x, y g f x となり，ñw z ñ 1 x

を満たす任意の z ,w D に対して u x, y u z ,w となるが， x, y f x より
ñy x ñ 1 x を満たすので，ñ 0, 1 より y x となる。すると，仮定３の単調性から
u x, x u x, y なので， 結局 ñw z ñ 1 x を満たす任意の z ,w D に対して
u x, x u z ,w となって，f x 上での uの最大点は維持可能資本ストック x, x で実現する。
ここで，x F x となる資本ストック x, x と最大維持可能効用を実現する資本ストック
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k, k は，その特性に関して違いがある事に注意が必要である。x F x となっている資本ストッ
クは定常的であるが，しかし定常的資本ストックの集合上で効用 uを最大にしているのは k, k で
あり， x, x は定常的資本ストックの集合上で効用 u を最大にしてはおらず，むしろ ñw z

ñ 1 xとなっている z,w の集合上で効用を最大にしている。もちろん，ñ 1ならば両者は
同一になるが，この違いは，１財モデルにおける，将来効用の割引のない定常的なケースの黄金律
資本ストックと将来効用の割引のある準常的なケースの修正黄金律資本ストックの違いに対応して
いる。
ここで，将来効用の割引のない定常的モデルに対して示した補題４の，将来効用の割引のある準
定常的モデルに対応した結果を証明する。

補題10 ñ 0, 1 とする。x F x であれば，ある q Rn が存在して全ての z,w Dに対
して u z,w qw ñ 1qz u x, x 1 ñ 1 qxとなる。

証明. ñ 0, 1 として V ñ v v ñw z, z,w D とする。仮定 １ の Dの凸性から
V ñ は凸である。また，仮定４より v ñy x 0 とすると v V ñ ，x F x に対して
ñ 1 x 0，そして，仮定３より v V ñ は下方包含的である。故に， ñ 1 x int V ñ

となる。v V ñ に対して Dv ñ v,w D ñw z v と定義する。Dv ñ は Dの凸性
から凸である。補題４の証明において Dvを有界とするのに用いたのと同様の議論から，Dv ñ の有
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界性が従う18）。したがって，ある（R2nの）閉球 Bv に対して Dv ñ Bv となる。そこで，Tv
z,w R2n Bv v ñw z すると，Tvは（R2nの）有界閉集合で Dv ñ Tv Dと表現さ

れる。
v V ñ に対して ¶ v sup u z,w : z,w Dv ñ と定義する。この時，u の凹性から
¶ v も凹になり，int V ñ 上で連続になる。また，仮定３より v v ならば Dv ñ Dv ñ

となるので ¶ v ¶ v となり，¶ は v に関して単調減少的である。更に， ¶ v u z,w

（ある z,w Dv ñ に対して）とすると，仮定３の自由処分/単調性から ñw z vとしていい19）。
Dv ñ は有界閉集合 Tvに対して Dv ñ Tv Dと表現され，uは上半連続かつ閉なので，補題１
よりこの上限が Dv ñ の点で実現されて有限値である。U ñ u,v v V ñ に対して
u ¶ v とする。uの凹性から ¶も凹なので U ñ は凸集合で，更に，int U ñ ¿である20）。
x F x を考えて，v ñ 1 xと u ¶ v とすると， u, v bd U となり，また，補題
９の証明の後で述べたように，x F x より u ¶ v u x, x となる21）。
ここで，凸集合に対する分離定理を適用すると，ある ð, r Rn 1 0 が存在して，全ての
u,v U ñ に対して ðu rv ðu rv となる。 u ¶ v となる所与の u に対して，
v V ñ は下に非有界で ¶ v は単調減少的なので，vを減少させると ¶ v は増加して依然とし
て u ¶ v となる。そこで，ri 0であれば， u, v u, v U ñ として viを減少させれば
¶ v は増加して依然として u ¶ v である。しかし，ri 0なので viを減少させると rvは増加
して行くので，いずれ ðu rv ðu ruとなって，分離の条件に矛盾する。故に，r 0である。
分離の条件より，全ての u,v U ñ ，つまり，全ての v V ñ , u ö v に対して r v v
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18） 実際には以下のようにして示される。 今， v V ñ が存在して Dv ñ が上に非有界で，
zs ws s となる点列 zs,ws s 0が Dv ñ に存在したとする。ñws zs v v で vが固
定的なので右辺は下に有界であり，そこで zsが上に非有界とすると，wsと zs vの最大の座標の大きさは正
の値で実現するので， ñws zs v の不等号より， 十分に大きい s に対しては max. i 1,. . . ,n ñw

s
i

ñ max. i 1,. . . ,n w
s
i max. i 1,. . . ,n z

s v i max. i 1,. . . ,n zs v i となり，故にユークリッドノルムとの同
値関係より， ñ ws zs v zs v となる。 すると， ñ ws zs zs v zs

zs v zs 1 s より，十分に大きい sに対しては ñ ws zs î 1 となる。しかし，zs

が上に非有界としているので zs æ となる zs を考えると， zs ,ws D なので仮定２より
ñ ws ws î xs となって，ñ ws zs îとなり，矛盾が起こる。したがって， zs s 0は有界で
ある。そして，wsが上に非有界であれば，wsは下に有界なので，wsの座標には に発散して行くものがあ
り，そこで部分列を最初から選んでいるとすれば，ある iに対して wsi となる。そこで，zsの対応する
座標 zsi を ñwsi vsi に置き換えたものを z sとすれば，zsは有界なので十分い大きい sに対して z s zsでか
つ ñws z s vであり，また，仮定３の自由処分によって z s,ws Dとなる。しかし，z si より
z s となるので，既に示した z s, ys Dと z s ws s ならば z s s 0は有界とい
う事に矛盾する。したがって，任意の v V ñ に対して Dv ñ は有界である。

19）実際ある iで pwi zi viとなっていれば，ziを等号が成立すまで増加させても u z,w は減少しないので
最初から pw z vで ¶ v u z,w が実現するとしておいていい。

20）¶ が凹なので int V ñ 上で連続になるが， ñ 1 x int V ñ なので，¶ は ñ 1 xで連続で
ある。そこで，u ¶ ñ 1 x となる u, ñ 1 x U ñ を考えると， ñ 1 xでの ¶ の連続性か
ら，ある uの近傍 U 1と ñ 1 xの近傍 U 2が存在して， u1, v2 U 1 U 2ならば u ¶ v となるので，
U 1 U 2 U ñ となり，int U ñ ¿となる。

21）これは，u, v U ñ が U ñ の境界点でなければ， ¶ v u u ¶ v となる u , v U ñ が
存在する事になって矛盾が起きてしまうからである。また，x F x より x, x g f x としてよいの
で，¶ v u x, x となる。



ð u u であり，また， ð, r 0である。r 0かつ ð 0とする。ð 0ならば r 0, r 0

となり，また，v int V ñ より v v, v V ñ に対して 0 r v v ð u u 0となっ
て矛盾が起こる。また，r 0で ð 0とすると，v int V ñ より vに十分に近い v v に
対して v V ñ であり，また，¶ v の単調減少性より ¶ v ö v uとなるので，u ¶

v となるように u を選べば u ,v U ñ でしかも u u 0となるが，すると，0 r v

v ð u u 0となって矛盾が起こる。したがって，r 0で ð 0となる。
そこで， ð, r を ð 1となるように選べば，全ての u, v U ñ に対して u rv u rvと
なる。 そして， 任意の z,w D に対して v ñw z とすれば v V ñ であり， また
z,w Dv ñ となるので，¶の定義より u z,w ¶ v となって u z,w ,v U ñ となり，
u z,w r ñw z u r ñ 1 xとなる。すると，u ¶ v u x, x なので，結局，任意の
z,w Dに対して u z,w r ñw z u x, x r ñ 1 xとなり，そこで，ñ 1q rとすれ
ば，

u z,w ñw ñ 1qz u x, x 1 ñ 1 qx

となって，求めていた結果が得られる。 □
この補題の，f x 上での最大維持可能効用が u x, x uにおいて実現して，qをこの補題でそ
の存在が示されたベクトルとする時に，全ての tに対して kt xとなる定常経路 k ñ kt t 0

を，全ての tに対して pt ñ 1qとなる準定常価格列 p pt t 0によって支持されるという。

なお，仮定 1 の uの強凹性の下では，¶ v が異なる二つの x, x , x , x Dで実現したとす

ると，¶ v u x, x u x , x となるが，Dv ñ の凸性より x, x x , x 2 Dv ñ

であり，更に， u の強凹性より， ¶ v u x, x u x , x 2 u x, x u x , x 2
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sup u x,y : x,y Dv ñ ¶ v となって矛盾が起こるので，¶ v を実現する定常維持可
能資本ストック x, x Dは一意的で，F x x となる。
補題 10 を利用すると，kt x, t 0, 1, 2, . . .となる定常経路 k ñ kt t 0が xから最適である
事が示せて，最適定常経路の存在が確立できる。

定理３ 仮定 1 ,2,3,4 の下では，ñ 0, 1 で x F x ならば，全ての tに対して kt xとなっ
ている定常経路 k ñ kt t 0は最適である。

証明. k x kt t 0 K x を k0 xを満たす任意の実現可能な経路とする。補題 10 で得
られた条件に z,w kt 1, kt を代入して ñt 1を掛けると，

ñt 1 u kt 1, kt u x,x ñt 1q x kt ñt 2q kt 1 x

となる。更に，この式を t 1から Tまで総和すれば，
T

t 1

ñt 1 u kt 1, kt u x,x ñT 1q x kT ñ 1q k0 x

となる。しかしながら，k x kt t 0は xから実行可能な経路なので補題２から kTは一様に有
界であり，また，x k0なので右辺の第２項は 0なので，T につれて上式の右辺は 0に収束
する。一方左辺は t 1 ñ

t 1 u kt 1, kt u x,x が有限値かまたは の値で存在するので，

t 1 ñ
t 1 u kt 1, kt u x,x limT t 1 ñ

t 1 u kt 1, kt u x,x 0となる。したがっ
て，全ての tに対して kt xとなっている定常経路 k ñ kt t 0は xからの最適経路である。 □
この議論は将来効用の割引がない定常的なケースと同様に，補題９に対応する結果で示された維
持可能資本ストック x,x からの損失価値を利用してこの結果を示している。ñ 0, 1 に対して
x F x となっている x を kñ として k0 kñ とすると， kt kñ, t 1, 2, . . . となる定常経路
k ñ kt t 0は実現可能なので K kñ ¿であり，定理１によって kñからの最適経路が存在す
るが，この定理２は kt kñ, t 1, 2, . . .となる定常経路 k ñ kt t 0が実はその最適経路の一つ
である事を述べている。定理１では kñからの最適経路が定常的であるかどうかは問題にしていない
が，定理２では kñからの最適経路の一つとして定常的な経路があることを述べていて，両者には違
いがある。そして，uの強凹性の下では k0からの最適経路は一意的になるので，仮定１ の下では
定常経路 k ñ kt t 0が kñからの唯一の最適経路となる。なお，ñ 0, 1 に対して，k0 kñ

として kt kñ, t 1, 2, . . .となる定常経路 k ñ kt t 0が定理２より kñからの最適経路の一つ
なので，特にこのような定常経路 k ñ を ñ 割引最適定常経路，kñ xを ñ 割引最大効用維持可
能資本ストックという。ボイド（1996）やベッカー /ボイド（1997,5.3）では，本稿のような
t 1 ñ

t 1u kt 1, kt を一般化した再帰的選好においても，本節と同じ不動点定理を利用する議論を
用いて，補題９のような定常最適経路の存在を示している。
以上で，将来効用の割引がある準定常モデルにおける，ñ 割引最適定常経路の存在とその支持価
格による特徴付けに関する議論を，終了する。この割引最適定常経路は，次節の将来効用の割引が
ある既約型準定常モデルにおける近傍ターンパイク定理において重要な役割を果たす。たたし，そ
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こで見るように，将来効用を割引く準定常的なケースの最適経路が割引最大効用維持可能資本ストッ
クの近傍に収束して行くという近傍ターンパイク定理の証明は，将来効用を割引かないケースの漸
近ターンパイク定理の証明に比べると，著しく難しい。

５ 準定常的一般ラムゼーモデルにおける近傍ターンパイク定理

将来効用に割引の無い定常型モデルにおいては，最適経路の存在を示す上で，最適経路が最大維
持効用を実現する資本ストックに収束していくというターンパイク定理が必要だったので，その結
果を前もって示す必要があったが，将来効用に割引がある準定常型モデルにおいては，最適経路の
定常資本ストックへの収束に関するターンパイク定理を用いる事なく最適経路が存在を示せた。こ
の将来効用に割引がある準定常型モデルにおける最適経路の定常資本ストックへの収束は近傍ター
ンパイク定理や漸近ターンパイク定理として知られている22）。ただし，将来効用の割引が無いケー
スの最適経路の収束に関するターンパイク定理は簡明に証明できるのであるが，それに比べると，
将来効用に割引があるケースの最適経路の収束に関するターンパイク定理は，効用関数 uの強凹性
の下でも甚だ困難である。割引因子 ñ 0, 1 に依存して ñ 割引最適定常経路を実現する維持可
能資本ストック kñ, kñ が存在するが，± 0に依存してある割引因子 ñ± 0, 1 が存在して，ñ

ñ± , 1 の時の最適経路 ktñ t 0が十分先の時点で kñ, kñ の ± 近傍に入るというのが近傍ター
ンパイク定理であり，本稿でもマッケンジー（2002, 第７章第６節）に沿って効用関数 uの強凹性
の下でその証明を以下で行う23）。
維持可能資本ストックの集合を x x, x D とする。仮定４を修正した以下の仮定４ に
おける効用の割引因子 ñ と y ñ. 1 x となる x, y D を利用して， Ä x x で
u x, x u x, y ¿ と定義する。そして，Ä上での uの一様強凹性（uniform strict concav-
ity）を，任意の å 0 に対してある ä 0 が存在して， x, x w, z å となる任意の
w, z D と任意の x Ä となる x, x に対して， u 1 2 x, x 1 2 w, z 1 2 u x, x

u w, z äとなる事と定義する。近傍ターンパイク定理を示すために仮定２と３は維持して仮定
１と４を次のように変更する。

仮定１ 効用関数 utは Dを Rに写像する uと 0 ñ ñ 1に対して ut ñtuとする。uは凹
かつ閉で，Ä上で一様強凹的とする。集合 Dは凸である。
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22）ル・ヴァン/ダナ（2003, 第８章）では，これらの近傍ターンパイク定理と漸近ターンパイク定理が１財モデ
ルの枠組みで簡明に行われており，また，西村/矢野（2007, 第６章）でも１部門モデルの枠組みで詳説され
ていて，各々参考になる。

23）± 0をより小さい ± 0 ±にすれば対応する ñ± 0, 1 も ñ± ñ± とする必要があるが，± 0から
独立にある ñ 0, 1 が決まって ñ ñ, 1 の時の最適経路 ktñ t 0が十分先の時点で kñ, kñ の ± 近傍に
入って来るという漸近ターンパイク定理を示すには，効用関数 uが更に連続２階微分可能でそのヘッセ行列
が負値定符号という条件が必要となる。この結果はマッケンジー（1982，定理５，1986, 定理 8.4,7）で示さ
れているが，マッケンジー（2002, 第７章）ではその結果に触れているだけで，その証明は行われていない。



仮定４ y ñ. 1 xとなる x, y Dが存在する。
これらの仮定の下では，Äは以下の性質を満たす。

補題11 Äは非空凸でコンパクトである。

証明. Äは仮定３の自由処分によって xを含むので非空である。 x æならば仮定２によって
x, x D であり，故に，x となるので Ä は有界である。Ä が閉である事を見るために，
xs Äとして xs x, s 1, 2, . . .とする。xs x, xs, xs D, s 1, 2, . . .より x, x cl D で
あるが， x, x Dならば x, x bd D Dであり，uの閉性より u xs, xs となるの
で，十分に大きい sに対して u xs, xs u x , y となって矛盾がおこる。故に x, x Dである。
そして， x, x bd D D であれば，u の閉性より u x, x lim sups xs, xs u x , y

となる。また， x, x int D であれば，uの凹性より uは int D 上で連続なので，u x, x
lims xs, xs u x , y となる。したがって，いずれにしても x, x Dで u x , x u x , y

が成立して x , x Äとなるので Äは閉であり，故にコンパクトである。 □
w zとなる z,w Dに対して k, k が u k, k u u z,w を満たしているとする。こ
の時，w z となる z,w D に対しては，仮定２の自由処分によって z, z D に対して
u z, z u z,w なので， k, k は u k, k u z, z , z, z Dとなっていればよく，x Äな
ので， k, k は u k, k u z, z , z Ä，つまり，u k, k max u z, z : z Ä となってい
ればよい。すると，u z, z の閉凹性より u z, z は zについて上半連続で，補題 15 より Äはコン
パクトなので，一般ワイエルシュトラス最大定理よりこのような k Äは存在する。更に，Ä上の
uの（一様）強凹性と Äの凸性より kは一意的である。kは最大効用維持可能定常資本ストックで
ある。１財モデルで Dが２次元平面の第１象限に属するケースでは，まず が Dと 45 度線との共
通部分 Óを第１座標へ射影したものであり，今 Ä x , x : x Ä と定義すると，Äは x , y

を通る無差別曲線から下の領域と 45 度線との共通部分 Äを第１座標へ射影したものである。補題
11 より Äは凸でコンパクトである。１財モデルで Dが２次元平面の第１象限に属するケースでは，
Äは x , y を通る無差別曲線から下の領域と 45 度線との共通部分である。これについて次を仮定
する。

仮定５ Ä int D 。

は Dの境界を含むかもしれないが，Äはこの仮定より Dの境界を含まない。１財モデルで D
が２次元平面の第１象限に属するケースでは，この条件は Dと 45度線との共通部分である と
x , y を通る無差別曲線の下の領域との交点が全て Dの内部にあるという事を述べている。
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この時， k, k Äなので仮定５よりある ç 0が存在して Bç k, k Dとなり，故に，十
分に小さい ± 0に対して k, k ±e Dとなって，k は拡張的となる。実際には，後に示すよう
に x Ä が一様に拡張的で，ある十分に小さい ± 0 が存在して任意の x Ä に対して x, x

±e Dとなる。もちろん，ここで e 1, . . . , 1 である。
更に，この仮定５と補題 11より，uが閉で強凹であれば，Dを Äを含む十分い大きい（凸な）範
囲に制限すると，その範囲では uが一様強凹となる事が示せる。以下では uの一様強凹性を基本と
して議論を進めていくが，k0が所与なので，その結果は uの D上での閉強凹性の仮定でも成立する。
全ての tに対して kt kñで ñw z ñ 1 xに対して u kñ, kñ u z,w となる ñ 割引）
最適定常経路 kñ kt t 0 , k

t kñ, t 0, 1, . . .に関する性質を導く24）。もしも k0 xで kTが拡張
的（つまり，ある kT, y Dで y kT）となるような有限経路 kt Tt 0 が存在すれば，資本ストッ
ク xを充分的（sufficient）と呼ぶ。

補題12 もしも 1 ñ ñならば ñ 割引最適定常資本ストック kñは Äに属する。もしも ñ 1

で ñ 1ならば kñ kとなる25）。

証明. f x, ñ z,w z,w Dに対して ñw z ñ 1 x とする。補題４より f x, ñ
は非空，凸，有界である。ñy x ñ y x 0 ñ 1 x より x, y f x, ñ である。kñの
定義より任意の z,w f kñ, ñ に対して u kñ, kñ z,w となるので， x, y f x, ñ と
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図６

24）このような kñの存在や kñからの最適経路 kñ kt t 1の最適性は前節の補題９や定理２から保証される。
25）ル・ヴァン/ダナ（2003，第８章）では，１財モデルの枠組で，効用関数の２回連続微分可能性に基づいてオ
イラー方程式と陰関数定理を適用してこの命題を導いているが，容易に多数財モデルへ一般化可能である。



Äの定義から kñ Äとなる。
まず，前節の補題７の証明に適宜 ñを導入してその証明を少し手直して，f の xと ñに関する下
半連続性を示す。任意の z,w f x, ñ に対して，xs xと 1 ñ ñに対して ñs ñとする
時に， z,w に最も近い zs,ws f xs, ñs からなる点列を考える。 á z,w 1 á

x, y f xs, ñs となる最大の á 0, 1 を ásとして zs,ws ás z,w 1 ás x, y が
求めていた zs,ws s 1である事を示す。最初にこのような ás 0, 1 が存在す事を示す。まず，
z,w f xs, ñs であれば ás 1 とすればいいので， z,w f xs, ñs とする。 ñsy x

0 ñs 1 xs なので，十分に 0 に近い á 0 に対して， ñs á w 1 á y á z 1

á x 0 ñs 1 xsとなるので Dの凸性より á z,w 1 á x, y f xs, ñs とな

る。そこでそのような á 0, 1 の上限 á 1を考え，それが求めていた ásである事を示す。そ

のためには， á z,w 1 á x, y f xs, ñs を示せばいい。まず， z,w f x , ñ D

より z,w , x, y D なので， D の凸性より， 任意の á 0, 1 に対して á z,w

1 á x, y D となる。上限の性質より，ある ám m 1 0, 1 が存在して ám z,w

1 ám x, y f xs, ñs で ám á n となるが， ám z,w 1 ám x, y f

xs, ñs より ñs ámw 1 ám y ámz 1 ám x ñs 1 xs となるので，m とす

ると ñs áw 1 á y áz 1 á x ñs 1 xs となり， そして， á 0, 1 より

á z,w 1 á x, y Dなので， á z,w 1 á x, y f xs, ñs である。するとこ

の á は ás の持つべき性質を全て満たしているので ás á とすればいい。 この時には，

z,w f xs, ñs なので ás á 1である。
次に，ás 0, 1 より ás s 1には収束部分列が存在するので，一般性を失うことなく，s
とする時の ásの極限を á 0, 1 とする。á 1であれば，ás á 1 s より zs,ws

ás z,w 1 ás x, y z,w s となって求めていた結果が得られるので，á 1とす
る。 z ,w á z,w 1 á x, y とする。 z,w f x , ñ より ñw z ñ 1 x で
あり，また， x, y は ñy x 0 ñ 1 xとなっているので，á 0, 1 に対して ñw z

ñ áw 1 á y áz 1 á x ñ 1 x となり，ある十分に小さい ä ä1, . . . , än
0 に対して ñw z ñ 1 x ä となる。すると，ás á s より zs,ws z ,w

s なので，ñs ñより十分に大きい s に対して ñs ws zs ñs 1 xs äが成立する。
しかし ás á 1 s より ás 1となるので，ás ás ,1 を ás より少しだけ大きく取
れば，依然として ñs ws zs ñs ás w 1 ás y ás z 1 ás x ñs 1 x と出
来て zs ,ws f xs , ñs となる。これは， ás ás 1 より ás の最大性に矛盾するので
á 1 となる。したがって，ás á 1 s より zs,ws ás z,w 1 ás x, y

f xs, ñs z,w f x , ñ s となり，fは x , ñ において下半連続となる。
次に，補題８の議論を少し修正して，g f の xと ñに関する上半連続性を示す。補題５の後で
述べたように，g f はコンパクトな値域を持つので，g f の上半連続性はそのグラフの閉性を示
せばよい。そこで，xs x, ñs ñ 1 ñ ñ となる時の zs,ws g f xs, ñs に対して
zs,ws z,w として， z,w g f x , ñ を示す。まず，Dは閉でないが，uの閉性から
z,w は必ず Dに属する事に注意する。実際，もしもそうでなければ z,w bd D Dとなる
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ので，uの閉性から u zs,ws となり，十分に大きな sに対して u x, y u zs,ws となっ
て x, y f xs, ñs より zs,ws g f xs, ñs となり，矛盾が起こるからである。Dが閉
でないので f x , ñ の上半連続性は一般には成立しないが， zs,ws g f xs, ñs z,w

とすると uの閉性により z,w Dとなり， zs,ws f xs, ñs より ñsws zs ñs 1 xs

なので ñw z ñ 1 x となって， z,w f x , ñ となる。これが対応 f x , ñ の上半連
続性（一般には成立しない）として果たすべき役割である。 z,w g f x , ñ を示さなくて
ならないが，今そうでなくて z,w g f x , ñ となったとする。 z,w f x , ñ なので，
ある z ,w f x , ñ が存在して u z ,w u z,w となる。上で示したように f は下半連続
なので，ある z s,w s f xs, ñs , s 1, 2, . . .が存在して z s,w s z ,w s となる。
この時， z ,w int D であれば，u の凹性より u は int D 上で連続なので，u z s,w s

u z ,w s となり，また， z ,w bd D であれば， u の閉性より u z ,w lim

sups u z s,w s となるので，いずれにしても u z ,w lim sups u z s,w s となる。そし
て，全ての sにおいて zs,ws g f xs, ñs より u zs,ws u z s,w s であり，uの凹性と
閉性から uは D上で上半連続なので， z,w Dより u z,w lim sups u zs,ws となる。
すると， u z,w lim sups u zs,ws lim sups u z s,w s u z ,w となって，
u z ,w u z,w という前提に矛盾するのでそのような z ,w は存在せず， z,w は
f x , ñ における uの最大点であって z,w g f x , ñ である。これより g f のグラフは
閉となり，g f は上半連続である。
さて，最適定常資本ストック kñは定義から kñ F kñ を満たす。そこで，下から１に収束する
数列 ñs 1, s 1, 2, . . . と kñs k å 0, s 1, 2, . . . となる点列 kñs F kñs が存在するとす
る。kñs F kñs Ä で Ä が有界なので kñs には集積点が存在し，k を kñs の集積点とする。
kñs k å 0, s 1, 2, . . . より k k å 0 なので k k である。g f k, ñ の上半
連続性から k , k g f k , 1 となるが，ñ 1から k , k は維持可能効用を最大にする。
すると，u k , k u k , k で k k なので維持可能効用を最大にする x Äの要素 x, x の一
意性に矛盾し，このような点列は存在できない。故に，ñ 0 1 kñ kとなる。 □
経路の比較には何ら影響しないので，効用の基準を u k , k 0 となるように選んでおく。
k0 xとなる経路 k x kt t 1 K x は補題２によって一様に有界なので，k0 xとなる
経路 k x kt に対して limT T

t 1 ñ
t 1u kt 1, kt t 1 ñ

t 1u kt 1, kt が有限か で
存在する。 そこで，割引因子 ñ に対する価値関数 V ñ を， V ñ x sup t 1 ñ

t 1u kt 1,

kt : k x kt t 1 K x として定義する。uの凹性から V ñも凹である。この時，V ñ x
sup u x, k ñV ñ k : x, k D となるが，k ñ kt ñ が x k0 ñ からの最適経路
であれば，V ñ x u x, k1 ñ ñV ñ k1 ñ となる。V ñに関して，前節の補題４を利用すると，
以下の性質が成り立つ。

補題13 もしも xが十分的であれば，V ñ x は ñ ñ 1に対して一様に有界である。

証明. 今 k ñ kt t 0 とする。補題４からある p 0 が存在して u k , k u kt 1, kt

pkt pkt 1となる。u k , k 0なので，これより u kt 1, kt p kt 1 kt となる。この式全体
に ñt 1を掛けて t 1から t Tまで総和すれば，
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T

t 1

ñt 1u kt 1, kt
T

t 1

ñt 1p kt 1 kt pk0
T 1

t 1

ñt 1 ñ 1 pkt ñT 1pkT pk0

となる。これより T
t 1 ñ

tu kt 1, kt は ñ 1上で Tとは独立に pk0によって上から有界となるの
で，V ñ x Ó t 1 ñ

t 1u kt 1, kñ は ñ ñ 1に対して pk0によって一様に上に有界である。
V ñ x が下に有界となる事を示す。xの充分性より，x0 xからのある有限経路 xt Tt 0が存在
して xTが拡張的であり，ある xT, y Dが存在して y xTとなる。今 0 á 1に対して ár

xT, y 1 ár k, k kt , k t 1 ,r 0, 1, . . .となる無限点列 kt , k t 1 t T を考える。Dの

凸性から kt , k t 1 D, t T,T 1, . . .である。r 0 t T に対しては kT, k T 1 xT, y

である。0 á 1より，t とすると r となって ár 0となり， kt , k t 1 k, k と

なる。定義より k T r 1 k ár k y で kT r 1 k ár 1 k xT であるが， y áxT k

ák ならば á k xT k y となるので ár 1 k xT ár k y となり， k T r 1

kT r 1となる。y xTなので，１に十分に近い á 0 に対しても y áxT 0 k ák と

なる。したがって， kT r, k T r 1 Dなので自由処分によって kt , kt 1 Dとなり，結果と

して kt t T 1は kに近づいて行く実現可能な経路の一つとなる。そこで，xT r kt árxT

1 ár k, r 0, 1, . . . となる無限経路 xt ,t T,T 1, . . . に対して， u の凹性と単調性より u
xT r, xT r 1 áru xT, y 1 ár u k, k áru xT, y となるので t T ñ

tu xt, xt 1 ñT

1 ñá u xT, y となる。すると，u xT, y u xT, xT u k, k 0と ñ 0, 1 に注意す
れば，0 ñ ñ 1 に対して 1 1 á ñT 1 ñá 0 なので， ñT 1 ñá u xT,y

u xT,y 1 á となり，結局 t T ñ
tu xt, xt 1 u xT,y 1 á となって，この式の右辺

は 0 ñ ñ 1を満たす ñに対して一様に下に有界となる。最初の T期間で蓄積される効用は
ñ 1に対して有限なので， T

t 1 ñ
t 1u xt 1, xt T

t 1 u x
t 1, xt L であり，

故に， L 1 1 á u xT, y t 1 ñ
t 1u xt 1, xt limT

T
t 1 ñ

t 1u xt 1, xt V ñ x

となって，V ñ x は ñ ñ 1に対して一様に下に有界となる。 □
次に，既に触れたように，仮定５より Äに属している維持可能資本ストックが一様に拡張可能的
である事を示す。

補題14 ある å 0が存在して x Äならば x, x åe int D となる。

証明. 仮定５によって Ä int D であるが，ここで考察しているの空間はユークリッド空間な
のでもちろん距離空間であり，故に正規空間であるが，正規空間の性質より，ある開集合 Oが存在
して，Ä O cl O int D となる。この時，補題 11 の Äのコンパクト性より Äのコンパク
ト性も成立し，ある á Äに対して ã miná Ä d a,cl O O d a,cl O O が実現する。
そこでもしも ã 0とすると，d a,cl O O の定義よりある b cl O Oに対して d a, b 0

となって a bとなり，Ä cl O O ¿となるが，これは Ä Oに矛盾するので ã 0であ
る。すると，任意の a Äに対して Bã 2 a Oとなる。実際，a Bã 2 a O ¿とすると，
a a,a cl O O ¿となるが，ã d a,a d a,a ã 2 となって矛盾が起きるか
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らである。すると， Ä a Ä Bã 2 a O int D となるので任意の a Ä に対して
Bã 2 a int D となるが，a Äは対応する x Äによって a x, x と表現されるので，あ
る å 0が存在して x, x åe Bã 2 a int D となり，x Äは拡張的になる。そしてこの
時 åは x Äの選択から独立になされているので，Äに属している維持可能資本ストックは一様に
拡張可能的である。 □
この時，Ä a Ä Bã 3 a a Ä Bã 3 a a Ä Bã 2 a O D なので，Ä のコ
ンパクト性からある有限個の ai Ä, 1 1, . . . , l が存在して Ä l

i 1 Bã 3 ai
l
i 1

Bã 3 ai a Ä Bã 3 a a Ä Bã 2 a O Dとなるが， l
i 1 Bã 3 ai はコンパク

ト集合なので，結局，その内部に Äを含んで同時に Dの内部に含まれるようなコンパクト集合 Ä

が存在する。そして，Äは Äと同じ性質を持っているので，補題 14 の証明で Äに適用した議論を

Äに適用すれば，やはりある å 0が存在して x, y Äならば x, y åe int D と出来る。
ñ の時の k0 からの最適経路 k ñ kt ñ t 0 は補題２より有界な点列である。今， t
0, 1, 2, . . . に対して k t ñ 1 2 kt ñ kñ として， t 期の効用利得（utility gain）を gt k ñ ,
kñ u k t 1 ñ , k t ñ 1 2 u kt 1 ñ , kt ñ u kñ, kñ によって定義する26）。uの凹性によっ
て gt k ñ , kñ 0 となるが， kt 1 ñ , kt ñ kñ, kñ ならば，ある å 0 に対して kt 1

ñ , kt ñ , kñ, kñ åとなるので，u の Ä上での一様強凹性によって，ある ä 0に対して gt
k ñ , kñ u k t 1 ñ , k t ñ 1 2 u kt 1 ñ , kt ñ u kñ, kñ äとなる。すると，gt k
ñ , kñ u k t 1 ñ , k t ñ 1 2 u kt 1 ñ , kt ñ u kñ, kñ 0 ならば kt 1 ñ , kt ñ

kñ, kñ である。ここで，リアプノフ関数を Gt k ñ , kñ r 1 ñ
rgt r k ñ , k

ñ によって定
義する。この時，gt k ñ , kñ 0 より Gt k ñ , kñ 0 となる。また，ñ 1Gt k ñ , k

ñ ñ 1

r 1 ñ
rgt r k ñ , k

ñ
r 1 ñ

r 1gt r k ñ , k
ñ gt 1 k ñ , k

ñ
r 2 ñ

r 1gt r k ñ , k
ñ

gt 1 k ñ , k
ñ

r 1 ñ
rgt r 1 k ñ , k

ñ gt 1 k ñ , k
ñ Gt 1 k ñ , k

ñ となり，故に，Gt 1
k ñ , kñ ñ 1Gt k ñ , k

ñ gt 1 k ñ , k
ñ となる。すると，関数 Gと gの両方の変数 k ñ ,

kñ の表示を省略すると，
Gt 1 Gt ñ 1 1 Gt gt 1 （＊）

となる。そこで，任意の ä 0に対して，ñ 1とする時に G0 k ñ , kñ 0 が上に有界であれ
ば，ñを 1に十分に近く選ぶと ñ 1 1 G0 äとできる事を証明する。

補題15 ñ 1で 1に十分に近い ñに対して G0 k ñ , kñ は一様に有界である。

証明. G0 k ñ , kñ 0 なので，ñ 1とする時に G0 k ñ , kñ が上に有界となる事を示せば
よい。 k0 ñ x なので，G0 k ñ , kñ ñ t 1 ñ

t 1gt k ñ , k
ñ ñ t 1 ñ

t 1 u k t 1 ñ , k t

ñ 1 2 u kt 1 ñ , kt ñ u kñ, kñ ñ lim
T

T
t 1 ñ

t 1 u k t 1 ñ , k t ñ 1 2 u kt 1

ñ , kt ñ u kñ, kñ ñ lim
T

T
t 1 ñ

t 1u k t 1 ñ , k t ñ ñ lim
T

T
t 1 ñ

t 1 1 2 u kt 1 ñ ,

kt ñ u kñ, kñ ñ t 1 ñ
t 1 u k t 1 ñ , k t ñ ñ 2 lim

T

T
t 1 ñ

t 1 u kt 1 ñ , kt ñ

lim
T

T
t 1 ñ

t 1u kñ, kñ ñ t 1 ñ
tu k t 1 ñ , k t ñ ñ 2 t 1 ñ

t 1 u kt 1 ñ , kt ñ
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t 1 ñ
t 1u kñ, kñ ñV ñ 1 2 x kñ ñ 2 V ñ x V ñ kñ となり，左辺 0 なので，

G0 k ñ , k
ñ V ñ 1 2 x kñ 1 2 V ñ x V ñ kñ が得られる。xが充分的なので，補題 13

によって V ñ x は ñ ñ 1 で一様に有界である。また，補題 13 の前半部分の証明においては
xの十分性を V ñ x が下に有界という部分でのみ用いているので，V ñ 1 2 x kñ は上に有界で
ある。したがって，ñ 1とする時に V ñ kñ が下に有界である事を示せばよい。 k, k Äと仮
定５より，kを含むある開球 Bが存在して， k, k B B Ä int D となるが，補題 12
によって，１に近い ñに対しても kñ Äであり，更に，ñ 1とすると kñ kとなるので，kの
（Äに相対的な）近傍 B B Ä 内で V ñ kñ が下に有界である事を示せばよい。まず，補題 14
によって，ある å 0に対して任意の kñ B に対して kñ, kñ åe int D となる。すると，
補題 13 の証明において xT, y が拡張的という所で示した議論を kñ, kñ åe に適用する事によっ
て，この åに対してある á 0, 1 が存在して V ñ kñ 1 1 á u kñ, kñ åe Lとなる。
この時， k, k åe は Dの内部にあるので u k, k åe は有限値であり，しかも， k, k åe は D
の内部にあって uは凹関数なので，uは k, k åe で連続である。すると，補題 12 より ñ 1と
すると kñ kとなるので，u kñ, kñ åe u k , k åe となり，ñ 1とする時に u kñ, kñ åe
は有界である。したがって，ñ 1とすると V ñ kñ は下に有界であり，故に，G0は上に有界で G0
は有界である。 □
この結果を利用して，最適経路が kñの任意の近傍 Uの外に無限にいる事ができず，必ずこの近
傍 Uに一度は属するという訪問補題（Visit Lemma）を示す。

補題 16（訪問補題） k ñ を ñ 0, 1 の時の k0からの最適経路とする。その時，任意の å 0

に対してある ñ± 0, 1 と T± 0が存在して，任意の ñ ñ±, 1 に対してある tñ T±が
存在して，ktñ ñ B± k

ñ となる。

証明. 補題 15 によって，あるMとある ñM 0, 1 に対して ñ ñM , 1 に対して 0 G0
M と出来るので，任意の ä 0 に対してある ñä 0, 1 を選んで， ñ ñä , 1 に対して
ñ 1 1 G0 äと出来る。もちろん，ñä ñMである。Gtをリアプノフ関数として確立したいので
あるが，その最初のステップとして，任意の å 0に対してある ä± 0と ñ± 0, 1 が存在して，
任 意 の ñ ñ± , 1 に 対 し て k0 ñ k0 kñ å な ら ば t 0 の 時 の（＊）で あ る
G1 G0 ñ 1 1 G0 g1が ä±より小さくなる事を示す。まず，仮定 1 より kñ, kñ における
uの強凹性が任意の ñ ñ, 1 に対応する kñ Äに対して一様的なので，この å 0に対してあ
る ä± 0が存在して k0 ñ , k1 ñ kñ, kñ åならば g1 k ñ , kñ 2ä±となる。そこで既
に示したように，この ä± に対して ñ± ñä± 0, 1 を選んで任意の ñ ñ± , 1 に対して
ñ 1 1 G0 ä±となるようすれば， ñ ñ± , 1 に対して G1 G0 ñ 1 1 G0 g1 ä± 2ä±
ä±となる。故に，求めていたように，任意の å 0に対してある ä± 0と ñ± 0, 1 が存在

して，任意の ñ± 0, 1 に対して k0が kñから少なくとも åだけ離れていれば，G1 G0 ä±と
出来る。
そこでこの議論を帰納法に続ける事を考える。t 0に対して確立した関係が成立するとすると，
任意の ñ ñ± , 1 に対して k0 ñ , k1 ñ kñ, kñ å ならば G1 G0 ä± 0 と
ñ 1 1 G0 ä±となるので， ñ 1 1 G1 ñ 1 1 G0 ä±となる。そこで，もしも k1 ñ , k2
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ñ kñ, kñ åとなっているとすると，上の議論と同様にして，uの Ä上での一様強凹性から
やはり g2 2ä± が成立して，G2 G1 ñ 1 1 G1 g2 ä±となる。そこで，t 0,1に対して
確 立 し た 関 係 が t 0 で 成 立 し て い る と す る と ， 任 意 の ñ ñ± , 1 に 対 し て
kt ñ , kt 1 ñ kñ, kñ åならば Gt 1 Gt ä± 0 となるので，これらの関係より，
ñ 1 1 Gt 1 ñ 1 1 Gt ä±となる。そして，もしも kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ åが成
立すると，上の議論と同様にして，uの Ä上での一様強凹性からやはり gt 2 2ä±が成立して，故
に， Gt 2 Gt 1 ñ 1 1 Gt 1 gt 2 ä± となる。したがって，各 å 0 に対して任意の
ñ ñ± , 1 を選んだ時に， t 0 に対して kt ñ が kñ の å 近傍の外に位置する限り，
Gt 1 Gt ä±が成立する事になる。そこで，もしも kt ñ が t 0から t Tまでずっと kñの
ある å 近傍の外にあれば，これらの不等式を総和すると，GT k ñ , kñ G0 Tä±となるが，定
義によって左辺の GTは非負で ä±は正なので，十分に大きい Tに対しては右辺が負になって矛盾が
起こる。故に，矛盾が起こらないためには，kt ñ はいずれは kñの å 近傍に入らはくてはならな
い。この時， ñ± ñM としていたので ñ ñ± , 1 に対して 0 G0 M であり，故に，
GT k ñ , k

ñ G0 Tä± M Tä±となっているので，T± M ä±となる自然数 T±を考えれば，
kt ñ がいつかは kñの å 近傍に入るという議論は任意の ñ ñ± , 1 に対して一様に成立する。ど
のような å 0に対しても，ñ ñ± , 1 の時の k0からの最適経路 kt ñ は必ず有限のある期間 T±
までに一度は kñの å 近傍に入るのである。ñ 1のケースでは，最適経路は良好な経路で，良好
な経路は定常最適経路 k1に収束していくので，この結果は自動的に成立する。 □
ところで，この段階ではまだ kt ñ が kñの å 近傍に属さない期間は有限であるという事しか示
していないが，それでも ñ ñ±, 1 を固定した時の最適経路 k ñ kt ñ t 0に対しては，あ
る十分に大きい T ±, ñ を考えると任意の t T ±, ñ に対して kt ñ B± k

ñ となる。これは
T ±, ñ が ±と ñの両者に依存しているという意味で，一番弱い形のターンパイク定理と考えられる。
もちろん，この T ±, q は ñ ñ±, 1 に依存しているので，t 0からは kt ñ B± k

ñ になっ
ていて kt ñ B± k

ñ となる最初の tを tñ T ±, q とすると，ñ 1とした時に tñ となっ
て T ±, q となる可能性は残されている。そのために，この段階では ñ ñ±, 1 から独立し
たある T±が存在して，任意の ñ ñ±, 1 に対して kt ñ B± k

ñ が任意の t T±に対して成立
するとは言えないが，T ±, q が実は ñ ñ±, 1 から独立した T±として選ぶ事が出来るというのが
近傍ターンパイク定理である。この近傍ターンパイク定理を確立するためには，最適経路が一度近
傍 Uに入るとある近傍Wが存在し，この経路がWから離れない事を示す必要がある。そこでその
目的のために次の補題を示す。

補題17 もしも k ñ が k0からの最適経路であれば，任意の ä 0に対してある å 0が存在して，
k0, k1 ñ kñ, kñ åならば，ñ ñ 1となる ñに対する定常経路 kñに対して，一

様に G0 k ñ , kñ äとなる。

証明. G0 の定義より，G0 k ñ , k
ñ ñ

t 1

ñt 1gt k ñ , k
ñ ñ

t 1

ñt 1u k t 1 ñ , k t ñ

ñ 2
t 1

ñt 1 u kt 1 ñ , kt ñ u kñ, kñ ñ
t 1

ñt 1u k t 1 ñ , k t ñ ñ 2
t 1

ñt 1u kt 1 ñ ,

kt ñ
t 1

ñt 1u kñ, kñ となるが，最適経路と価値関数 V ñ の関係から，
t 1

ñt 1u kt 1 ñ , kt
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ñ V ñ k0 u k0, k1 ñ ñV ñ k1 ñ で
t 1

ñt 1u kñ, kñ V ñ kñ u kñ, kñ ñV ñ

kñ となる。更に，中間的な経路の実行可能性により，
t 1

ñt 1u k t 1 ñ , k t ñ u 1 2 k0

kñ , 1 2 k1 ñ kñ ñ
t 1

ñt 1u 1 2 kt ñ kñ , 1 2 kt 1 ñ kñ u 1 2 k0 kñ ,

1 2 k1 ñ kñ ñV ñ 1 2 k1 ñ kñ となるので，これらを最初の式の右辺に代入すれば，

G0 k ñ , k
ñ ñ u 1 2 k0 kñ , 1 2 k1 ñ kñ ñV ñ 1 2 k1 ñ kñ 1 2 u k0, k1 ñ

ñV ñ k1 ñ u kñ, kñ ñV kñ ñ u 1 2 k0 kñ , 1 2 k1 ñ kñ ñV ñ 1 2 k1 ñ

kñ 1 2 u k0, k1 ñ u kñ, kñ 1 2 ñV ñ k1 ñ ñV ñ kñ ñ u k 0 ñ ,k 1 ñ u

k0, k1 ñ u kñ, kñ 2 ñV ñ k 1 ñ ñV ñ k1 ñ 2 ñV kñ 2 となり，左辺 0なので，
0 G0 k ñ , k

ñ u k 0 ñ , k 1 ñ u k0, k1 ñ u kñ, kñ 2 ñV ñ k 1 ñ ñ V ñ

k1 ñ ñV ñ kñ 2となる。kñ Äで，補題 14 によって kñ, kñ Äはコンパクトである
が，その証明の直ぐ後で示したように，Äにはそれをその内部に含んでしかも Dの内部に属してい

るようなコンパクト集合 Äが存在しているので，uの凹性によって Dの内部で uの連続性が成立す

る事より，u は Ä上で一様連続になる。すると， k0,k1 ñ が kñ, kñ に十分に近ければ， k0

kñ 2, k1 ñ kñ 2 も kñ に十分に近くなって k0,k1 ñ も k0 kñ 2, k1 ñ kñ 2 も

Äに属し，上記の式の右辺の u k0 kñ 2, k1 ñ kñ 2 u k0, k1 ñ u kñ, kñ 2は十
分に小さくなる。また， k0 を初期資本ストックとした時の ñ の下での最適経路を k ñ
kt ñ t 0 として， k0 , k1 ñ kñ, kñ となる時に V ñ k1 ñ V ñ kñ となれば，k0

k0とすると k0, k1 ñ が kñ, kñ に十分に近ければ，V ñ k1 ñ も V ñ kñ に十分に近くなり，
ñV ñ k1 ñ kñ 2 ñ V ñ k1 ñ V ñ kñ 2 も十分に ñV ñ k1 ñ kñ 2 ñ V ñ kñ

V ñ kñ 2 ñV ñ k1 ñ kñ 2 ñV ñ kñ に近くなる。そして，k 1 ñ が kñに到達可能な事
と V ñ（・）の凹性より，V ñ k1 ñ kñ 2 も V ñ kñ に十分に近くなり，結局，上の式の右辺の
ñV ñ k1 ñ kñ 2 ñ V ñ k1 ñ V ñ kñ 2も 0に近くなる。したがって， kñ, kñ に近い
k0 k0 , k1 ñ に対して G0 0 も十分に小さくなる。
そこで k0 を初期資本ストックとした時の ñの下での最適経路を k ñ kt ñ t 0として，
k0 , k1 ñ が kñ, kñ に十分に近い時に V ñ k1 ñ も V ñ kñ に十分に近い事を示す。補題 12
と 14 から kñは ñ ñ 1に対して一様に拡張的なので，ñ ñ 1となる ñに対して，kñの拡張
可能性と自由処分より kñ に近い k1 ñ に対して kñ, k1 ñ D が一様に成立する。すると，
kñ, k1 ñ Dより k1 ñ は kñからの一つの実現可能経路の t 1の値であり，kñは ñ 割引
最適定常経路なので，u kñ, kñ ñV ñ kñ u kñ, k1 ñ ñV ñ k1 ñ となって，V ñ k1 ñ
V ñ kñ u kñ, kñ u kñ, k1 ñ ñとなる。したがって，任意の ä 0に対して，ñ ñ

1となる任意の ñと k0 , k1 ñ が kñ, kñ に近くなるような任意の kñに対して， k0 , k1 ñ

Ä, kñ, kñ Äとなるので，uの Ä 上での一様連続性から V ñ k1 ñ V ñ kñ äとなる。とこ

ろで， k0 , k1 ñ が kñ, kñ Ä に十分に近いので k0 , k1 ñ は Ä に属しているが，補題 14

の証明の後で述べたように，Ä 上では一様に拡張可能で k0 , k1 ñ çe D であり， kñ が
k1 ñ に十分に近いので，場合によっては自由処分を使用する事によって，kñは k0 から到達可能
となって k0 , kñ Dとなる。すると， k0 , kñ Dより kñは k0 からの一つの実現可能経路の
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t 1 の値であり，一方 k1 ñ は k0 からの最適定常経路 t 1 の値なので， u k0 , k1 ñ
ñV ñ k1 ñ u k0 , kñ ñV ñ kñ となって，ñV ñ kñ ñV ñ k1 ñ u k0 , k1 ñ u kñ,

kñ となる。故に任意の ä 0に対して，ñ ñ 1となる任意の ñと k0 , k1 ñ が kñ, kñ に

近くなるような任意の kñに対して，uの Ä上での一様連続性から V ñ kñ V ñ k1 ñ u k0 ,

k1 ñ u kñ, kñ ñ äとなって V ñ kñ V ñ k1 ñ äが成立する。したがって， k0 , k1

ñ が kñ, kñ に十分に近いと，任意に指定された ä 0に対して， V ñ kñ V ñ k1 ñ ä

であり，故に，必要であった k0 , k1 ñ kñ, kñ V ñ k1 ñ V ñ kñ が ñ ñ 1とな
る任意の ñで一様に成立する。したがって，任意の ä 0に対してある ± 0が存在して ñ ñ

1となる ñに対して一様に k0, k1 ñ kñ, kñ ± G0 k ñ , k
ñ äとなる。 □

ここでは G0 k ñ , kñ に対して k0, k1 ñ kñ, kñ åとしていたが，uの Ä上での一様連

続性と Ä 上での一様拡張可能性より Gt 1 k ñ , kñ に対しても k0, k1 ñ の代わりに kt ñ ,

kt 1 ñ を使っても kt ñ , kt 1 ñ kñ, kñ åとすれば議論をそのまま進める事が出来て，
k ñ が k0 からの最適経路であれば，任意の ä 0 に対してある å 0 が存在して kt ñ , kt 1

ñ kñ, kñ åならば，任意の ñ ñ, 1 に対する全ての定常経路 kñに対して，一様に Gt 1
k ñ , kñ äとなる。
以上の準備の下で，一般既約型準定常的ラムゼーモデルにおける近傍ターンパイク定理を証明す
る。

定理４（近傍ターンパイク定理） 仮定 1 ,2,3,4 ,5 をおく。 kt kñ, t 0, 1, . . . , となる kñ

kt t 0を ñ ñ 1に対する ñ 割引最適定常経路とする。xを充分的と仮定する。その時，k
ñ kt ñ t 0が k0 xからの最適経路であれば，任意の å 0に対してある ñ± 0と T±が
存在して，任意の t T±と任意の ñ ñ±, 1 に対して kt ñ kñ åとなる。

証明. まず，gt k ñ , kñ 0であるが，gt k ñ , kñ u k t 1 ñ , k t ñ 1 2 u kt 1 ñ , kt ñ

u kñ, kñ 0 な ら ば kt 1 ñ , kt ñ kñ, kñ と な る の で ，G0 k ñ , kñ t 1 ñ
tgt

k ñ , kñ 0 であれば， gt k ñ , kñ 0, t 0, 1, . . . となって， kt 1 ñ , kt ñ kñ, kñ ,

t 1, 2, . . . となり，kt ñ kñ, t 1, 2, . . . となる。したがって，この場合は k0 からの最適経路
k ñ kt ñ t 0 が kt ñ kñ, t 1, 2, . . . となっていて kt ñ kñ は自明であり，この時は
T ±, ñ 1とすればよいので，最初から G0 k ñ , kñ 0 ñ ñ, 1 としておく。
仮定１ の Ä上での uの一様強凹性から，所与の å に対してある小さい ç が存在して，全ての
ñ ñ, 1 の時の kñ に対して， kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å ならば一様に gt 2 u k t 1

ñ , k t 2 ñ 1 2 u kt 1 ñ , kt 2 ñ u kñ, kñ ñ 2ç ñ 2ç と出来る。そして，定義
より gt 1 r k ñ , k

ñ 0なので，Gt 1 r 1 ñ
rgt 1 r k ñ , k

ñ ñgt 2であり，結局，所与の
å に対してある小さい ç が存在して， kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å ならば，全ての ñ
ñ, 1 の時の kñに対して一様に Gt 1 ñgt 2 ñ 1ç となる。ところで，任意 ñ ñ, 1 に対して

（＊）から Gt 1 Gt ñ 1 1 Gt gt 1となるが，uの凹性から gt 1 0 なので，Gt 1 ñ 1Gt

gt 1 ñ 1Gtとなり，故に，任意 ñ ñ, 1 に対して Gt 1 ñ 1Gtとなる。補題 17 の証明の直ぐ
後で述べたように，ñ ñ, 1 を任意として，ç 0に対してある å 0が存在して kt ñ , kt 1
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ñ kñ, kñ å ならば Gt ç と出来るので，Gt 1 k ñ , kñ ñ 1Gt k ñ , k
ñ ñ 1ç と

なるが，ここでもしも kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å ならば Gt 1 k ñ , kñ ñqt 2 k ñ ,

ñ ñ 1ç となるので矛盾が起こる。したがって，もしも kt ñ , kt 1 ñ が kñ, kñ の å 近傍
にあれば， kt 1 ñ , kt 2 ñ は kñ, kñ の å の範囲内になくてはならない。そして，この，“もし
も kt ñ , kt 1 ñ kñ, kñ å であれば kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å となる”という
議論は，任意の tについて kt ñ , kt 1 ñ kñ, kñ å であれば成り立つので，ここで補題
16 の訪問補題をこの å に対して適用すれば，ある t とある ñ ñ が存在して任意の ñ ñ , 1

に対して kt ñ , kt 1 ñ kñ, kñ å となり，故に， kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å

となる。
そして， ñ ñ , 1 に対して kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å となれば kt 2 ñ , kt 3

ñ kñ, kñ ± となる。また，もしも kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å であれば，任意の
ñ ñ, 1 に対応する kñ Ä に対して，Ä上での u の一様強凹性からこの å 0 に対してある
ä± 0が存在して， kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å ならば gt 2 k ñ , k

ñ 2ä± となる。
そして， kt ñ , kt

1

ñ kñ, kñ å となっているので， ñ ñ , 1 に対しても Gt 1

k ñ , kñ ñ 1ç ñ ç1 であり，この ä± に対して ñ ñ ,1 を選んで ñ 1 1 ñ ç1

ä± となるようすると， kt 1 ñ , kt 2 ñ が kñ, kñ から å の範囲内にない ñの範囲を ñ , 1

から ñ , 1 に制限する事より， kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å となる ñ ñ , 1 に対して
ñ 1 1 Gt 1 k ñ , k

ñ ñ 1 1 ñ ç1 ä± となる。故に，このような ñ ñ , 1 に対して
Gt 2 Gt 1 ñ 1 1 Gt 1 gt 2 ä± 2ä± ä± となって Gt 2 Gt 1 である。そして，ñ
ñ , 1 に対して kt ñ , kt 1 ñ kñ, kñ å となっているので，Gt 1 k ñ , k

ñ ñ 1ç

であるが， kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å であれば Gt 2 Gt 1 ä± 0となっているの
で，このような ñ ñ , 1 に対しても Gt 2 k ñ , k

ñ Gt 1 k ñ , k
ñ ñ 1çとなる。すると，

ñ ñ, 1 となる kñ Ä に対して，Ä 上での u の一様強凹性から， kt 2 ñ , kt 3 ñ kñ,

kñ å ならば Gt 2 k ñ , k
ñ ñgt 3 k ñ , k

ñ ñ 1ç となるので， kt 2 ñ , kt 3 ñ

kñ, kñ å となる事は出来ず， kt 2 ñ , kt 3 ñ kñ, kñ å となる。したがって， kt 1

ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å であっても kt 2 ñ , kt 3 ñ kñ, kñ å となる。
そして， kt 2 ñ , kt 3 ñ kñ, kñ å となれば kt 3 ñ , kt 4 ñ kñ, kñ å と
なる。もしも kt 2 ñ , kt 3 ñ kñ, kñ å であれば，ñ ñ, 1 となる kñ Ä に対し
て，Ä上での uの一様強凹性から gt 3 k ñ , k

ñ 2ä± となる。そして，このような ñ ñ , 1

に対して kt 1 ñ , kt 2 ñ kñ, kñ å でも å でも，既に上で示した事から Gt 2 k

ñ , kñ ñ 1ç ñ ç1 であり， t 1, t 2 の時と同様に，このような ñ ñ , 1 に対して
ñ 1 1 Gt 2 k ñ , k

ñ ñ 1 1 ñ 1ç ä± となる。 故に， Gt 3 Gt 2 ñ 1 1 Gt 2

gt 3 ä± 2ä± ä± となって Gt 3 Gt 2 ñ 1ç である。つまり， kt 2 ñ , kt 3 ñ

kñ, kñ å であればこのような ñ ñ , 1 に対しても Gt 3 k ñ , k
ñ Gt 2 k ñ , k

ñ

ñ 1ç となる。そして，ñ ñ, 1 に対応する kñ Äに対して，Ä上での uの一様強凹性から，
kt 3 ñ , kt 4 ñ kñ, kñ å ならば Gt 3 k ñ , k

ñ ñgt 4 k ñ , k
ñ ñ 1ç となるの

で， kt 3 ñ , kt 4 ñ kñ, kñ å となる事は出来ず， kt 3 ñ , kt 4 ñ kñ, kñ å

となる。したがって， kt 2 ñ , kt 3 ñ kñ, kñ å であっても kt 3 ñ , kt 4 ñ

kñ, kñ å となる。この議論では，ñ の範囲を ñ , 1 に制限してからは更に変更する必要はな
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いので，これ以降もこの議論をそのまま帰納的に適用する事ができる。すると，訪問補題によって，
t t において kt ñ , kt 1 ñ kñ, kñ å , ñ ñ , 1 となれば，r 1, 2, . . . にたいし
て kt r ñ , kt r 1 ñ kñ, kñ å, ñ ñ , 1 ,となり，故に，任意の ñ ñ , 1 におい
て，k ñ は t t 1以降全ての期間において kñ, kñ の å 近傍に属する事になって，近傍ター
ンパイク定理が成立する。もちろん ñ 1のケースでは，最適経路は良好な経路で良好な経路は定
常最適経路 k1に収束していくので，ñ 1を ñ ñ , 1 に加えて ñ ñ , 1 とできる。 □
上記の証明における定数の選択は，最初が å，次が ç，そして最後が å であり，この å に訪問補
題を適用して kt ñ , kt 1 ñ が kñ, kñ の å 近傍に最初に入ってからは，それ以降の全ての
kt ñ , kt 1 ñ が任意の ñ ñ , 1 に対応する kñ, kñ の å 近傍に属する事になって，これら
の選択は整合的になされている。ポイントは訪問補題を適用するのが最初の å ではなくて，２番目
の å であるという事である。
なお，補題 11 と仮定５に関連して述べたように，uを D上で閉かつ強凹と仮定しても，十分に大
きな範囲に Dを制限すればそこで uの一様強凹性が成立する。ここでその事を示しておく。

補題18 仮定５の下では，uが強凹かつ閉であれば，Äを含む十分に大きい範囲において uは一様
強凹である。

証明. Äをその内部に含む十分い大きい有界閉凸集合 Bに対して B B Dとして，B 上で u
が一様強凹でないとすると，ある ± 0 が存在して zm,wm km, km ± となる zm,wm

B と km Ä に対して， u zm,wm km, km 2 u zm,wm u km, km 2 0 0

m となる。Ä がコンパクトである事と B が有界閉である事から zm,wm z,w

B, km k, k Äとしてよく， z,w k , k ±となって z,w k , k である。また，仮
定５と凸集合の性質より zm,wm km, km 2 int D B D B であり，補題２の
後に述べた事より u zm,wm km, km 2 は上に有界である。また，仮定５より km, km

Ä int D B D B なので同様に補題２より u km, km も上に有界である。今，
z,w bd D Dとすると，uの閉性から u zm,wm となって u km, km の上方有界性
より u zm,wm u km, km 2 となるが，u zm,wm km, km 2 は上に有界な
ので，m とすると u zm,wm km, km 2 u zm,wm u km, km 2 となって
前提の 0に矛盾し， z,w bd D Dとなる事はなく， z,w bd D D か z,w

int D となって， z,w D となる。すると， zm,wm km, km 2 z,w k , k 2

int D B D B となるので， u の凹性による u の int D 上での連続性より u
zm,wm km, km 2 u z,w k , k 2 となる。また，仮定５より km, km Ä

int D なので同様に uの int D 上での連続性より u km, km u k , k となる。更に，uの閉凹
性による D 上での u の上半連続性より lim supm u zm,wm u z,w となる。すると，u
zm,wm km, km 2 u zm,wm u km, km 2 0 0 より，0 u z ,w k , k

2 lim supm u zm,wm u k, k 2 u z,w k , k 2 u z,w u k , k 2 と
なるが，uの強凹性と z,w k , k より u z,w k , k 2 u z,w u k , k 2 0

となるので矛盾が起こる。故に，uが閉で強凹であれば，Dを Äを含む任意の十分に大きい（凸な）
範囲で uは一様強凹となる。 □
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これより，uを D上で閉かつ強凹と仮定しても，k0が所与であれば補題２より実現可能な経路は
十分に大きい範囲（原点からのノルムがmax æ, k0 より大きくする）に収まるので，補題 11 を
考慮してその範囲の内部に Äを含むようにしておけば，その範囲での uの一様強凹性が成立する事
になる。すると，k0は所与なので仮定１ の uの一様強凹性を仮定１ の uの閉強凹性へ変更でき，
uを D上で閉かつ強凹と変更しても定理３の近傍ターンパイク定理は成立して，次の結果が得られ
る。

系３ 仮定 1 , 2, 3, 4 , 5 をおく。kñ kt t 0 ,k
t kñ, t 0, 1, . . .を ñ ñ 1に対する ñ 割引

最適定常経路とする。xを充分的と仮定する。その時，k ñ kt ñ t 0が k0 xからの
最適経路であれば，任意の å 0に対してある ñ± 0と T±が存在して任意の t T±と任意
の ñ ñ± , 1 に対して kt ñ kñ åとなる。

uのヘッセ行列に対する負値定符号に関する条件を加えれば，マッケンジー（1982, 86）で示され
たように，最適経路 k ñ の定常資本ストック kñへの漸近的な収束という漸近ターンパイク定理も
示すこともできる27）。

６ 終わりに

将来効用の割引のない定常的なケースでは，効用関数の強凹性を利用する事で良好な経路が，故
に最適経路が，最大効用維持可能資本ストック kに収束しに行くという漸近ターンパイク定理の成
立を示してから，最適経路の存在を示したのであるが，将来効用の割引のある準定常的なケースで
は， t 1 ñ

t 1u kt 1, kt が収束級数であるという事によって，直接的にその（座標別収束位相に関
する）上半連続性が確立できるので，最適経路が ñ 割引最適定常資本ストックに収束しに行くと
いうターンパイク定理を利用する事なく，最適経路の成立を示す事が出来る。将来効用を割引くか
割引かないかという事によって，証明にこのような差異が発生するというのは誠に興味深い。
将来効用の割引のある準定常的なケースでは，ここでは t 1 ñ

tu kt 1, kt という時間分離加法
的な効用関数を利用したが，これを一般化した再帰的選好（Recursive Preference）を用いても，ボ
イド（1990，1996）やベッカー/ボイド（1997）で定常的最適経路を含めた最適経路の存在やターン
パイク定理が示されているので，その議論も別の機会に行いたいと考えている。また，マッケンジー
（2002，第７章）の最終節は，ビューレー（1982）によって始められた競争均衡とターンパイク定理
の結合という大変に興味深い問題を扱っているので，マッケンジー（2002，第７章）のこの部分の
検討についても別の機会に行いたいと考えている。
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27）ダナ/ル・ヴァン（2003，第８章）での，効用関数のヘッセ行列の負値定符号性の下で示された１財モデルに
おける準定常型ラムゼーモデルにおける漸近ターンパイク定理は，大変に分かり易い記述でなされているの
で，それをマッケンジー（2002，第７章）や本稿のような多部門モデルで考察する事については，別の機会
に行う事にする。
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