
Title X線フィルム濃度分布の低濃度領域における統計的モデル

Author(s) 花田, 博之; 加藤, 浩; 関之山, 勝博 他

Citation 北海道大学医療技術短期大学部紀要, 3, 71-76

Issue Date 1990-10

Doc URL https://hdl.handle.net/2115/37513

Type departmental bulletin paper

File Information 3_71-76.pdf

Hokkaido University Collection of Scholarly and Academic Papers : HUSCAP



X線フィルム濃度分布の低濃度領域に

おける統計的モデル

花田　博之・加藤　　浩・関之山勝博

　　　下妻　光夫・山口　成獣

Statistical　Model　of　X－ray　Film　Density　Distribution　after

　　　　　　　　　　Irradiation　of　Weak　X－rays

Hiroyuki　Hanada，　Hiroshi　Kato，　Katsuhiro　Sekinoyama，

　　　Mitsuo　Shimozuma　and　Shigeatsu　Yamaguchi

　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
　　Astatistical　model　of　the　x－ray　film　density　distribution　of　a　screen－film　system　is

described　for　the　purpose　of　obtaining　the　information　on　the　film　density　after　the　irradiation

of　weak　x－rays．　To　determine　the　optimum　statistical　model，　Akaike　information　criterion

（AIC）is　used．

　　In　this　study，　the　gamma　distribution　model　was　assumed　as　a　result　of　the　observation

about　the　experimental　data，　and　then　the　parameter　of　this　model　was　determined　by　means

of　AIC．　This　optimum　statistical　model　fitted　exactly　the　density　distribution．

要 旨

　弱いX線によるフィルム濃度分布の統計学

的性質を調べた。低濃度領域のフィルム濃度分

布は正規分布からのずれが大きいことが知られ

ているが，適正な統計学的モデルを決定できれ

ば，X線センシトメトリにたいして有用な情報

を与える。本研究ではこれらモデルの決定に数

理統計学における情報量基準のAICを用いた。

　実験で得られたデータを解析した結果，統計

学的モデルとしてガンマ分布を仮定し，AICに

よりそのパラメータを決定した。得られた最適

モデルは実験データによく適合し，一般的なモ

デルの正規分布と比較しても適切なモデルであ

ることがわかった。

1．はじめに

　X線撮影系において増感紙フィルムシステ

ムのフィルム濃度分布の統計学的性質を知るこ

とは，X線センシトメトリに対して有用な情報

を与える。特に低濃度領域におけるX線フィル

ム濃度分布の統計学的性質が明らかになれば，

スリット撮影による線像強度分布からレスポン

ス関数をもとめる方法に対して重要な役割をは

たすことになる。統計学的性質の具体化は統計

的モデルを数学的にうちたてることである。本
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図1　濃度の波形　縦軸の目盛りは濃度値

研究では弱いX線を照射したときフィルム上に

現れる低濃度領域の濃度分布に，正規分布とガ

ンマ分布をあてはめ，数理統計学における情報

量基準のAICを用いて最：適モデルを決定した。

2．濃度データの収集

　濃度分布のフィルム試験片は以下の装置，材

料，条件で作成した。X線装置，増感紙，　X線

フィルムには，それぞれ島津ED　150L，

KYOKKO　BM－III，サクラAを使用した。照射

条件は日本放射線技術学会総合委譲会報告Dの

内容におおむね準拠させ，管電圧，管電流。照

射時間をそれぞれ80kV，30　mA，0．04　sとし

た。付加ブイルタは3．OmmAI＋0．5mmCu，　X

線管焦点・フィルム間距離は320clnである。

　濃度測定にはユニオン光学製ミクロフォトメ

ータMPM－2型を用いた。測定範囲はフィルム

中央部20×20mmの正方形部分で，測定ス

リットの大きさは試料面で50x10μmである。

　濃度データの収集は，濃度に対応したミクロ

フォトメータの出力電圧を，ADCを経てパソコ

ンへ入力し，以後の計算処理に使用した。デー

タ数は12300個，平均濃度は0．225，分散は

0．0023である。濃度が変動する様子を図1に示

す。また濃度分布の様子をヒストグラムにした

ものを図2に示す。縦軸は確率密度，横軸は濃

度，0．225は濃度の平均値，各区分県は0．117で

ある。図2を観察すれば，一見して低濃度側（左

側）に偏った左右非対称な分布になっているこ

とがわかる。
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図2　濃度分布のヒストグラム
　　　縦軸は確率密度，横軸は濃度
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3．統計的モデルとAIC

　一般に実験で得られる統計的なデータ群を支

配する真の分布則は未知である。通常それら

データ群に2つの統計的モデルをあてはめ，一

つを手無仮説，もう一つを対立仮説として有意

水準5％の棄却域でモデルの適不適を判定する

ことがひろく行なわれている。しかし仮説その

ものに主観が入ることと，有意水準の設定値に

あいまいさがつきまとうことが難点である。こ

れに対して近年赤池2）3）により提唱された情報

量基準は統計的モデルを評価する方法としてす

ぐれ，種々の分野で広く利用され成功をおさめ

ている4）5）。この情報量基準はAkaike　informa－

tion　criterionと呼ばれ，通常AICと記される。

　AICは以下のようにして定義される5）6）。

　観測データ群をκ、，……，勘，その統計的モデ

ルの密度関数を！（κ1θ）とする。θ＝θ、，θ2，……

は密度関数を規定するパラメータである。例え

ば統計的モデルを正規分布と仮定すれば，平均

値と分散がθ1とθ2に相当する。

　確率変数κが独立な場合
　　1’（θ）＝ノ（κ1「θ）∫（κ21θ）…………ノ（κη1θ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

を尤度と呼び，その自然対数をとった

　　　　　れ　　／（θ）＝Σlo9！（κゴ［θ）　　　　　　（2）

　　　　　ピ＝1

を対数尤度と呼ぶ。ここでηは観測データ数で

ある。1（θ）は一連の観測値κ、，……，κηで定ま

るθの関数である。θに適当な値を与えれば

1（θ）を最大にすることができ，そのときのθ＝

θを最：類推定量，1（θ）を最大対数尤度という。

AICは

　　AIC＝一2×（モデルの最大対数尤度）

　　　　十2×（モデルのパラメータ数）（3）

で定義される鋤8）。

　いくつかのモデルがあるとき，それぞれにつ

いてAICを計算して最：小のAICをもつモデル

が最適なモデルと考える2）3）6＞7）8）。

　本研究では濃度データに適用する統計的モデ

ルとして，最も一般的なモデルである正規分布

と，図2のように左に偏った分布を表わすガン

マ分布とを仮定して，それぞれについてAIC最

小のモデルを決定し，最後に両者を比較して最

適モデルを決定した。

4．最適モデルの計算方法

4．1正規分布モデルのAIC

　正規分布の密度関数は

　　∫（κ1μ，σ2）一斎ビ　・σ2（・）

のように表わされる。ここでんは濃度，μは濃

度の平均値，σ2は分散である。

　データκ1，……，κ。に関する対数尤度は

鋼一角1・9｛壽誕囲（・）

である。」（μ，σ2）をμとσ2で微分して0とお

き，得られた連立方程式を解けば，μとσ2の最

尤推定量が得られる。それらはそれぞれ

　　β一謡紛　　　　　　（6）

　　3一糟、濫訴の2　（・）

である。これらを（5）式に代入すると最大対

数尤度

　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
　　／＠σ2）一一号1・92・一号1・9σ2一号

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

が得られる。このモデルのパラメータ数がμと

σ2の2つであることを考慮して（8）式を（3）

式に代入すると，AICは

　　　　　　　　　ムAIC＝％（log2π十iogσ2十1）十4　　（9）

となる。

4，2ガンマ分布モデルのAIC

　ガンマ分布の密度関数は
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・（κ1α，β）川砂・践。＋、）ガ紹（1・）

のように表わされる。ここでんは濃度，α＞0，

β＞0はパラメータ，八α十1）はガンマ関数で

r（・＋・）一∬・・幽 （11）

で定義される。正規分布の場合と同じように対
　　　れ数尤度Σlogg（κ、1α，β）をαとβで微分し
　　　ト　
て0とおくと連立方程式が得られるが，ガンマ

関数の存在のため連立方程式の一方にαに関

する積分方程式が現れ，最尤推定量をもとめる

のが困難になる。

　そこでαを正の整数値をとる定数とみなす

ことにすれば，ガンマ関数は

　　1「（α十1）＝α！　　　　　　　　　　　　　（12）

となり，（10）式の密度関数は

　　・（・1β）一皮。，ガ・・　（・3）

となる。この場合，密度関数を規定するパラメー

タはβのみである。これより対数尤度は
・（β）一斗｛・1・9・・一書一（・＋・）1・9β一1・9・・｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

となり，♂（β）をβで微分して0とおいてβの

最尤推定量を求めると

　　ら（1α十1）鷺貌　　　（・5）

が得られる。（15）式を（14）式に代入して最大

対数尤度を計算すると

　　　　　　ガ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　／（β）＝αΣIo9κ一π（α＋1）一％（α＋1）lo9β

　　　　　ゴロ　
　　　　　一％io9α！　　　　　　　　　　　　　（16）

が得られる。

　本研究ではα＝1，2，……，1000について

それぞれAICを求め，それらの中の最：小の

AICをもつモデルをガンマ分布の最適モデル

とした。

5．結 果

となり，パラメータ数が1であることを考慮し

て（16）式を（3）式に代入してAICを求める

と

　　　　　　　れ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　AIC一一2αΣlo9κ汁2π（α＋1）（1÷lo9β）
　　　　　　　ガコ　
　　　　　十27¢10gα！十2　　　　　　　　　　（17）

　正規分布モデルに関する（6），（7），（8），

（9）式において％にデータ数12300を与え

て，平均値と分散の最尤推定量ならびにAICを

計算すると以下のようになる。

　β　　＝　0225
　2　　　　＝　　0．0023

　AIC　＝一39889．0　　　　　　　　　　（18）

　ガンマ分布モデルのAICは，α＝1からα＝

1000まで1ずつ増加させて計算した。AICはマ

イナスの値からプラスの値まで大きく変化する

ので，全体の増減の様子をわかりやすくするた

め，各AICに42000を加えてその常用対数を

とったものを図3に示す。これよりα＝10から

6

4

2

1　　　　　　10　　　　　100　　　　　1000
　　　　　　　　α

　図3　αの変化に対するAICの増減

α＝100までの区間内に最小のAICが存在する

ことがわかる。表1はα＝11からα＝40まで

の桂馬のAICである。図3と表1よりα＝24

のときのAICが最小である。この場合のβの

最：尤推定量とAICを以下に示す。
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表1　ガンマ分布のαとAICの値

α AIC α AIC
11 一39043，3 26 一41639．4

12 一39542．7 27 一41591．0

13 一39967．3 28 一41526．9

14 一40327．4 29 一41447，8

15 一40631，6 30 一41355．5

16 一40886．6 31 一41249．9

17 一41098．0 32 一41131，7

18 一41271．0 33 一41002．7

19 一41409．1 34 一40862．7

20 一41515．7 35 一40712．5

21 一41594．0 36 一40552．9

22 一41646，6 37 一40384．4

23 一41675．6 38 一40206，7

24 一41683．1 39 一40021．5

25 一41670．2 40 一39828．5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

　以上により　　　　　（13）式に（18）式と

（19）式でもとめた最尤推定量を代入すると，

正規分布モデルとガンマ分布モデルの密度関数

が決定される。それらを∫（κ），8（κ）とすれば

　　〆（・）一。。146。♂・一2・卿…46（・・）

　　・（・）一、。。89125．24〆4・一・・898（21）

である。

　（20）式と（21）式の分布を図2のヒストグ

ラムに重ねてかいたのが図4と図5である。

β

AIC
＝　　0．00898

＝一 S1683．1

　　（4）式と

　　　　　　6．考　　　察

　本研究の対象とした濃度は，フィルム特性曲

線上の足部に相当する領域にあり，フィルム

ベースとカプリによるベース濃度にきわめて近

い値を持つ。これはま．た線像強度分布のすそに

相当する領域の濃度でもある。これら領域の濃

度分布は横田らの報告9）10）1’）で正規分布からず

れてくることが知られている。図2によれば本

実験の場合も分布の重みが低濃度側で大きく

なっている。ところで観湖値が正の値のみをと
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　図4　濃度分布と正規分布の密度関数

　　　縦軸は確率密度，横軸は濃度

10

孟
撃

9

豊5
嘉

8
左

0

図5

　　　　0。225　　　　　　　　　　　　　0．5

　　　0ptical　density

濃度分布とガンマ分布（α＝24）の密度

関数

縦軸は確率密度，横軸は濃度

る分布で数学的にも扱いやすいものにガンマ分

布がある。濃度値は常に正であり，本研究でガ

ンマ分布を統計的モデルに選んだ理由はここに

ある。

　統計的モデルの選択の基準となるAICは，そ

の絶対値に意味があるのではなく，他のモデル
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と比較したときの相対値のみに意味があり，値

の小さいモデルほど良いモデルだと判定され
る2＞3）6｝7）8）。

　表1によればガンマ分布モデルにおいて，

α＝13からα＝39までの範囲のすべてのAIC

は，正規分布モデルのAICの一39889より小さ

い。このことと図3の極小値（最小値でもある）

がただひとつ存在することと合わせて考えれ

ば，本実験でのガンマ分布モデルの適用の妥当

性が理解できる。さらに図4と図5を比較する

と正規分布モデルに対するガンマ分布モデル

（α＝24）の優位性は明かである。

　ところで4．2で記したように積分方程式の取

り扱いを回避するため，αを正の連続量をとる

パラメータとして扱うかわりに，正の整数に限

定した定数とみなして処理した。このことの妥

当性は，αの増加とともにAICが単調減少し，

最小値に達したのち単調増加に転ずる様子を表

わした図3により明かである。特定のαに対し

て特異な現象は起こっていず，最小値付近のα

の増減に対するAICの増減もわずかであるか

らである。
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7．ま　と　め

　以下の結果を得た。

　1）弱いX線によるフィルム濃度分布につ

いてのガンマ分布モデルの決定法を導いた。

　2）本実験の条件では，X線フィルム濃度分

布の統計的モデルとして，α＝24，β±0．00898

のガンマ分布が最適であった。

　最後に，本論文の図表作成にあたって有益な

助言を下さった本学医療技術短期大学部診療放

射線技術学科荒井博史氏に感謝いたします。
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