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非有界境界関数のDirichlet問題
　　　　についての1つの例

長坂　行雄

An　example　of　the　Dirichlet　problem

　for　unbounded　boundary　functions

Yukio　Nagasaka

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract
　　Let　1）be　a　bounded　regioll　ill　the　complex　plalle　alldψbe　all　extellded　real－valued　fullction

oll　the　boulldary∂O　of　D，　We　are　concerlled　with　the　Dirichlet　problem　by　the　Perro11－Brelot

method．　If　g）is　resolutive，　we　denote　by　H3　the　solution．　LetゐaOoillt　of∂1〕．　If　there　is　a

barri・・atろ・the・掬H8（・）一ψ（のf・・any　b・u・d・d・・ntinu・u・fun・ti・1・ψ・・∂D，

　　三11this　paper，　we　show　that　there　is　a　region　1）and　an　extended　real－valued　functionψon

∂エ）havillg　the　following　properties；

　　（i）　　ψis　continuos　and　resolutive，

　　（ii）　there　exists　a　conti1筑lumκ01／∂1）such　that

　　　　　lim　H8（z）≠ψ（ろ＞for　everyろ∈．κ．

　　　　　z→b

1．はじめに

　Dを複素平面上の有界領域とする。Dの境界

∂D上の±・・を許す実数値関数ψに対して，

PerronBrelotの方法によるDirichlet問題の解

が存在するとき，ψは可解であるといい，惚の解

をH8で表す。　H8はD上の調和関数で，ψが有界

連続関数の場合は，Dの正則境界点うにおいて

境界値ψ（ろ）をとる，即ち

liln　 π8（9）　＝ψ　（b）　　　．，，，．・・●・陰●一，・。．・・・…　　●●（1）

9→う

が成立つ。Brelot［1］において，ψが非有界な

場合にはψが連続であっても正則境界点∂で必

ずしも（1）が成立たないと述べられている。この

論文の目的は，次の2つの性質をもつ有界領域

Dと∂D上の関数ψを実際に作ることである。

　（i）ψは＋○。を許す連続関数で可解である。

　（ii）∂D上に連続体κが存在して，κの各点

bでlimπ8（z）≠ψ（ろ）である。
　　z吋う

　連続体κの各点はDの正則境界点であるか

ら，この例が目的のものになっている。

　Dirichlet問題についての定理，記号などは，

Collstantinescu－Corlユea［2］に従った。

2．領　域　D

実数の狭義単調減少数列｛ヵ．｝で

カ1　＝　 1　，　　lil皿　 ρ1z＝　 0

　　　　ノ～輔oo
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　　　　　　　図1　領域D

をみたすものを任意に1つとり以後，固定する。

複素平面上の点P，Q，　R，∫，点列｛君、｝，｛◎、｝，

｛ハ｝を次のように定める。

　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　R＝1，S＝1十ガ　　P＝0，Q＝　　　　　　　　2’

　　几一偏α一÷＋加

　　翫一1－1＋1（カ2，、一1十力2。＋ε。）ガ

　　翫一1＋1（カ2，卜1十力2。一ε、、）ガ

　　　　　　　　　　η＝1，　2，　3，　・一一・．

数列｛επ｝は・＜勘・1（伽一ρ肋）をみたし

ていて4節で定める。これらの点を次の順で結

んだ折線

　　　PgRS（21B乃（22Q3瓦R（24……
　　　……Q2。一1鳥。一IE。（22。……

で囲まれた領域をGとし，Gから線分の列
｛Q2，、一17＞。一1｝，｛7．〉，、　Q2，、｝を除いた領域をD

とする。（図1が領域0である。）

　　　　　　3．境界関数ψ

　a，ろは実数で∂〉みとする。4つの頂点を，

A畝B一拡。一二＋肱D－1榴
とする長方形の領域を52とし，9に関する辺

A8の調和測度をωとする。ωはρで正値調和で

　　P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R

　　　　　　　図2　領域D。

∂9上山Bで1，他の部分で0の境界値をとる関

数である。ωの9内の線分

　　κ一｛・一塊刻1≦・≦1，・一∂壱ろ｝

上の最小値minω（g）は正であるから，任意の

自然数ηに対して，実数α＞0を十分大きくと

りさえずれば1ni11αω（z）≧％とできる。

　2節のDにおいて，各ηについて頂点を
鳥。一1，乃。，（22。，（22。一1とする長方形の領域を

考えその辺鳥，、一1乃．の調和測度をω。とし，この

長方形内の線分臨を

魚一
O＋・・旗証1＋伽）｝

とする。次の条件をみたす実数の増加列｛α。｝

を任意に1つ固定する。

　　　lilnαη＝十〇〇，
　　　η→oo

　　　各ηについて　minαπω7z（z）≧％，
　　　　　　　　　z∈κ刀
　各ηについて∂P上の境界関数ノ～、を次のよ

うに決める。線分凸，、．1島。，乃，、．1（22。．1，

乃2、Q2，、，　Q2。一17を2、．正，7＞，Z（22η上でそれぞれ

　　ル（yz）＝α，、（ρ2。≦y≦ヵ、，，．1）

　　五（κ＋ヵ、。一1の＝五、（κ＋ヵ2，、ガ）
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非有界境界関数のDirichlet問題についての1つの例

　　　　　　　　一m・・（　　　　1　　1αη’κ　2）

　　　　　　　　　（・≦・≦一点）

　　ガ・（吉＋yガト。

　　　　　　（㍗≦・≦÷（酬伽一翻7（カ・・一汁力・・＋・・）≦y≦カ・＿1）

とし，Dの残りの境界，ηと異なる初のついた各

線分や折線PRSQ止では0とする。五、は∂D上

で0≦ル≦α。をみたす連続関数でPerrOI｝

Brelot方法によるDrichlet問題に関して可解で

ある。〆＝Σノ』とおく。
　　　　アエニ　
　1節で述べた∂D上の関数ψを定義する。線分

Pρ上では，

　　　ψω一÷一己ω≦・≦穿）

∂Dの線分lp（2以外の点で

　　　　　　　　　　　　　ψ（尾）＝f（z）＝Σ五、（9）

　　　　　　　　　〃疏1

とする。線分P（2上で∫＝0である。∂D上0≦

！≦ψであり，ψは¢（0）＝÷○。，g＝0以外では

0≦ψ（z）〈＋Ooをみたす＋o。を許す連続関数

であることがわかる。

　　　　　　4．｛ε。｝の決め方

・の一幅を・。一号怯・とす・。翻・

ついて折線

　　　一PκSP・鳥，、．、　Q、。．，　Q，，，＋1乃，叶、　P

で囲まれた領域をZ）。とする。（図2が領域Z），、で

ある。）∂P。上の線分（22，、一2Q2。＋、上にある線分

乃。一17＞。の長さε。を決める。D，、に関する線分

乃，、一17＞。の調和測度をωノ，、とする。D，、は

中幅一｝怯（伽＋力編半脱の円
板σ（5。，而）に含まれるから

　　　　毎（・）一10鴇湯詳D

とおくと，D。一σ（s。，ε，∂上でω〆，、≦ぬε，、とな

る。ε。→0のとき，乃ε，、（Zo）→0であるから，

ε，、＞0を十分小さくとることにより，妬、（Zo）

・，なをみたすようにでき・．D繊上で

遅2、≦α。ω〆。であるから，数列｛ε。｝を，ε。＞0

であって一点るで

　　H胴・歩・一1，・，・，・…・・

をみたしているように決めるのである。

そうすると，

　　愚礁（Zo）＜愚羨、＝1

となる。ここで［1］の22ページにある定理3．

　　　　　　　　　1を用いると，〆＝．Σルは可解な関数であって，
　　　　　　　　　　　　れロ　
1）で〃タ＝．Σ〃£、が成立つことがわかった。

　　　　π＝1

5．D，ψが条件（i），（ii）をみたすこと

　（i）について，ψが可解な関数であることを

示す。∫は可解であり，∂P上の線分P（2を除い

てノとψは一致しているから，0に関して線分

P9の調和測度aθが0であることが示される

と，ψも可解であることがわかり，∫招＝〃タが成

立つ。（［1］の28ページの定理3．3．）線分PQ

の調和測度が0であることは次のように考える

とわかる。折線

　　PD＆ノ、（22ノ、（2帰SPl

で囲まれた領域を1ア。とし，D’，、に関する線分

9“ρの調和測度を〃。とすると，ρ∩1）’。上で

0≦ω≦7〃，，となる。一方，線分◎、ρの長さあ、

はヵ，、→0（η→QQ）であるから，logを用いて4節

と同じ方法で，lim　1〃，、（Zo）＝0がわかりDで
　　　　　　　π→QQ
躍＝0となる。

　（ii）について，｛α。｝の作り方から，各ηに

ついて瓦上で

　　　瑠＝∬タ≧z1且≧α。ω，、≧η

このことから，線分．P（2上の連続体

　　　κ＝｛・＝κ＋y刻÷≦・≦÷y＝o｝

の任意の点うにおいて，
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ψ（ろ）一壱一吉く＋・・，

しかし，Iim（z）＝十〇〇．

　　　z→b

　　　　　　6．おわりに

　この例から，非有界な境界関数ψについては，

連続であっても，正則境界点∂で必ずしもψ㈲

をとらないことがわかった。しかし

　　　A＝｛b∈∂DIlimH8（z）＝ψ（ろ）｝
　　　　　　　　　z一・b

とおくとき，Dに関する∂jD－Aの調和測度は

0でないだろうか。
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